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Рассматривается проблема некорректного оценивания динамических наборов аль-
тернатив в методе анализа иерархий, используемом в интеллектуальных системах
поддержки принятия решения. Излагается модифицированная процедура кор-
ректного определения значимости альтернатив, доказываются ее свойства и при-
водятся иллюстративные примеры.
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1. Введение в проблему
По ориентировочным оценкам число статей прикладного характера, в которых ме-

тод анализа иерархий (МАИ) [1] применяется к решению прикладных многокритери-
альных задач, еще 10 лет назад составляло более тысячи [2]. Широкому применению
метода способствует и разработанный пакет зарубежных программ EXPERT CHOICE,
реализующий МАИ. Однако, как известно, недостатком классического МАИ [1], от-
меченным и самим автором метода, является противоречие, связанное с эффектом
единичной нормировки, приводящей к тому, что предпочтения, выявленные на всем
множестве альтернатив (признаков, объектов и пр.), могут не совпадать с «частны-
ми» предпочтениями на подмножестве альтернатив. Содержательно на примере это
означает следующее. При оценивании двух проектов z1 и z2 несколькими эксперта-
ми по методу МАИ устанавливается, что z1 предпочтительней z2 (z1 � z2), знак «�»
означает факт предпочтительности (доминирования). При появлении третьего проек-
та интеллектуальная экспертная система (на основе МАИ) их ранжирует по ценности
заново, и в результате возможна ситуация: z2 предпочтительней z1 (z2 � z1).

В ряде работ (например, [3, 4]) приведены примеры нарушения предпочтений меж-
ду альтернативами (в [4] — признаками) при включении в группу (удалении из груп-
пы) сравниваемых альтернатив (признаков) дополнительной альтернативы и описа-
на конструктивная идея целесообразности оценивать относительную значимость каж-
дой альтернативы по отношению ко всей совокупности альтернатив. В данной работе
выясняются условия, при которых бинарное отношение (выражающее предпочтение
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альтернатив) сохраняется на измененном множестве альтернатив, излагается проце-
дура модифицированного метода анализа иерархий (ММАИ), доказываются свойства
ММАИ. Тезисное изложение результатов этой работы приведено в [5].

1.1. О с н о в н ы е п о н я т и я и о п р е д е л е н и я
В общем виде постановка задачи, решаемой МАИ [1], включает цель, альтернати-

вы и критерии оценки альтернатив; требуется выбрать наилучшую альтернативу. По-
сле построения иерархической структуры (цели— критерии— альтернативы) система
парных сравнений элементов каждого уровня приводит к результату, который может
быть представлен в виде обратно симметричной матрицы (матрицы парных сравне-
ний альтернатив), элемент которой aij есть интенсивность проявления альтернативы
(как элемента иерархии) i относительно альтернативы j в смысле выбранного фик-
сированного критерия. Главные собственные векторы матрицы A парных сравнений
(МПС) интерпретируются как векторы приоритетов сравниваемых элементов. Допус-
кается вычислять коэффициенты важности для каждой из альтернатив в виде сред-
него геометрического элементов соответствующей строки МПС в случае, когда оценки
элементов заданы в виде отношения (мультипликативный метод анализа иерархий).

Обозначим совокупность альтернатив Θ = {z1, z2, . . . , zg}. Прежде чем сформули-
ровать и доказать результат, в котором выясняются условия, при которых бинарное
отношение (выражающее предпочтение альтернатив) zi � zj (zj � zi) сохраняется
на множествах Θ′ = {z1, z2, . . . , zg−1} (Θ′ = {z1, z2, . . . , zg+1}), напомним требования
к матрице относительных весов [1] A = ‖aij‖g×g, aij = wi/wj, где wi, wj —компонен-
ты весового вектора альтернативW = {w1, w2, . . . , wg}T , g—количество сравниваемых
альтернатив: 1) aij > 0; 2) aij = a−1

ji ; 3) aij = aikakj; 4) число g является максимальным
собственным значением матрицы A, и для некоторого единственного (нормированного)
вектор-столбца W = {w1, w2, . . . , wg}T с положительными компонентами выполняется
равенство: A ·W = g ·W .

Приведем пример негативной стороны стандартного применения МАИ из рабо-
ты [3], способствуюшей неточности в принятии решения.

Пример 1. Пусть оцениваются две альтернативы (два признака) z1, z2 по двум
равновесным мерам относительной важности со следующими МПС:

A1 =

[
1 1/2
2 1

]
, A2 =

[
1 4

1/4 1

]
.

В результате стандартного применения МАИ получим для альтернатив z1, z2 вектор
весовых коэффициентов (оценок) альтернатив (ВКА) w = (w1, w2) = (0,567, 0,433).
Так как w1 > w2, то z1 � z2. При оценивании трех альтернатив z1, z2, z3 по тем же
двум мерам относительной важности со следующими МПС:

A1 =

 1 1/2 3
2 1 7

1/3 1/7 1

 , A2 =

 1 4 1/3
1/4 1 1/5
3 5 1


— после стандартного применения МАИ и последующей нормализации получаем
w = (w1, w2, w3) = (0,286, 0,354, 0,360), т. е. z2 � z1.

2. Постановка задачи
Обозначим через ρ бинарное отношение предпочтения на множестве альтерна-

тив. Пусть заданы множества (наборы) альтернатив Θ1 = {z1, z2, . . . , zg−1} и Θ2 =



104 С. И. Колесникова

= {z1, z2, . . . , zg−1, zg}. Требуется построить процедуру оценки значимости альтернатив
по совокупности заданных критериев (назовем ее модифицированным МАИ), сохра-
няющей бинарные отношения ziρ1zj, ziρ2zj, zi, zj ∈ Θ1 ⊆ Θ2, i 6= j, индуцированные на
множествах Θ1 и Θ2 применением МАИ.

3. Решение задачи
Нежелательную особенность стандартного применения МАИ в оценивании дина-

мических наборов альтернатив, способствуюшей неточности в принятии решения в ин-
теллектуальных системах, выразим в виде двух теорем.

Теорема 1. Бинарные отношения (предпочтения) ziρ1zj, ziρ2zj, где zi, zj ∈ Θ1 ⊆
⊆ Θ2 (i, j ∈ {1, 2, . . . , g}, i 6= j), индуцированные на множествах Θ1, Θ2 посредством
применения стандартной процедуры МАИ, в общем случае не совпадают.

Доказательство. Обозначим МПС альтернатив множества Θ1 через A1 =

= ‖aij‖(g−1)×(g−1), где aij =
wi
wj

, и МПС альтернатив множества Θ2 через A2 =

=
∥∥a′ij∥∥g×g, где a′ij =

w′i
w′j

. В качестве приближения собственных векторов МПС A1 и

A2 в МАИ используют векторы W1 = {w1, w2, . . . , wg−1}T , W2 = {w′1, w′2, . . . , w′g}T , ком-
поненты которых вычисляются как среднее геометрическое по элементам строк, т. е.

wi =

(
g−1∏
l=1

ail

) 1
g−1

и w′i =

(
g∏
l=1

a′il

) 1
g

соответственно.

Пусть после применения МАИ весовые оценки альтернатив таковы, что wi > wj,
то есть на множестве Θ1 задано отношение предпочтения zi � zj. Покажем, что это
отношение предпочтения в общем случае не сохраняется на множестве Θ2.

Для сохранения отношения zi � zj на множестве Θ2 необходимо должно выпол-

няться неравенство w′i > w′j, или
(

g∏
l=1

a′il

) 1
g

>

(
g∏
l=1

a′jl

) 1
g

. Это эквивалентно требованию

Di,g−1a
′
ig > Dj,g−1a

′
jg, где Ds,g−1 =

g−1∏
l=1

a′sl, s ∈ {i, j}.

Преобразуем обе части неравенства
a′ig
a′jg

>
Dj,g−1

Di,g−1

, осуществив соответствующие

замены с примением свойств 2 и 3 МПС:

a′ig
a′jg

=
a′ija

′
jg

a′jg
= a′ij,

Dj,g−1

Di,g−1

=
g−1∏
l=1

a′jl
a′il

=
g−1∏
l=1

a′jia
′
il

a′il
=

g−1∏
l=1

1
a′ij

= (a′ij)
1−g.

Таким образом, для справедливости требуемого неравенства необходимо должно
выполняться соотношение a′ij >

(
a′ij
)1−g, или

(
a′ij
)g
> 1, i, j < g, что, очевидно, будет

иметь место только в частных случаях.

Теорема 2. Пусть для МПС A1 и A2 выполнены свойства 1–4 МПС. Тогда
при выполнении условий: 1) a′ij = aij (i, j < g) и 2)

(
a′ij
)g

> 1
((
a′ij
)g
< 1
)
бинар-

ные отношения (предпочтения) zi � zj (zj � zi), индуцированные на множествах
Θ1 и Θ2 посредством применения стандартной процедуры метода анализа иерархий,
совпадают.

Доказательство теоремы 2 опирается на свойства 1–4 МПС и результат теоремы 1.
3.1. М о д и ф и ц и р о в а н н ы й м е т о д а н а л и з а и е р а р х и й

Изложим модифицированную процедуру определения ВКА, опираясь на [1, 3, 4].
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1. Введем весовые коэффициенты мер относительной важности признаков, обо-

значенные через cs,
ν∑
s=1

cs = 1.

Построим МПС на каждом из этапов МАИ (по числу мер относительной важ-
ности альтернатив). Результатом каждого s-го этапа (s ∈ {1, 2, . . . , ν}) является
g-компонентный вектор нормализованных значений ВКАWs = {ws1, ws2, . . . , wsg}T .

2. Сформируем всевозможные векторы wsij =
(
ws1ij , w

s2
ij

)
локальных ВКА уровня 1

по формулам

ws1ij =
wsi

wsi + wsj
; ws2ij =

wsj
wsi + wsj

, s ∈ {1, 2, . . . , ν}, i, j ∈ {1, 2, . . . , g}.

C содержательной точки зрения, первая компонента ws1ij вектора wsij =
(
ws1ij , w

s2
ij

)
означает относительный вес альтернативы zi по отношению к суммарному весу
альтернатив zi и zj; вторая компонента ws2ij вектора wsij означает относительный
вес альтернативы zj.

3. Сформируем матрицуW = ‖wij‖, где векторы wij = (wiij, w
j
ij) —локальные ВКА

(уровня 2) альтернатив zi, zj относительно всей совокупности мер относитель-
ной важности признаков; компоненты векторов находим по формулам

wiij =
uiij

uiij + ujij
; wjij =

ujij

uiij + ujij
, где uiij =

ν∑
s=1

csw
s1
ij , u

j
ij =

ν∑
s=1

csw
s2
ij .

4. Вычислим глобальные значения ВКA по одной из формул:

V
(1)
i =

g∑
j=1

wiij, V
(2)
i =

(
g∏
j=1

wiij

)1/g

, i ∈ 1, 2, . . . , g.

Отметим, что в соответствии с модифицированной процедурой для исходных дан-
ных примера 1 получаем следующие ВКА: w = (w1, w2, w3) = (0,349, 0,325, 0,326).
Таким образом, предпочтения между альтернативами z1, z2 не изменились: z1 � z2.

Процедура определения ВКА, несмотря на простоту, нуждается в численной ил-
люстрации.

3.2. И л л ю с т р а т и в н ы й п р и м е р п р и м е н е н и я
м о д и ф и ц и р о в а н н о г о м е т о д а а н а л и з а и е р а р х и й

1. Пусть МПС трех альтернатив zi, i = 1, 2, 3, составлена по каждому из двух
данных равновесных критериев (c1 = c2 = 0,5) и посчитаны весовые коэффи-
циенты альтернатив. Последние два столбца в нижеприведенных расширенных
МПС представляют собой собственные векторы W 1 (W 2) и нормализованные
собственные векторы W 1

n (W 2
n) МПС альтернатив по 1-му критерию (вычисле-

ния проведены с точностью до трёх знаков):


z1 z2 z3 W 1 W 1

n

z1 1,000 0,500 4,000 1,260 0,308
z2 2,000 1,000 8,000 2,520 0,615
z3 0,250 0,125 1,000 0,315 0,077


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и МПС альтернатив по 2-му критерию:


z1 z2 z3 W 2 W 2

n

z1 1,000 4,000 0,500 1,260 0,323
z2 0,250 1,000 0,167 0,347 0,089
z3 2,000 6,000 1,000 2,289 0,588

.
2. Формируем обобщенные матрицы относительных локальных ВКА по нижепри-

веденной схеме.
2.1. Формируем матрицу относительных ВКА по 1-му критерию

(w1
ij = w1

i , w
1
j ):(1,000; 1,000) (0,308; 0,615) (0,308; 0,077)

(0,615; 0,308) (1,000; 1,000) (0,615; 0,077)
(0,077; 0,308) (0,077; 0,615) (1,000; 1,000)

 .

2.2. Нормализуем локальные ВКА по 1-му критерию, например,

w1
12 =

(
0,308

0,308 + 0,615
;

0,615

0,308 + 0,615

)
:(0,500; 0,500) (0,333; 0,667) (0,800; 0,200)

(0,667; 0,333) (0,500; 0,500) (0,889; 0,111)
(0,200; 0,800) (0,111; 0,889) (0,500; 0,500)

 .

2.3. Формируем всевозможные векторы локальных ВКА по 2-му критерию
(w2

ij = w2
i , w

2
j ):(1,000; 1,000) (0,323; 0,089) (0,323; 0,588)

(0,089; 0,323) (1,000; 1,000) (0,089; 0,588)
(0,588; 0,323) (0,588; 0,089) (1,000; 1,000)

 .

2.4. Нормализуем локальные ВКА по 2-му критерию аналогично п. 2.2:(0,500; 0,500) (0,784; 0,216) (0,355; 0,645)
(0,216; 0,784) (0,500; 0,500) (0,132; 0,868)
(0,645; 0,355) (0,868; 0,132) (0,500; 0,500)

 .

3. Формируем обобщенную матрицу W = ‖wij‖ =
∥∥(wiij, wjij)∥∥, компонентами ко-

торой являются векторы— локальные ВКА альтернатив относительно всей за-
данной совокупности критериев. Компоненты локальных ВКА находим по фор-
мулам п. 3 вышеприведенной процедуры ММАИ, например:

(
u1

12;u2
12

)
=

(
0,333 + 0,784

2
;

0,667 + 0,216

2

)
;w12 =

(
w1

12;w2
12

)
= (0,559; 0,441) .

В итоге получаем обобщенную матрицу вида(0,500; 0,500) (0,542; 0,458) (0,567; 0,433)
(0,458; 0,542) (0,500; 0,500) (0,515; 0,485)
(0,433; 0,567) (0,485; 0,515) (0,500; 0,500)

 .
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4. Глобальные значения ВКА определяем как линейную свертку [1]:

V
(1)

1 =
3∑
j=1

w1j = 0,500 + 0,542 + 0,567; V
(1)

2 =
3∑
j=1

w2j = 0,458 + 0,500 + 0,515;

V
(1)

3 =
3∑
j=1

w3j = 0,433 + 0,485 + 0,500.

Нормализованный итоговый вектор оценок значимости альтернатив имеет вид
V (1) = (0,358; 0,327; 0,315).

Свойство данной процедуры сформулировано в теореме 3.
Теорема 3. Бинарные отношения (предпочтения) ziρ1zj, ziρ2zj, zi, zj ∈ Θ1 ⊆

⊆ Θ2, i 6= j, индуцированные посредством применения стандартной процедуры МАИ
на множестве Θ1 и модифицированного метода анализа иерархий на множестве Θ2,
совпадают.

Доказательство.
При выполнении условия 1 теоремы 2 справедлива полезная формула, связываю-

щая ВКА двух множеств (по каждому критерию) Θ1 и Θ2: w′i = (wi)
g−1

g
(
a′ig
) 1

g , i < g.
Действительно, использование представления компонент весового вектора альтерна-
тив в мультипликативном МАИ как среднего геометрического по строкам МПС при-
водит к справедливости соотношений

w′i =

(
g∏
l=1

a′il

) 1
g

=

(
g−1∏
l=1

a′il

) 1
g (
a′ig
) 1

g =

(
g−1∏
l=1

ail

) 1
g (
a′ig
) 1

g = w
g−1

g

i

(
a′ig
) 1

g .

Пусть для определенности на множестве Θ1 задано отношение предпочтения
zi � zj, то есть wi > wj. Требуется показать, что это отношение предпочтения со-
хранится на множестве Θ2 при оценивании весовых коэффициентов альтернатив по
модифицированному МАИ, т. е. необходимо должно выполняться неравенство w′i > w′j
(i, j < g).

Предположим сначала выполнение условия 1 теоремы 2. Применяя полученную
зависимость, вышеприведенные формулы для ВКА по методу ММАИ, свойства 1–4
МПС (в частности, свойство 3 — транзитивность МПС), получаем

w′i − w′j = w
g−1

g

i

(
a′ig
) 1

g − w
g−1

g

j

(
a′jg
) 1

g = w
g−1

g

i

(
a′ija

′
jg

) 1
g − w

g−1
g

j

(
a′jg
) 1

g =

=
(
a′ig
) 1

g

[
w

g−1
g

i

(
a′ij
) 1

g − w
g−1

g

j

]
=
(
a′ig
) 1

g

[
w

g−1
g

i (aij)
1
g − w

g−1
g

j

]
> 0.

Справедливость последнего неравенства обеспечивается предположением aij =
wi
wj

и
wi > wj.

В общем случае используются непосредственно формулы для вычисления ВКА по
методу ММАИ:

wi =
Vi
g∑
j=1

Vj

, где Vi =
g∑
l=1

wiil =
g∑
l=1

uiil
uiil + ujil

, uiil =
ν∑
s=1

cs
wsi

wsi + wsl
,
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величины wsi , w
s
j являются компонентами собственного вектора МПС альтернатив на

s-м уровне иерархии (по s-му критерию). Осуществляя последовательно несложные,
но громоздкие преобразования, можно показать, что и в общем случае w′i > w′j.

Замечание 1. Прокомментируем условие a′ij = aij (i, j < g) (условие 1 теоремы 2).
Данное условие означает, что при добавлении новой альтернативы в исследуемую груп-
пу альтернатив предпочтения относительно «старых» альтернатив не изменились, т. е.
выполнено условие независимости совокупности альтернатив по предпочтению, а, как
известно [6], этот факт является обоснованием использования линейной свертки для
агрегирования многокритериальных решений (в том числе и МАИ).

Замечание 2. В практических задачах «групповой эффект» и «человеческий фак-
тор» при экспертном оценивании альтернатив (признаков) нередко приводит к нару-
шению свойства 3 МПС, которое, в свою очередь, приводит к некорректному исполь-
зованию МАИ, так как в этом случае собственный вектор такой (уже несовместной)
МПС соответствует максимальному собственному значению, которое строго больше g,
а не равно g (см. свойство 4 МПС). Следует отметить, что доказательства теорем 1–3
существенно опираются на свойства МПС, в частности на свойства 2 и 3, т. е. эти усло-
вия (поскольку они являются условиями применения МАИ) считаются по умолчанию
выполненными.

4. Применение модифицированного МАИ в решении прикладной задачи
Основой одного из наиболее эффективных подходов к созданию интеллектуаль-

ных систем являются тестовые методы распознавания образов [7], использующие для
принятия решений наборы (тесты), содержащие меньшее количество признаков и име-
ющие больший вес (под весом теста понимается сумма весовых коэффициентов при-
знаков). Один из методов определения «весов» сравниваемых признаков предложен в
работе [8]. Метод учитывает вклад признаков в распознающую способность теста с уче-
том их взаимозависимости и базируется на представлении совокупности всех разли-
чимых пар объектов из разных классов (образов) для каждого признака в виде муль-
тимножества [9] и применении МАИ с использованием парных сравнений признаков
на основе специальным образом выбранных мер относительной важности признаков,
учитывающих их особенности. Приведем пример [7], связанный с целесообразностью
изменения состава тестового набора (удаления признака).

Пример 2. Пусть матрица описаний Q содержит описание шести объектов (стро-
ки) по четырём признакам (z1, z2, z3, z4) (столбцы), в матрице различений R указыва-
ется на соответствие номеров объектов (1-й столбец) и классов (2-й столбец), которым
объекты принадлежат:

Q =


0 1 1 0
1 2 0 1
0 1 0 1
1 2 1 0
1 1 0 2
1 1 1 2

 ;R =


1 1
2 1
3 1
4 2
5 2
6 2

 .

Для данного примера тупиковыми тестами являются наборы признаков
τ1 = (z1, z2, z3), τ2 = (z1, z2, z4) и τ3 = (z2, z3, z4). Если использовать тестовый ал-
горитм непосредственно, то объект S = (0, 1, 2, 1) не будет отнесен ни к одному из
классов, однако фрагмент (0, 1), порождаемый набором τ = (z1, z2), содержится в S и
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соответствующих объектах из первого класса и не содержится в объектах из второго
класса, что дает основание полагать, что распознаваемый объект более близок к пер-
вому классу. Непосредственное применение классического МАИ в методе из работы [8]
может привести к ошибочному определению весовых коэффициентов признаков, а сле-
довательно, и к неточности в принятии решения. Модифицированный МАИ корректно
«взвесит» признаки в изменившемся (удалением признака из теста) наборе.

Заключение
Дальнейшее развитие МАИ (и модифицированного МАИ) должно быть связано

с выяснением условий, связанных с правомочностью применения линейной свертки
при оценивании ВКА (шаг 4 вышеизложенного алгоритма), поскольку данный спо-
соб агрегирования приемлем при весьма ограничительных предположениях и может
приводить к неточности в принятии решений (см., например, работу [2]).
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