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Представлен метод построения клеточных автоматов (КА), моделирующих про-
цессы самоорганизации при формирования устойчивых структур. Метод основан
на параллельной композиции двух КА. Рассмотрено два случая: 1) когда один
компонентный КА функционирует независимо, влияя на эволюцию второго, и
2) когда оба КА взаимодействуют на каждой итерации. Метод иллюстрируется
результатами компьютерного моделирования двух самоорганизующихся систем:
формирования устойчивых пространственных структур на подогретой поверхно-
сти и достижения баланса между хищником и жертвой.
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Введение
Интерес к математическому и компьютерному моделированию диссипативных про-

цессов в неравновесных системах вызван, прежде всего, интенсификацией исследо-
ваний химических, биологических, социологических и других явлений. Среди про-
цессов с такими свойствами известны обычные, спиралевидные, концентрические,
вращающиеся и стоячие волны (автоволны), а также колебательные и устойчивые
пространственные структуры. Наиболее известны теоретические исследования дисси-
пативных процессов [1], химических автоволн [2], биологических и экологических явле-
ний [3]. Изучение устойчивых диссипативных структур началось с появления работы
А.Тьюринга по морфологии [4]. Полный и хорошо написанный обзор исследований
в этой области дан в [5]. Почти все известные работы основаны на математических
моделях традиционного типа — системах дифференциальных уравнениях с частны-
ми производными. Поскольку исследуемые явления диссипативны и пространственно
распределены, они относятся к процессам типа «реакция — диффузия», описываемым
уравнениями с нелинейными членами, которые не имеют аналитических решений, а
численные методы требует больших вычислительных ресурсов.

Однако, поскольку научный интерес к диссипативным структурам растет, поиск
новых моделей интенсифицируется. В частности, появляются модели дискретного и
стохастического типа, в которых химические преобразования и пространственная по-
движность частиц вещества моделируются непосредственным (прямым) образом. К та-
ким моделям относятся клеточные автоматы [6], клеточно-нейронные сети [7] и ки-
нетические методы Монте-Карло [8]. В данной работе используется математическая
модель, основанная на расширенном понятии клеточного автомата [9], отличающаяся
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от классического КА фон Неймана тем, что в ней допускается применение любого ал-
фавита, любых функций переходов, любых режимов смены состояний клеток. Такая
широкая трактовка КА позволяет строить математические описания пространственно-
временных процессов разного характера, в том числе и обладающих свойствами само-
организации и формирования устойчивых образов (структур).

Использование КА-моделей для компьютерного моделирования пространственной
динамики в химии и физике привлекательно по следующим причинам.
• КА моделирует дискретные изменения состояний в дискретных пространстве и вре-

мени, что позволяет непосредственным образом отображать в модели перемещения
и трансформации реальных частиц или агентов.

• На функции переходов КА не накладывается никаких ограничений: они могут быть
нелинейными, разрывными и вероятностными, что позволяет моделировать такие
процессы, как фазовые переходы и химические превращения, а также учитывать
условия, при которых допустимо изменение того или иного состояния.

• КА допускают моделирование не синхронизированных процессов (асинхронные
КА), что соответствует естественному течению событий во всех реальных явле-
ниях, в которых не введена искусственно синхронизация.

• КА моделируют объекты, которые в [6, 10] называются сложными системами
(complex systems), так как имеют очень простые математические представления,
но моделируют сложные пространственно-временны́е процессы. Отсюда вытекает
простота программирования КА-моделей как в последовательном, так и в парал-
лельном вариантах.
Исследование КА как дискретных моделей пространственной динамики началось

в 80-х годах прошлого столетия работами [11, 12] и в настоящее время интенсивно
развивается, охватывая все новые области задач и совершенствуя теорию и методоло-
гию [10, 13, 14]. К развитию методологии КА-моделирования и относится предлагае-
мая работа. В ней после введения даны формальные определения и пример простого
КА (п. 1), моделирующего процесс образования устойчивых структур. В п. 2 представ-
лен метод параллельной композиции КА [15], в п. 3 и 4 иллюстрируются два типовых
случая его применения для построения КА-моделей этого класса.

1. Простые самоорганизующиеся клеточные автоматы
Атомарным понятием КА является клетка, которая характеризуется именем x ∈ X

и состоянием a ∈ A, где X —множество имен клеток, которое обычно интерпретиру-
ется как множество координат точек в дискретном пространстве конечных размеров;
A— алфавит состояний клеток. Состояние клетки x в момент времени t обозначает-
ся как vx(t). На множестве имен определен шаблон соседства T (x) = {ϕj(x) : j =
= 0, . . . , q}, который определяет имена клеток, взаимодействующих с клеткой x. Ес-
ли пространство моделирования представлено решеткой с прямоугольной, треуголь-
ной или квадратной формой клетки, то функции ϕj(x) ∈ T (x) имеют вид сдвиговых:
ϕj(x) = x + lj, а шаблон состоит из q плотно примыкающих друг к другу клеток
с условным «центром» в x. Шаблон связывает с каждой клеткой x ∈ X локальную
конфигурацию V (x) = {v1, . . . , vq} таким образом, что каждая клетка ϕj(x) ∈ T (x)
имеет состояние vj ∈ V (x). Множество состояний всех клеток x ∈ X в момент t назы-
вается глобальной конфигурацией Ω(t) = {vx(t) : x ∈ X}.

Функционирование КА задается локальным оператором над подстановками
Θ(θ1(x), . . . , θn(x)). Если локальный оператор задан одной подстановкой, то он назы-
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вается простым. Подстановка имеет следующий вид:

θ(x) : V (x) ∪ V ′′(x)→ V ′(x), (1)

где V (x), V ′(x) и V ′′(x) — базовая, новая и контекстная локальные конфигурации
соответственно, причем V (x) и V ′(x) связаны с одним и тем же шаблоном T (x). Под-
становка называется вероятностной, если ее применение выполняется при условии
rand < p, где rand— случайное число в интервале [0,1], p— заданная вероятность.
Применение θ к клетке x состоит в замене состояний vj ∈ V (x) на новые v′j ∈ V ′(x),
которые являются значениями функций перехода вида

v′j = fj(V (x) ∪ V ′′(x)). (2)

Применение подстановки к клетке x на итерации t называется успешным, если

(V (x) ∪ V ′′(x) ⊆ Ω(t)) & (rand < p), (3)

даже если не произошло ни одного изменения состояний, т. е. fj(V (x)) = V (x). Если (3)
не выполняется, то попытка применения подстановки безуспешна.

Функционирование КА подчиняется итерационному алгоритму, в котором итера-
цией считается применение локального оператора (успешное и безуспешное) ко всем
клеткам x ∈ X. При этом происходит переход Ω(t) → Ω(t + 1). Последовательность
Ω(0), . . . ,Ω(t), . . . ,Ω(t̂) называется эволюцией КА. Если после какой-то итерации t = t̂
дальнейшее успешное применение локального оператора не изменяет глобальную кон-
фигурацию или меняет ее не более чем в заданном числе клеток ε, т. е.

|X| − |Ω(T + 1) ∩ Ω(T )| < ε, (4)

то КА обладает свойством самоорганизации и относится к классу 2 по классифика-
ции Вольфрама [6], а с точки зрения качественной теории нелинейных систем эти КА
характеризуются тем, что имеют устойчивый фокус. Свойство самоорганизации прояв-
ляется тогда, когда система состоит из множества элементов, взаимодействующих как
с положительной, так и с отрицательной обратной связью (физическая интерпрета-
ция). Иными словами, взаимодействующие элементы являются по отношению друг
к другу либо активаторами, либо ингибиторами (химическая интерпретация).

Порядок применений подстановок при переходе от Ω(t) к Ω(t+1) называется режи-
мом. Базовыми являются два режима: синхронный и асинхронный. При синхронном
режиме итерация состоит из двух следующих шагов:

1) вычисляются значения функции переходов (2) для всех клеток, в которых (3)
выполнено;

2) в базовых конфигурациях всех клеток производится смена состояний соглас-
но (1).

Для синхронного режима важно, чтобы выполнялось условие корректности вычис-
лений [13]

∀t = 1, . . . , t̂ (T (xi) ∩ T (xj) = ∅).

Очевидно, что оно всегда выполнено при |V ′(x)| = 1.
При асинхронном режиме итерация состоит из последовательности |X| шагов. На

каждом шаге
1) случайно выбирается имя клетки xi ∈ X;
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2) вычисляются значения функций переходов для новой локальной конфигурации
V ′(xi) по (2);

3) в базовой конфигурации V (xi) производится смена состояний на соответствую-
щие из V ′(xi).

Среди простых самоорганизующихся КА наиболее известны два типа: 1) КА, моде-
лирующие процессы, называемые «разделением фаз», и 2) КА с взвешенными шабло-
нами, моделирующие процессы формирования устойчивых структур [7]. Оба эти типа
КА имеют устойчивые состояния как при синхронном, так и при асинхронном режи-
мах. КА первого типа подробно описаны в [13, 14], их эволюция обладает свойством
самоорганизации, но получающиеся в результате устойчивые структуры тривиальны—
в них vx(t) = 1 или vx(t) = 0 для всех x ∈ X. Второй тип КА принадлежит к клас-
су клеточно-нейронных сетей [7]. Использование в их функциях перехода взвешенных
шаблонов позволяет получать устойчивые структуры в виде разного вида пятен и
полос.

Пример 1 (рис. 1). Типичный представитель класса КА формирования устойчи-
вых структур имеет A = {0, 1}, X = {(i, j) : i, j = 0, 1, . . . ,M}, a локальный оператор
опирается на шаблон

T (i, j) = {(i+ g, j + h) : g, h = −3, . . . , 0, . . . , 3}. (5)

Этому шаблону ставится в соответствие весовая матрица W , элементы которой равны

wgh =

{
a, если |g| 6 1, |h| 6 1,
b иначе, (6)

где a > 0 соответствует активатору, а b < 0 — ингибитору. Локальный оператор θ(i, j)
меняет состояние только одной клетки, используя в функции переходов состояния всех
клеток из T (i, j):

θ(i, j) : {vi+g,j+h : g, h = −3, . . . , 0, . . . , 3} → v′i,j, (7)

где

v′i,j =

 1, если
r∑

g=−r

r∑
h=−r

wghvi+g,j+h > 0,1,

0 иначе.
(8)

t=0 t=10 t=25 t=50

Рис. 1. Эволюция простого КА, моделирующего процесс формирования устойчивых структур
типа «полоски»

Эволюции этого КА при работе в синхронном и асинхронном режимах имеют один
и тот же поведенческий характер, причем асинхронный режим приводит к устойчиво-
му состоянию за меньшее число итераций.
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2. Параллельная композиция КА
Параллельная композиция [15] двух КА ℵ1 = 〈A1, X1,Θ1〉 и ℵ2 = 〈A2, X2,Θ2〉 пред-

полагает, что каждый КА функционирует на своем собственном клеточном поле, имеет
свой собственный алфавит состояний, а между множествами их имен X1 и X2 cуще-
ствует взаимно-однозначное соответствие.

Композицию могут составлять только КА с одинаковыми режимами работы: либо
оба синхронные, либо оба асинхронные. В синхронном случае смена состояний автома-
тов происходит в обоих КА одновременно, обозначая переход к следующей итерации.
В асихронной композиции клетки каждого КА меняют свои состояния независимо от
своего окружения, что дает возможность работать компонентным КА с произвольны-
ми скоростями. Однако «разноскоростные» композиции пока не исследованы. Принято
считать, что на одном отрезке времени в каждом КА происходит одинаковое количе-
ство применений локальных операторов.

В [15] введено два типа параллельной композиции КА: однонаправленная и двуна-
правленная.

3. Однонаправленная параллельная композиция
В однонаправленной композиции один из КА, пусть ℵ1, является основным. Он

имитирует исследуемый процесс. Второй КА ℵ2 играет роль контекста — он эволюци-
онирует автономно, влияя на работу первого. В функции переходов локального опе-
ратора Θ2 аргументами являются состояния клеток из Ω2, а в функции переходов
Θ1 — состояния клеток из Ω2∪Ω1. Соответственно шаблоны локальных конфигураций
принадлежат разным множествам имен:

∀x ∈ X1 (T1(x) ⊆ X2 ∪X1), ∀x ∈ X2 (T2(x) ⊆ X2). (9)

Однонаправленная композиция двух КА имеет эволюцию, формирующую устойчивые
структуры, если этим свойством обладает основной КА. Контекстный КА играет роль
управления, которое может динамически изменять параметры основного как во време-
ни, так и в пространстве. Это дает возможность существенно увеличить разнообразие
получаемых структур.

Пример 2. Примером однонаправленной асинхронной композиции может служить
КА-модель коагуляции некоторого вещества, наличие которого в точке, соответствую-
щей клетке x, имитируется состоянием ux = 1, а отсутствие — состоянием ux = 0. На
процесс воздействует тепловое поле, конфигурация которого представляет собой хо-
лодный квадрат в центральной части и сильно нагретую область вокруг него (рис. 2).
Температура в каждой точке имитируется осредненным значением состояния в соот-
ветствующей клетке. Коагуляцию моделирует асинхронный КА ℵu = 〈Au, Xu,Θu〉, а
изменения теплового поля— асинхронный КА диффузии ℵv = 〈Au, Xu,Θu〉. При этом
Au = Av = {0, 1}, Xv = Xu = {(i, j) : i, j = 0, . . . , 300}.

КА коагуляции ℵu принадлежит к классу асинхронных КА, моделирующих про-
цесс формирования устойчивых образов, его локальный оператор такой же, как (7),
но отличается значениями ингибиторов b, которые равны осредненным значениям со-
стояний в соответствующих клетках Ωv(t), т. е.

b = 〈v〉 = (2r + 1)−1
r∑

g,h=−r
vi+g,j+h, (10)

где r = 10 —радиус осреднения. ℵv — асинхронный КА, моделирующий так называе-
мую наивную диффузию [16]. Этот КА работает независимо от ℵu, имитируя распро-



96 О. Л. Бандман

Рис. 2. Начальная глобальная конфигурация контекстного КА Ωv(0)

странение тепла от горячей области (v = 1) к холодному квадрату в центре (v = 0)
и к теплой области по краям, где плотность распределения единиц равна 〈v〉 = 0,5
(рис. 3).

t=2 t=20 t=150

Рис. 3. Эволюция основного КА ℵu вида (7), в котором значения ингибиторов управляются
распространяющимся теплом, моделируемым контекстным КА ℵv с начальным зна-
чением Ωv(0), показанным на рис. 2

Локальный оператор КА ℵv равен Θv = {θv}, где

θv : {vi,j, vϕ1(i,j), vϕ2(i,j), vϕ3(i,j), vϕ4(i,j)} → {v′i,j, v′ϕ1(i,j), v
′
ϕ2(i,j), v

′
ϕ3(i,j), v

′
ϕ4(i,j)} (11)

с функцией перехода

v′0 = vϕk(i,j), если 0,25k < rand < 0,25(k + 1);

v′k =

{
v0, если 0,25k < rand < 0,25(k + 1),
vϕk(i,j) иначе, k = 1, . . . , 3.

(12)

В процессе эволюции контекстного КА плотность состояний в нем становится рав-
номерной (температура выравнивается) и система приходит в устойчивое состояние,
в котором основной массив имеет вид горизонтальных и вертикальных полосок (рис. 3).

4. Двунаправленная параллельная композиция
В двунаправленной композиции ℵ1 и ℵ2 работают в тесном взаимодействии, причем

каждый играет роль активатора для себя и ингибитора для другого, но ни один из
них сам по себе не должен быть самоорганизующимся КА. В функциях перехода их
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локальных операторов Θ1 и Θ2 контекстными локальными конфигурациями являются
состояния клеток из Ω2 ∪Ω1. Соответственно для шаблонов локальных конфигураций
выполняется

∀x ∈ X1 (T1(x) ⊆ X1 ∪X2), ∀x ∈ X2 (T2(x) ⊆ X2 ∪X1). (13)

Пример 3. Типичным примером двунаправленной композиции может служить за-
дача установления баланса в системе типа «хищник—жертва». Задача интерпретиру-
ется следующим образом. На площади, представленной дискретным пространством,
обитают два типа живых существ: хищник и жертва. Хищник питается жертвой. Ес-
ли для хищника имеется достаточно пищи, то его плотность увеличивается с веро-
ятностью, пропорциональной количеству сытых хищников (только сытые хищники
размножаются). Если пищи не хватает, то плотность хищников уменьшается. Жерт-
ва всегда стремится размножиться. Обе популяции перемещаются (диффундируют),
причем хищник более подвижен, поэтому характеризуется коэффициентом диффу-
зии, много большим, чем жертва (dv/du = K, K > 10). Пусть ℵv = 〈Av, Xv,Θv〉 мо-
делирует поведение хищника, а ℵu = 〈Au, Xu,Θu〉—жертвы, причем состояния кле-
ток (i, j)v ∈ Xv обозначаются символами vi,j, а состояния клеток (i, j)u ∈ Xu —
символами ui,j. Локальные операторы содержат по две подстановки: Θv = {θv1, θv2},
Θu = {θu1, θu2}. В обоих случаях первые подстановки θv1 и θu1 моделируют диффузию,
используя КА из примера 1 с локальным оператором вида (11). Разница в коэффи-
циентах диффузии реализуется путем разного количества применений θv1 и θu1 в те-
чение одной итерации. Вторые подстановки моделируют взаимоотношения хищника и
жертвы, которые зависят от состояний локальных конфигураций в обоих клеточных
массивах:

θv2 : {vi,j} ∪ (V ′′v (i, j) ∪ V ′′u (i, j))→ {v′i,j},
θu2 : {ui,j} ∪ (V ′′v (i, j) ∪ V ′′u (i, j))→ {u′i,j},

(14)

где контексты V ′′v (i, j) и V ′′u (i, j) содержат состояния клеток из

T ′′(i, j) = {(i+ g, j + h) : g, h = −10, . . . ,−1, 1, . . . , 10},

а новые состояния являются значениями вероятностных функций переходов

v′i,j =

{
0, если 〈ui,j〉 > 〈vi,j〉 & rand < pv→0,
1, если 〈vi,j〉 > 〈ui,j〉 & rand < pv→1,

u′i,j =

{
0, если 〈ui,j〉 < 〈vi,j〉 & rand < pu→0,
1, если 〈ui,j〉 > 〈vi,j〉 & rand < pu→1,

(15)

где 〈y〉— осредненное по (10) значение y.
Значения вероятностей в (15) определяются исходя из следующих соображений.

Если 〈vi,j〉 > 〈ui,j〉, то плотность хищников уменьшится на 〈vi,j〉− 〈ui,j〉 из-за нехватки
пищи. Эта разность равна вероятности того, что v′i,j = 0. Если же 〈vi,j〉 < 〈ui,j〉, то пи-
щи достаточно всем, и хищник увеличивает свою плотность в соответствии с функцией
размножения Fv(〈vi,j〉) = c·〈vi,j〉(1−〈vi,j〉) [17]. Аналогично, если 〈vi,j〉 > 〈ui,j〉, то жерт-
вa поедается хищником, ее плотность уменьшается с вероятностью, равной плотности
хищника. В противоположном случае остаток жертвы размножается с вероятностью,
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равной 〈ui,j〉 − 〈vi,j〉. Таким образом,

pv→0 = (〈vi,j〉 − 〈ui,j〉)/〈vi,j〉, если 〈vi,j〉 > 〈ui,j〉,
pv→1 = 0,5〈vi,j〉(1− 〈vi,j〉), если 〈vi,j〉 < 〈ui,j〉,
pu→0 = 〈vi,j〉, если 〈vi,j〉 > 〈ui,j〉,
pu→1 = 〈ui,j〉 − 〈vi,j〉, если 〈vi,j〉 < 〈ui,j〉.

(16)

Композиция ℵv и ℵu функционирует в соответствии со следующей итерационной
процедурой:

1) подстановка θv1 применяетсяK×dv раз, всякий раз к случайно выбранной клетке
из Xv;

2) подстановка θu1 применяетсяK×du раз, всякий раз к случайно выбранной клетке
из Xu;

3) случайно выбирается клетка из Xv, к ней применяется θv2;
4) случайно выбирается клетка из Xu, к ней применяется θu2.
Эти действия повторяются до тех пор, пока не достигается устойчивое состояние.

На рис. 4 приведены три глобальных состояния в эволюции ℵv. В исходном состоянии
(t = 0) плотность жертвы на всем пространстве равна ρu = 0,5, а хищник плотно
сосредоточен в средней полосе 〈vi,j〉 = 1.

t=0 t=4

t=15 t=30

Рис. 4. Три глобальных состояния в эволюции КА ℵv. При t > 30 изменений Ωv и Ωu не
наблюдается

Моделирование выполнялось на компьютере Intel R© CoreTM i7. Результаты показа-
ли, что представленная выше система «жертва — хищник» быстро самоорганизуется и
очень устойчива. Все начальные конфигурации, имеющие в каждом КА даже самые
малые плотности и по-разному распределенные, эволюционировали к одному и тому
же устойчивому состоянию (рис. 4, t = 30).

Заключение
Предложен метод моделирования нелинейных процессов типа «реакция— диффу-

зия» при помощи параллельной композиции клеточных автоматов. Рассмотрено два
случая: однонаправленная параллельная композиция, которая позволяет ввести дина-
мическое управление моделируемым процессом, и двунаправленная параллельная ком-
позиция, которая моделирует процессы формирования самоорганизующихся структур.
Результаты позволяют надеяться, что предложенный подход будет полезен в создании
систематической методологии синтеза самоорганизующихся КА.
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