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Для построения эллиптических кривых над конечными полями с предписанными
требованиями к их порядку используется метод комплексного умножения. В этом
методе на этапе, требующем больше всего времени, вычисляется некоторый много-
член с целыми коэффициентами. В работе доказаны необходимые теоретические
результаты и подробно описано, каким образом в методе комплексного умножения
можно использовать делитель этого многочлена с коэффициентами в некотором
расширении поля рациональных чисел.
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Введение
В последнее время эллиптические кривые играют важную роль в разнообраз-

ных приложениях, в числе которых можно назвать криптосистемы с открытым клю-
чом [1, 2], алгоритмы разложения на множители [3] и проверки простоты [4] целых
чисел. Для этих приложений необходимы эллиптические кривые над конечными по-
лями, порядок которых удовлетворяет определённым ограничениям. Так, для крип-
тографических применений желательно, чтобы порядок кривой был простым числом
или, по крайней мере, имел по возможности больший простой делитель.

Один из методов построения эллиптических кривых с заданными условиями на
порядок кривой заключается в следующем. Будем случайным образом генерировать
коэффициенты уравнения, задающего кривую. Для каждого сгенерированного урав-
нения вычислим порядок соответствующей кривой и проверим, удовлетворяет ли он
нужным условиям; если нет, перейдём к следующей кривой. Распределение значений
порядка кривой при таком подходе оказывается приблизительно равномерным, стро-
гое утверждение для случая простого поля характеристики, большей 3, можно найти
в [3]. К сожалению, сложность алгоритма подсчёта порядка кривой растёт хоть и по-
линомиально, но достаточно быстро.

Теория комплексного умножения предоставляет другой, более практичный метод
создания кривой с заданными ограничениями на порядок. Здесь сначала подбирается
порядок кривой, удовлетворяющий нужным ограничениям, после чего строится кри-
вая с заданным порядком. В п. 1 описываются детали метода и некоторые известные
его оптимизации.

Предлагается новый способ оптимизации вычислений. Для его изложения понадо-
бятся теоретические результаты, доказанные в п. 2 и 3. В п. 4 описан предлагаемый
подход, в п. 5, 6 и 7 — его детали.

1Работа поддержана грантом РФФИ №11-01-12098.
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1. Метод комплексного умножения
1.1. Т е о р е т и ч е с к и е о с н о в ы

Будем везде считать, что D ∈ Z такое, что

D < 0 и либо D ≡ 0 (mod 4), либо D ≡ 1 (mod 4). (1)

Рассмотрим поле K = Q(
√
D); его дискриминант обозначим через d. Тогда d < 0 и

— либо
d ≡ 1 (mod 4) и d свободно от квадратов, (2)

— либо
d ≡ 0 (mod 4),

d

4
свободно от квадратов,

d

4
6≡ 1 (mod 4). (3)

Кроме того, D = f 2d, где f ∈ N. Обозначим через O = Z
[
(d+

√
d)/2

]
кольцо целых

поля K и через OD = Z
[
(D +

√
D)/2

]
порядок в O кондуктора f . Если M —произ-

вольное числовое поле, то через OM будем обозначать кольцо целых этого поля; так,
OK = O.

Дробным идеалом порядка OD будем называть подмножество K, являющееся
конечно порождённым OD-модулем и содержащее ненулевой элемент; целым идеа-
лом или просто идеалом OD — дробный идеал, содержащийся в OD (что совпадает
с обычным определением идеала кольца с исключением нулевого идеала). Собствен-
ным (дробным) идеалом порядка OD будем называть (дробный) идеал a, такой, что
{β ∈ K : βa ⊂ a} = OD. Все собственные дробные идеалы порядка OD образуют
абелеву группу относительно операции умножения идеалов [5, §7], которую будем обо-
значать I(OD). Легко видеть, что главные дробные идеалы, т. е. множества вида αOD
с α ∈ K∗, образуют подгруппу в I(OD), которую будем обозначать P (OD). Будем
называть эквивалентными идеалы, отличающиеся умножением на главный дробный
идеал; запись a ∼ b будет обозначать эквивалентность дробных идеалов a и b. Будем
для краткости называть класс эквивалентных собственных дробных идеалов просто
классом идеалов. Поскольку P (OD) —подгруппа, то классы идеалов образуют фак-
тор-группу HD = I(OD)/P (OD). Она называется группой классов идеалов и являет-
ся конечной абелевой группой [5, §7]. Поскольку OD и K инвариантны относительно
комплексного сопряжения, то комплексное сопряжение дробного идеала как множе-
ства само является дробным идеалом; операция комплексного сопряжения идеалов
индуцирует корректно определённую операцию на HD.

Квадратичной формой назовём выражение вида Ax2 +Bxy+Cy2, где A,B,C ∈ Z.
Будем также обозначать такие выражения тройками (A,B,C). Дискриминантом квад-
ратичной формы назовём величину B2 − 4AC, две формы назовём эквивалентными,
если одна переходит в другую заменой переменных (x, y) с целочисленной матрицей
определителя 1. Назовём квадратичную форму положительно определённой, если её
дискриминант отрицателен и A > 0, и примитивной, если gcd(A,B,C) = 1. Далее бу-
дем рассматривать только примитивные положительно определённые квадратичные
формы дискриминанта D, для краткости не оговаривая этого явно. Корнем формы бу-
дем называть (единственный) корень τ уравнения Aτ 2+Bτ+C = 0, лежащий в верхней

комплексной полуплоскости H = {z ∈ C : Im z > 0}, т. е. τ =
−B +

√
D

2A
∈ K ∩H. При-

ведённой формой назовём такую форму, что |B| 6 A 6 C, и если B< 0, то |B| < A < C.
Каждая форма эквивалентна ровно одной приведённой форме [5, Theorem 2.8].
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Элементы группы HD находятся во взаимно-однозначном соответствии с приведён-
ными формами, которое будем обозначать буквой h, а именно [5, Theorem 7.7]: форме
ξ = (A,B,C) с корнем τ можно сопоставить класс h(ξ) = h(A,B,C) идеалов OD,
содержащий 〈1, τ〉Z (который является собственным дробным идеалом OD), причём
эквивалентным формам будет сопоставлен один и тот же класс.

Все приведённые формы легко перечислить: нетрудно видеть, что для такой формы
справедливы неравенства |B| 6 A 6

√
|D|/3 и при фиксированных A, B существует

не более одного варианта для C. Это делает приведённые формы удобным способом
задания элементов HD.

Наряду с классическим определением модулярного инварианта j как функции на
верхней полуплоскости H [6, §46] можно также определить j-инвариант решётки в C
[5, §10], не меняющийся при умножении решётки на любое ненулевое комплексное
число, так, что при τ ∈ H выполнено равенство j(τ) = j (〈1, τ〉Z). Если a— собственный
дробный идеал OD, то он является решёткой в C. При этом умножение идеала a на
главный идеал приводит к умножению решётки на элемент из K∗; следовательно,
значение j(a) зависит только от класса идеала a. С вычислительной точки зрения если
дробный идеал a принадлежит классу, заданному формой Ax2 +Bxy+Cy2 с корнем τ ,
то есть a ∼ 〈1, τ〉Z, то j(a) = j(τ).

Для любой эллиптической кривой при n ∈ Z определим отображение [n], перево-
дящее точку P в точку nP . В частности, отображение [1] — тождественное. Изогенией
двух эллиптических кривых будем называть морфизм (в смысле алгебраической гео-
метрии), переводящий бесконечно удалённую точку одной кривой в бесконечно уда-
лённую точку другой, эндоморфизмом эллиптической кривой будем называть изоге-
нию в себя. При любом n ∈ Z отображение [n] является эндоморфизмом эллипти-
ческой кривой [7, Example III.4.1] и коммутирует с любым другим эндоморфизмом
(поскольку любая изогения эллиптических кривых является гомоморфизмом групп
точек в силу [7, Theorem III.4.8]); кольцо эндоморфизмов эллиптической кривой яв-
ляется Z-модулем относительно действия nϕ = [n] ◦ ϕ, где n ∈ Z, ϕ — эндоморфизм.
Эндоморфизмы {[n] : n ∈ Z} образуют кольцо, изоморфное Z [7, Proposition III.4.2].

Кольцо эндоморфизмов эллиптической кривой над C либо совпадает с {[n] : n ∈ Z},
либо изоморфно порядку в некотором мнимоквадратичном поле [7, Corollary III.9.4 и
Exercise 3.18b]. В последнем случае говорят, что кривая имеет комплексное умножение
на этот порядок. Есть ровно |HD| неизоморфных эллиптических кривых с умножени-
ем на OD [7, Proposition C.11.1], эти кривые характеризуются тем, что их j-инвариант
совпадает со значением модулярного инварианта j(a), вычисленного на представите-
лях классов идеалов OD. Эти значения называются сингулярными значениями. Любое
такое значение генерирует над K одно и то же поле L = L(D) = K(j(a)), называемое
полем классов кольца OD (ring class field) [5, Theorem 11.1]. Группа Галуа расшире-
ния L/K изоморфна группе HD [5, §9]. Канонический изоморфизм, который будем
обозначать Ω, сопоставляет классу идеалов с представителем b автоморфизм, перево-
дящий j(a) в j(ab−1) [5, Corollary 11.37]. Комплексное сопряжение действует следую-
щим образом: j(a) = j(a) по определению j [5, §10], aa ∼ OD [5, (7.6)], следовательно,
j(a) = j(a−1).

Рассмотрим многочлен HD[j](x) =
h∏
i=1

(x− j(ai)), где h = |HD| и ai —представители

всех классов идеалов. Его коэффициенты лежат в L, инвариантны относительно дей-
ствия Gal(L/K) и комплексного сопряжения, то есть лежат в Q. Более того, j(ai) —
целые алгебраические числа [5, Theorem 11.1], так что HD[j](x) ∈ Z[x].
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Пусть p простое, n натуральное, q = pn, эллиптическая кривая E определена над
конечным полем Fq. Под точками и эндоморфизмами кривой E при отсутствии явного
указания основного поля будем понимать Fq-точки и эндоморфизмы над Fq. Под по-
рядком кривой будем понимать число Fq-точек. Кольцо эндоморфизмов End(E) изо-
морфно либо порядку в некотором мнимоквадратичном поле, либо порядку в неко-
торой алгебре кватернионов над Q [7, Corollary III.9.4 и Theorem V.3.1]. В послед-
нем случае кривая E называется суперсингулярной, и такие кривые нас интересовать
не будут. В первом случае End(E) ∼= OD для некоторого D, удовлетворяющего (1);
End(E) = 〈[1], α〉Z, где α—некоторый эндоморфизм кривой E. Оказывается [8, Теоре-
ма 13.14], что кривая вместе с эндоморфизмом α может быть «поднята» в C в следую-
щем смысле: существует числовое поле L′, кривая E ′, определённая над ним, эндомор-
физм α′ кривой E ′, идеалB′ ⊂ OL′ , лежащий над p (то естьB′∩Z = pZ), и редукция E ′
по модулю B′, изоморфная E, причём при этой редукции α′ переходит в α. Поскольку
α 6∈ {[n] : n ∈ Z}, то и α′ 6∈ {[n] : n ∈ Z}, так что End(E ′) 6∼= Z и E ′ обладает ком-
плексным умножением на некоторый порядок в некотором мнимоквадратичном поле.
Согласно свойствам редукции [8, Теорема 13.12], она индуцирует изоморфизм End(E ′)
с подкольцом в End(E). Поскольку редукция α′ есть α, то End(E ′) ∼= End(E) ∼= OD.

В End(E) есть эндоморфизм Фробениуса Fr : (x, y) 7→ (xq, yq) и дуальный к нему
эндоморфизм F̂ r, причём Fr ◦ F̂ r = [q] [7, Theorem III.6.2 и Proposition 2.11] и
[|E(Fq)|] = [|Ker([1]− Fr)|] = ([1]− Fr) ◦ ([1]− F̂ r) (первое равенство следует из того,
что Fr оставляет неподвижными точки Fq и только их, второе — [7, Theorem III.4.10,
Corollary III.5.5, Theorem III.6.2]). Обозначим элемент OD ∼= End(E), соответствую-
щий Fr, через π, а элемент, соответствующий F̂ r, через π; тогда ππ = q и (1−π)(1−π) =
= |E(Fq)|. В частности, при π 6∈ R из этих равенств легко видеть, что π—действитель-
но комплексное сопряжение к π; если π ∈ R, то π ∈ R ∩ OD = Z, следовательно,
Fr = [π], а в таком случае F̂ r = Fr [7, Theorem III.6.2], так что и в этом случае π
совпадает с комплексным сопряжением к π.

Поскольку π ∈ OD, то существуют u, v ∈ Z, такие, что π = (u + v
√
D)/2. Тогда

π = (u− v
√
D)/2 и q = ππ = (u2−Dv2)/4, т. е. 4q = u2 + |D|v2. Порядок кривой E при

этом равен 1−π−π+ππ = q+ 1−u; в силу [7, Exercise 5.10] из несуперсингулярности
следует, что (q, u) = 1.

Подытожим вышесказанное: если E —несуперсингулярная эллиптическая кривая
над Fq, то найдутся число D, числовое поле L′ и кривая E ′ над ним, такие, что
— E ′ обладает комплексным умножением на OD;
— существует редукция E ′, изоморфная E;
— порядок E равен q + 1 − u, где u ∈ Z такое, что для некоторого v ∈ Z выполнено

равенство 4q = u2 + |D|v2.
1.2. Б а з о в ы й а л г о р и т м

Для построения таких кривых E реализуем следующую схему, подробности кото-
рой будут описаны позже:

1) Выберем числа q = pn, p простое, и û, v̂, D ∈ Z так, чтобы D удовлетворяло (1)
и выполнялись следующие условия:

4q = û2 + |D|v̂2; (4)

gcd(û, q) = 1, (5)
а также чтобы порядок поля q и порядок будущей кривой q+1−û удовлетворяли
условиям, нужным для конкретных приложений.
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2) Вычислим многочлен HD[j](x).
3) Редуцируем многочлен HD[j](x) по модулю p; получим некоторый многочлен

над Fp ⊂ Fq, который, как будет показано, разлагается на линейные множите-
ли над Fq. Вычислим какой-нибудь из его корней и построим эллиптическую
кривую E ′′ над Fq с j-инвариантом, равным вычисленному корню.

4) Кривая E ′′ обладает комплексным умножением на OD. Изоморфизм не меняет
кольца комплексного умножения, но может изменить число Fq-точек. В даль-
нейшем будет показано, как построить кривую, изоморфную E ′′, с числом точек
q + 1− û.

Под
(
a

p

)
, где a ∈ Z, p—простое, будем понимать символ Кронекера, который

при нечётном p равен символу Лежандра, а при p = 2 определён только в случае
a ≡ 0, 1 (mod 4) и равен

(a
2

)
=


1, если a ≡ 1 (mod 8),

−1, если a ≡ 5 (mod 8),

0, если a ≡ 0 (mod 4).

При b ∈ N символ Кронекера
(a
b

)
определим по мультипликативности.

Условия (4) и (5) накладывают довольно сильные ограничения на q и p. В частно-
сти, справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Пусть d < 0 удовлетворяет условию (2) или (3), D = df 2. Пусть для
q = pn и некоторых целых u, v выполнены условия 4q = u2 + |D|v2, gcd(q, u) = 1. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1) (
D

p

)
=

(
d

p

)
= 1; (6)

2) p - f ;
3) pO = pp, где p 6= p—простые идеалы O;

4)
u+ v

√
D

2
∈ OD;

5)
u+ v

√
D

2
O = pn или

u+ v
√
D

2
O = pn.

Доказательство. Из равенства 4q = u2 + |D|v2 и условия p - u легко видеть,
что p - D и p - v̂; кроме того, редукция равенства по модулю p даёт u2 − Dv2 ≡
≡ 0 (mod p), откуда D ≡ (uv−1)

2
(mod p). Для доказательства первого утверждения

остаётся заметить, что D = df 2.
Второе утверждение очевидным образом следует из p - D.
Третье утверждение следует из первого в силу хорошо известного факта из теории

квадратичных полей (например, [9, Предложения 13.1.3 и 13.1.4]).
Для доказательства четвёртого утверждения рассмотрим по модулю 2 равенство

4q = u2 + |D|v2. Если D чётно, то u чётно, OD = Z
[
(D +

√
D)/2

]
= Z

[
(
√
D)/2

]
и

(u + v
√
D)/2 = u/2 + v

√
D/2 ∈ OD. Если же D нечётно, то u ≡ v (mod 2), OD =

= Z
[
(D +

√
D)/2

]
= Z

[
(1 +

√
D)/2

]
и (u+ v

√
D)/2 = (u− v)/2 + v(1 +

√
D)/2 ∈ OD.
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Заметим, что
u+ v

√
D

2
O · u− v

√
D

2
O = qO = pnO = pnpn. Поскольку p - u, то

pp = pO -
u± v

√
D

2
O. Теперь последнее утверждение следует из единственности раз-

ложения на простые идеалы в кольце O.

Перейдём к вопросам реализации.
Действия на первом этапе зависят от требований к q и порядку кривой.
Если q фиксировано, то будем осуществлять перебор целых D, удовлетворяю-

щих (1). Для каждого D сначала проверим необходимое условие (6); если оно на-
рушено, перейдём к следующему D. Пусть D удовлетворяет (6). Применим алгоритм
Корначиа [10], который решает уравнение x2 + |D|y2 = m, при m = 4q. Если реше-
ния не существует, перейдём к следующему D. Если решение найдено, то проверим,
удовлетворяет ли q + 1± x требованиям на порядок кривой.

Если же q не фиксировано, то вместо метода, описанного в предыдущем абзаце,
эффективнее фиксировать D, удовлетворяющее (1), после чего случайным образом
выбирать û, v̂, вычислять q из (4) и q + 1 ± û и проверять, что они удовлетворяют
нужным условиям. В [11] и [12] предлагаются улучшения этого метода, по существу
заключающиеся в том, что если указанные параметры выбирать не совсем случайно,
то можно гарантировать отсутствие (или снизить вероятность существования) малых
простых делителей у q = (û2 + |D|v̂2)/4 и q+ 1± û. Так, если ограничиться нечётным p
и требованием нечётности и простоты одного из чисел q + 1± u (как это делает [12]),
то легко видеть, что D ≡ 5 (mod 8), û и v̂ должны быть нечётными; в [12] предлага-
ется начать с û = 210û0 + 1, v̂ = 210v̂0 + 105, û0, v̂0 — случайным образом выбранные
натуральные числа, после чего (если выбранные û и v̂ не подошли) прибавлять к û
попеременно 106 и 104 = 210− 106. Заметим, что 210 = 105 · 2 = 2 · 3 · 5 · 7. При таком
выборе (û2+|D|v̂2)/4 и одно из q+1±u не делится на 2, 3, 5, 7. Метод из [11] использует
больше малых простых делителей и более громоздкий, поэтому здесь не приводится.
Сравнение производительности методов есть в [12].

На втором этапе вычисляем многочлен HD[j](x). Для этого перечислим все h =
= |HD| приведённых форм, вычислим их корни τ1, . . . , τh, найдём с достаточно высо-
кой точностью значения j(τ1), . . . , j(τh) как комплексные числа. По ним приближённо
вычислим коэффициенты многочлена HD[j](x). Если точность вычислений такова, что
погрешность в коэффициентах меньше 0,5, то коэффициенты, являющиеся целыми
числами, могут быть однозначно восстановлены по вычисленным приближениям.

Если M —числовое поле, C ⊂ OM —простой идеал, z ∈ OM , то через RC(z) бу-
дем обозначать редукцию z по модулю идеала C (таким образом, RC — отображение
из OM в конечное поле). Отображение RC также действует на многочленах из OM [x]
покоэффициентно.

Для реализации третьего этапа надо показать, что многочлен RpZ(HD[j](x)) разла-
гается на линейные множители над Fq, а также построить эллиптическую кривую по
её j-инварианту.

По лемме 1 pO = pp. Пусть B ⊂ OL —простой идеал, лежащий над p. Поскольку
B ∩ Z = p ∩ Z = pZ, то

RpZ(HD[j](x)) = RB(HD[j](x)) =
h∏
i=1

(x−RB(j(ai))) (7)

и многочлен RpZ(HD[j](x)) раскладывается на линейные множители над полем OL/B.
Таким образом, остаётся доказать следующую теорему.
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Теорема 1.
OL/B ⊂ Fq. (8)

Доказательство. Через
(
L/K

C

)
, где C—простой идеал OL, лежащий над про-

стым идеалом c ⊂ O, неразветвлённым в L, будем обозначать символ Артина [5,
§5] (который определён для любого расширения Галуа K ⊂ L, но здесь понадо-
бится только для конкретных полей K и L, определённых выше), а именно такой
единственный ([5, Lemma 5.19]) элемент σ ∈ Gal(L/K), что σ(α) ≡ αNorm(c) (mod C)
для любого α ∈ OL. Поскольку Gal(L/K) ∼= HD абелева, то символ Артина зави-

сит только от c [5, Corollary 5.21] и для него правомерно обозначение
(
L/K

c

)
. Если

b = cs11 . . . cskk —дробный идеал O и все ci —простые, неразветвлённые в L, то опреде-

лим
(
L/K

b

)
=

(
L/K

c1

)s1
· . . . ·

(
L/K

ck

)sk
. Отображение

(
L/K

·

)
задаёт гомоморфизм

из группы таких дробных идеалов O, в разложение которых на простые не входят про-
стые идеалы, разветвлённые в L, в группу Gal(L/K). Этот гомоморфизм называется
отображением Артина.

Через PK,Z(f) [5, §9] будем обозначать подгруппу дробных идеалов O, порождён-
ную главными идеалами вида αO, α ∈ O, α ≡ a (mod fO) для некоторого a ∈ Z,
gcd(a, f) = 1. Согласно [5, §9], поле L классов кольца OD — это единственное абелево
расширение K, такое, что
— все простые идеалы O, разветвлённые в L, делят fO (и, следовательно, все иде-

алы из PK,Z(f) неразветвлены в L: если α ≡ a (mod fO), то gcd(αO, fO) =
= gcd(aO, fO) = gcd(a, f)O = O, так что идеал αO взаимно прост с fO);

— ядро отображения Артина есть группа PK,Z(f).
Положим π̂ = (û + v̂

√
D)/2; из леммы 1 следует, что либо pn = π̂O, либо pn = π̂O.

В обоих случаях идеал pn главный и лежит в PK,Z(f) (поскольку π̂ = (û + v̂
√
D)/2 ≡

≡ (û − fv̂d)/2 (mod fO), π̂ = (û − v̂
√
D)/2 ≡ (û + fv̂d)/2 (mod fO), по определению

PK,Z(f), лемме 1 и равенству (4)), следовательно, лежит в ядре отображения Артина.

Отсюда получаем, что
(
L/K

p

)n
= Id. Иными словами, n-кратное возведение в степень

Norm(p) = p, то есть возведение в степень pn = q, действует на OL/B тривиально, что
возможно только в том случае, когда OL/B ⊂ Fq.

Используя формулы из [7, Proposition A.1.1], легко убедиться, что при j ∈ Fq или
j ∈ C следующие кривые, определённые соответственно над Fq или над C, имеют
j-инвариант, равный j:
— над полем характеристики, равной 0 или не меньшей 5, при j 6= 0 и j 6= 1728:

y2 = x3 + 3cx+ 2c, где c =
j

1728− j
;

— над полем характеристики, равной 0 или не меньшей 5, при j = 0: y2 = x3 + 1;
— над полем характеристики, равной 0 или не меньшей 5, при j = 1728: y2 = x3 + x;
— над полем Fq характеристики 2 при j ∈ F∗q: y2 + xy = x3 + j−1;
— над полем Fq характеристики 3 при j ∈ F∗q: y2 = x3 + x2 − j−1.
Неуказанные случаи j = 0 для полей характеристик 2 и 3 задают суперсингулярные
кривые [7, Exercise 5.7, Theorem 4.1], поэтому нам не встретятся.
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На четвёртом этапе утверждается, что построенная к этому моменту кривая E ′′

обладает комплексным умножением на OD (и, в частности, несуперсингулярна). До-
кажем это.

Из (7) и построения кривой E ′′ следует, что её j-инвариант равен RB(j(a)), где
a—некоторый собственный дробный идеал OD. Поскольку j(a) ∈ OL, то в силу
[13, §4.3] существует некоторое конечное расширение L′ поля L, кривая E ′, опреде-
лённая над L′, с j-инвариантом, равным j(a), и идеал B′ ⊂ OL′ , лежащий над B,
редукция по которому уравнения кривой задаёт кривую без особых точек (уже над
конечным полем).

Поскольку j-инвариант кривой E ′ равен сингулярному значению, то E ′ обладает
комплексным умножением на OD. Поскольку j-инвариант редукции равен редукции
j-инварианта (ибо j-инвариант есть рациональная функция от коэффициентов урав-
нения, задающего кривую), а B′ ∩ OL = B, то RB′(j(a)) = RB(j(a)), т. е. j-инвариант
редукции кривой E ′ по модулю B′ равен j-инварианту кривой E ′′. Поскольку две кри-
вые изоморфны, если и только если их j-инварианты совпадают [7, Proposition III.1.4],
то E ′′ изоморфна редукции E ′. Теперь из леммы 1 и свойств редукции [8, Теорема 13.12]
следует, что E ′′ несуперсингулярна и End(E ′′) ∼= End(E ′) ∼= OD.

Таким образом, на четвёртом этапе мы начинаем с кривой E ′′, которая определена
над Fq и имеет комплексное умножение на OD. Как было показано, порядок кривой E ′′
равен q + 1 − u, где 4q = u2 + |D|v2 и gcd(q, u) = 1, но u, v необязательно совпадают
с û, v̂. Пусть π = (u+v

√
D)/2 ∈ OD ⊂ O. В силу леммы 1 либо πO = pn, либо πO = pn.

То же самое верно и для π̂O. Следовательно, πO = π̂O либо πO = π̂O. Поскольку
норма идеала πOD ⊂ OD равна q и взаимно проста с кондуктором f порядка OD, то
πOD = πO ∩ OD [5, Proposition 7.20]. Аналогично π̂OD = π̂O ∩ OD. Таким образом,
либо πOD = π̂OD, либо πOD = π̂OD, т. е. в кольце OD число π ассоциировано либо с π̂,
либо с π̂.

Хорошо известно (см., например, [9, Предложение 13.1.5]), что единицы в коль-
це OD суть {±1} при D 6∈ {−3,−4}, {±1,±ζ3,±ζ2

3} при D = −3, где ζ3 = e2πi/3 =
= (−1 +

√
−3)/2, и {±1,±i} при D = −4.

ЕслиD 6∈ {−3,−4}, то π = ±π̂ либо π = ±π̂, что соответствует u = ±û. Таким обра-
зом, в этом случае |E ′′(Fq)| = q+1± û. Если |E ′′(Fq)| = q+1− û, то кривая E ′′ является
искомой, иначе следует сконструировать другую кривую по уравнению E ′′ следующим
образом. Если p 6= 2, то нормальная форма Вейерштрасса уравнения кривой имеет вид
y2 = f(x), где f —многочлен степени 3 со старшим коэффициентом 1, и тогда кривая
y2 = c3f(x/c), где c—квадратичный невычет из Fq, имеет нужный порядок (как легко
видеть из формулы в [14]). Если же p = 2, то нормальная форма Вейерштрасса имеет
вид y2+xy = x3+a2x

2+a6, и тогда кривая y2+xy = x3+(a2+γ)x2+a6, где TrFq/F2γ = 1,
имеет нужный порядок [14].

Если D = −3, то в соответствии с описанной выше процедурой можно вычис-
лить H−3[j](x) = x, единственный корень j = 0. Формула (6) в этом случае означает(
−3

p

)
= 1, откуда p ≡ 1 (mod 3), в частности, p > 3. Любая кривая вида y2 = x3 + b,

b 6= 0, имеет j-инвариант, равный нулю [7, Proposition A.1.1], и все кривые такого вида
Fq-изоморфны между собой (поскольку у них одинаковый j-инвариант).

Обозначим через χ единственный мультипликативный характер Fq порядка 2 и по-
ложим S2(b) =

∑
x∈Fq

χ(x3 + b). Легко видеть, что порядок кривой y2 = x3 + b равен

q + 1 + S2(b). Поскольку p ≡ 1 (mod 3), то и q ≡ 1 (mod 3); в этом случае, соглас-
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но [15] (где рассматривается только случай q = p, когда χ есть символ Лежандра,
но рассуждения переносятся на общий случай тривиальным образом), существуют
k, l ∈ Z, такие, что для произвольного кубического невычета c ∈ F∗q справедливы ра-
венства S2(1) = 2k, S2(c2) = −k ± 3l, S2(c−2) = −k ∓ 3l и q = k2 + 3l2. Кроме того,
S2(b) = χ(t)S2(bt3) для любого t ∈ F∗q.

Построенная на третьем этапе кривая E ′′ имеет вид y2 = x3 +1; тогда u = −S2(1) =

= −2k, q = k2 + 3l2, l = ±S2(c2)−S2(c−2)
6

, где c—произвольный кубический невычет в Fq;
отсюда в силу |π|2 = q имеем π = −k± l

√
−3. В случае необходимости сделаем замену

c на c−1 и представим π в виде −k − l
√
−3, где l = (S2(c2)− S2(c−2))/6.

Либо π̂, либо π̂ равно произведению π на какую-то из единиц кольца O−3; в обоих
случаях û = 2 Re π̂ равно удвоенной вещественной части произведения π на какую-то
из единиц. Таким образом, для û возможны шесть вариантов:
— û = 2 Re π̂ = ±2 Reπ = ±2k. В этом случае ищем кривую с q + 1 ± 2k точек, и

кривая y2 = x3 + 1 либо y2 = x3 + g3, где g—квадратичный невычет в Fq, является
искомой;

— û = 2 Re π̂ = ±2 Re (ζ3π) = ±(k + 3l). В этом случае ищем кривую с q + 1± (k + 3l)
точек, и кривая y2 = x3 + c2 либо y2 = x3 + c2g3 является искомой;

— û = 2 Re π̂ = ±2 Re (ζ2
3π) = ±(k− 3l). В этом случае ищем кривую с q + 1± (k− 3l)

точек, и кривая y2 = x3 + c−2 либо y2 = x3 + c−2g3 является искомой.
Если D = −4, то аналогично имеем H−4[j](x) = x − 1728, единственный корень

j = 1728. Формула (6) в этом случае означает
(
−4

p

)
= 1, откуда p ≡ 1 (mod 4), в

частности по-прежнему p > 3. Любая кривая вида y2 = x3 + bx, b 6= 0, имеет j-
инвариант, равный 1728 [7, Proposition A.1.1], и все кривые такого вида Fq-изоморфны
между собой (поскольку имеют одинаковый j-инвариант).

Положим S1(b) =
∑
x∈Fq

χ(x)χ(x2 + b), где, как и раньше, χ— единственный мульти-

пликативный характер Fq порядка 2. Легко видеть, что порядок кривой y2 = x3 + bx
равен q + 1 + S1(b). Поскольку p ≡ 1 (mod 4), то и q ≡ 1 (mod 4); в этом случае, соглас-
но [16], существуют k, l ∈ Z, такие, что k нечётно, S1(1) = 2k, S1(b) = ±2l для любого
квадратичного невычета b и S1(b) = χ(t)S1(bt2) для любого t ∈ F∗q.

Построенная на третьем этапе кривая E ′′ имеет вид y2 = x3 +x; тогда u = −S1(1) =
= −2k, q = k2 + l2. Поскольку |π|2 = q, то π = −k ± li.

Аналогично предыдущему случаю есть четыре варианта для û, а именно ±2 Reπ =
= ±2k и ±2 Re (iπ) = ±2l. Если û = ±2k, то кривая y2 = x3 + x либо y2 = x3 + g2x, где
g—квадратичный невычет в Fq, имеет нужное число точек. Если û = ±2l, то кривая
y2 = x3 + gx либо y2 = x3 + g3x имеет нужное число точек.

1.3. Н е к о т о р ы е и з в е с т н ы е о п т и м и з а ц и и м е т о д а
Коэффициенты многочлена HD[j] растут достаточно быстро с ростом |D|. Напри-

мер, H−40[j](x) = x2 − 425692800x+ 9103145472000. Поэтому представляет интерес по-
иск других функций, сингулярные значения которых лежат в L, но имеют меньшую
высоту характеристического многочлена.
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Пусть z ∈ H, q = e2πiz. Введём вслед за [6] функции

η(z) = q
1
24

∞∏
n=1

(1− qn) = q
1
24

∞∑
n=−∞

(−1)nq
3n2+n

2 ,

f(z) = e−
πi
24
η
(
z+1

2

)
η(z)

, f1(z) =
η
(
z
2

)
η(z)

, f2(z) =
√

2
η(2z)

η(z)
,

γ2(z) =
f24 − 16

f8
=

f24
1 + 16

f81
=

f24
2 + 16

f82
, j(z) = γ2(z)3.

(9)

Пусть N —натуральное число. Назовём вслед за [17] N -системой набор форм
(A1, B1, C1), . . . , (Ah, Bh, Ch), такой, что
— набор {h(Ai, Bi, Ci) : 1 6 i 6 h} является полной системой представителей груп-

пы HD;
— справедливы соотношения gcd(Ai, N) = 1; Bi ≡ Bj (mod 2N).

Отметим, что для любой формы (Ai, Bi, Ci) выполнено Bi ≡ D (mod 2), так что из
первого условия автоматически следует, что Bi ≡ Bj (mod 2) для любых i, j.

По известному набору форм, удовлетворяющему первому условию (например, пол-
ному набору приведённых форм), можно построить N -систему. Соответствующий ал-
горитм приведён в [17, доказательство Proposition 3]. (Предполагаем известным раз-
ложение N на простые множители.)

1) Сначала добьёмся выполнения условия gcd(Ai, N) = 1 при всех i.
Ясно, что достаточно уметь добиваться условия gcd(Ai, N0l) = 1 в предположении,

что gcd(Ai, N0) = 1, где l— очередной простой делитель N , не делящий N0.
Число l не может делить каждое из трёх чисел Ai, Ai+N0Bi+N2

0Ci, l2Ai+ lN0Bi+
+N2

0Ci, потому что иначе числа Ai, Bi, Ci имели бы общий делитель l и форма
(Ai, Bi, Ci) не была бы примитивной.
— Если l - Ai, то условие gcd(Ai, N0l) = 1 выполнено.
— Если l - Ai+N0Bi+N

2
0Ci, то в форме Aix2 +Bixy+Ciy

2 сделаем замену переменных
x = x′, y = N0x

′ + y′ (очевидно, определитель матрицы этой замены равен 1);
получим эквивалентную форму с коэффициентом при x′2, равным Ai+N0Bi+N

2
0Ci,

дальше будем работать с ней вместо (Ai, Bi, Ci).
— Если l - l2Ai + lN0Bi +N2

0Ci, то найдём a, b ∈ Z, такие, что al − bN0 = 1, и сделаем
замену переменных x = lx′ + by′, y = N0x

′ + ay′ (очевидно, определитель матрицы
этой замены равен 1); получим эквивалентную форму с коэффициентом при x′2,
равным l2Ai + lN0Bi +N2

0Ci, дальше будем работать с ней вместо (Ai, Bi, Ci).
2) Остаётся обеспечить условие Bi ≡ B1 (mod 2N) при всех i. Замена перемен-

ных x = x′ + ay′, y = y′ переводит форму (Ai, Bi, Ci) в эквивалентную форму (Ai,
Bi + 2aAi, Ci + aBi + a2Ai); поскольку gcd(Ai, N) = 1, то применение этого преобразо-
вания с a = A−1

i (B1 −Bi)/2 mod N решает задачу.
Теорема 2 (Theorem 1 из [17]). Пусть α ∈ H—корень формы

(A,B,C), 2 - A, 32 | B,

дискриминант которой равен B2 − 4AC = D = −4m, m ∈ N. Пусть g(α) определено
следующими формулами:((

2

A

)
1√
2
f(α)2

)3

, если m ≡ 1 (mod 8),
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f(α)3, если m ≡ 3 (mod 8),(
1

2
f(α)4

)3

, если m ≡ 5 (mod 8),((
2

A

)
1√
2
f(α)

)3

, если m ≡ 7 (mod 8),((
2

A

)
1√
2
f1(α)2

)3

, если m ≡ 2 (mod 4),((
2

A

)
1

2
√

2
f1(α)4

)3

, если m ≡ 4 (mod 8).

Тогда g(α) ∈ OL.
Если α1 = α, . . . , αh —корни элементов 16-системы, то сингулярные значения g(αi)

образуют полный набор различных сопряжённых чисел над Q.
Теорема 3 (Theorem 2 из [17]). Пусть α ∈ H — корень формы

(A,B,C), 3 - A, 3 | B

дискриминанта B2 − 4AC = D. Тогда

Q(γ2(α)) =

{
Q(j(α)), 3 - D,
Q(j(3α)), 3 | D.

Более того, в случае 3 - D, если α1 = α, . . . , αh —корни элементов 3-системы, то сингу-
лярные значения γ2(αi) образуют полный набор различных сопряжённых чисел над Q.
Кроме того, числа γ2(αi) целые алгебраические.

Введём вслед за [18] при простых p1, p2 функцию

mp1,p2(z) =
η
(
z
p1

)
η
(
z
p2

)
η(z)η

(
z

p1p2

)
и обозначим s =

24

gcd(24, (p1 − 1)(p2 − 1))
.

Теорема 4 (Theorems 3.2, 3.3, Corollary 3.1 из [18]). Пусть D удовлетворяет (1),
N = p1p2, p1 и p2 — простые числа, удовлетворяющие следующему условию:

1)
(
D

p1

)
,

(
D

p2

)
6= −1 при p1 6= p2,

либо 2а)
(
D

p

)
= 1 при p1 = p2 = p, либо 2б) p|f при p1 = p2 = p.

Тогда существует форма (A1, B1, C1), такая, что gcd(A1, N) = 1 и N | C1. Пусть
α1 ∈ H— её корень. Сингулярное значение ms

p1,p2
(α1) лежит в L. Все сопряжённые

над K значения к ms
p1,p2

(α1) суть ms
p1,p2

(αi), где αi пробегает корни элементов N -систе-
мы. Числа ms

p1,p2
(αi) являются целыми алгебраическими.

Если выполнено условие 1 или 2а, то ms
p1,p2

(αi) являются единицами (т. е. m−sp1,p2(αi)
также целые алгебраические).

Если p1 и p2 удовлетворяют более сильному условию

—
(
D

p1

)
,

(
D

p2

)
6= −1 и p1, p2 - f при p1 6= p2;
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—
(
D

p

)
= 1 или p | f при p1 = p2 = p 6= 2;

— либо
(
D

2

)
= 1, либо 2 | f и D 6≡ 4 (mod 32) при p1 = p2 = 2,

то комплексное сопряжение переставляет числа ms
p1,p2

(αi).
Далее понадобятся более точные утверждения. Формулировки теорем 2, 3, 4 да-

ют неполную информацию о действии автоморфизмов из Gal(L/K) на сингулярных
значениях. Однако их доказательства из [17, 18] предоставляют эту информацию.

Утверждение 1 [17]. Пусть θ—функция, описанная в формулировке одной из
теорем 2, 3, 4 (в последней достаточно выполнения слабого условия на p1, p2), a, b—
два элемента N -системы из формулировок тех же теорем, α—корень a, β —корень b,
Ω : HD → Gal(L/K) —канонический изоморфизм. Тогда

θ(α)Ω(h(a)h(b)−1) = θ(β).

Для θ = j эта формула также верна, что уже упоминалось выше.
Утверждение 1 удобнее использовать в виде формулы, задающей действие конкрет-

ного элемента Gal(L/K) на сингулярных значениях. Напомним, что h сюръективно, а
N -система по определению содержит представителей всех классов HD.

Следствие. Пусть θ, N -система и a такие же, как в предыдущем утверждении, и
c ∈ HD. Тогда существует форма b, принадлежащая этой N -системе и такая, что

h(b) = h(a)c−1.

Если β —корень b, то
θ(α)Ω(c) = θ(β). (10)

В дальнейшем при использовании функции ms
p1,p2

будем предполагать, что p1 и p2

удовлетворяют сильному условию теоремы; легко видеть, что для любого D такие
p1, p2 всегда можно найти.

Объединяя теоремы 2 и 3, получаем, что если в дополнение к условиям теоремы 2
выполнены условия 3 - D, 3 - A, 3 | B, то в заключении теоремы 2 в выражени-
ях для g(α) можно убрать возведение в куб. Например, рассмотрим случай m ≡ 3
(mod 8). Согласно (9),

f(α) =
(f(α)3)

3
γ2(α)

(f(α)3)8 − 16
. (11)

Поскольку f(α)3 ∈ L и γ2(α) ∈ L, то и f(α) ∈ L. Из утверждения 1 следует, что любой
автоморфизм из Gal(L/K) переводит f(α)3 в f(α′)3 и γ2(α) в γ2(α′), где α′ зависит
только от автоморфизма; из (11) следует, что f(α) переходит в f(α′). Наконец, f(α) —
целое алгебраическое, например, как кубический корень из целого алгебраического
числа f(α)3. В остальных случаях формулы несколько сложнее, но принцип одинаков.

Пусть θ и α∗ = {α1, . . . , αh}— соответственно функция и набор корней, заданные
в условии одной из теорем 2–4. Введём многочлен от одной переменной

HD[θ, α∗](x) =
h∏
i=1

(x− θ(αi)).

Если θ—функция, заданная в условии теоремы 2 или 3, то многочлен HD[θ, α∗] име-
ет целые коэффициенты. Если же θ = ms

p1,p2
, то нужно привлечь утверждение 1, из
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которого легко видеть, что HD[θ, α∗] инвариантен относительно Gal(L/K) и, следова-
тельно, лежит в K[x]; теперь из теоремы 4 следует, что и в этом случае HD[θ, α∗] имеет
целые коэффициенты.

Например, H−40[γ2, α∗](x) = x2−780x+20880, H−40[g, α∗](x) = x2−x−1, где g(α) =

=

(
2

A

)
1√
2
f1(α)2, H−40[m5,7, α∗](x) = x2−x−1, H−40[m11,13, α∗](x) = x2±2x+1. (В пер-

вых трёх примерах многочлен не зависит от набора α∗, в последнем в зависимости от α∗
есть два варианта.) Последний пример демонстрирует, что значения ms

p1,p2
(αi) могут

и не быть попарно различными, так что в общем случае HD[ms
p1,p2

, α∗] есть некоторая
степень минимального многочлена.

Поскольку для рассматриваемых функций многочлен HD[θ, α∗], как и HD[j], имеет
целые коэффициенты, то его можно вычислять путём построения достаточно точных
приближений к сингулярным значениям θ(αi) с последующим перемножением скобок
вида x − θ(αi) и восстановлением целых коэффициентов многочлена путём округле-
ния вычисленных приближений. Поскольку θ(αi) ∈ OL, то θ(αi) имеет представителя
в OL/B ⊂ Fq (теорема 1), так что редукция уравнения HD[θ, α∗](x) = 0 по модулю p
разлагается на линейные множители над Fq. Остаётся по значению редукции θ(αi)
в Fq вычислить j-инвариант нужной эллиптической кривой, равный RB(j(α)). Для
функции γ2 и степеней f из теоремы 2 ответ дают формулы (9). Для функций ms

p1,p2

ситуация более сложная. В этом случае существует многочлен Φp1,p2(x, y) ∈ Z[x, y],
такой, что выполнено тождество Φp1,p2(m

s
p1,p2

(z), j(z)) = 0 [18]; подставляя в это тож-
дество значение z = αi и редуцируя по модулю B (поскольку B ∩ Z = pZ, то для
редукции достаточно привести многочлен Φp1,p2 по модулю p), получаем полиноми-
альное уравнение над Fq на RB(j(α)), из которого можно найти несколько вариантов
для RB(j(α)). Правильный вариант можно выбрать, рассмотрев все варианты, постро-
ив для каждого эллиптическую кривую и проверив, что её порядок равен q + 1 −m.
Если, как, например, нужно в криптографических приложениях, q+ 1−m делится на
большое простое число, то простой тест, проверяющий, что случайно выбранная точка
кривой после умножения на q+1−m переходит в нуль, хорошо отсеивает неверные аль-
тернативы. Следует отметить, что совпадающий порядок кривой не гарантирует, что
кольцо эндоморфизмов есть в точности OD, но столь тонкие различия часто неважны
для приложений; более подробно этот вопрос разобран в [18].

2. Свойства изоморфизма Ω

Мы определили группуHD как фактор-группу группы I(OD) собственных дробных
идеалов порядка OD по подгруппе главных идеалов P (OD).

Напомним, что идеал a ⊂ OD взаимно прост с f , если a + fOD = OD. Со-
гласно [5, Lemma 7.18], это условие эквивалентно gcd(Norm(a), f) = 1, и все та-
кие идеалы собственные. Обозначим подгруппу, порождённую ими в I(OD), че-
рез I(OD, f). Обозначим подгруппу в P (OD), порождённую главными идеалами αOD
с gcd(Norm(α), f) = 1, через P (OD, f). Включение I(OD, f) ⊂ I(OD) индуцирует изо-
морфизм I(OD, f)/P (OD, f) ∼= HD [5, Proposition 7.19].

Идеал a ⊂ O взаимно прост с f тогда и только тогда, когда выполнено условие
gcd(Norm(a), f) = 1 [5, Lemma 7.18]. Обозначим группу дробных идеалов O, порождён-
ную такими идеалами, через I(O, f). Напомним, что PK,Z(f) обозначает подгруппу иде-
алов O, порождённую главными идеалами вида αO, где α ∈ O, α ≡ a (mod fO) для
a ∈ Z, такого, что gcd(a, f) = 1. В соответствии с [5, Proposition 7.20] формула a 7→ aO
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задаёт изоморфизм групп Ω1 : I(OD, f) → I(O, f), сохраняющий норму. Кроме того
[5, Proposition 7.22], Ω1 индуцирует изоморфизм I(OD, f)/P (OD, f) ∼= I(O, f)/PK,Z(f).

Таким образом, получили изоморфизм Ω2 : HD → I(O, f)/PK,Z(f). Отображение

Артина I(O, f)→ Gal(L/K), которое будем обозначать
(
L/K

·

)
, индуцирует изомор-

физм I(O, f)/PK,Z(f) → Gal(L/K), композиция которого с Ω2, согласно [5, §9], есть
канонический изоморфизм Ω, который фигурирует в утверждении 1.

Подытожим: существует коммутативная диаграмма

I(OD)

?

⊃ I(OD, f)

?

-Ω1 I(O, f)

?

HD
- I(OD, f)/P (OD, f) - I(O, f)/PK,Z(f) -

PPPPPq
(L/K· )

Gal(L/K),
:

Ω2

:

Ω

(12)

где вертикальные стрелки обозначают проекции группы на фактор-группу, а стрелки
во второй строке обозначают изоморфизмы.

Теорема 5. Пусть (A,B,C) —форма, такая, что gcd(A,D) = 1. Пусть q | D такое,
что выполнен один из двух наборов условий:
— |q| — нечётное простое число, q ≡ 1 (mod 4);
— q ∈ {−4,±8}, D/q ≡ 0 (mod 4) или D/q ≡ 1 (mod 4).
Тогда

1) √q ∈ L;
2) a =

〈
A, (−B +

√
D)/2

〉
Z
∈ I(OD, f), Norm(a) = A;

3)
(
L/K

Ω1(a)

)
(
√
q) =

( q
A

)√
q, где

(
L/K

·

)
обозначает отображение Артина, введён-

ное при доказательстве теоремы 1, а
( q
A

)
есть символ Кронекера, определённый

на с. 21.
Доказательство. Первое утверждение следует из [19, Theorem 2.2.23 и (2.2.8)].
По [5, Theorem 7.7] a является собственным идеаломOD. Его норма по определению

равна |OD/a|; легко видеть, что в каждом смежном классе по a существует единствен-
ное целое число из 0, . . . , A − 1, так что Norm(a) = A. Поскольку gcd(A, f) = 1, то a
взаимно прост с f .

Докажем третье утверждение. Запишем Ω1(a) = p1 · . . . · ps, где pi —простые идеа-
лы O (не обязательно различные). Поскольку A = Norm(a) = Norm(p1) · . . . ·Norm(ps)
и символ Кронекера мультипликативен по нижнему аргументу, достаточно доказать,
что для каждого простого p | Ω1(a) выполнено равенство с символом Артина(

L/K

p

)
(
√
q) =

(
q

Norm(p)

)
√
q. (13)

Поскольку левая часть есть образ √q под действием некоторого автоморфизма, то она
должна быть равна ±√q.

Пусть p—простой идеал, p | Ω1(a), p ∩ Z = pZ, p нечётно. Пусть простой идеал
B ⊂ OL лежит над p. Поскольку gcd(A,D) = 1 и q | D, то 2

√
q 6∈ B и, следовательно,√

q 6≡ −√q (mod B). По определению(
L/K

p

)
(
√
q) ≡ √qNorm(p) = q

Norm(p)−1
2
√
q (mod B).
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Если идеал pO простой (т. е. p = pO), то Norm(p) = p2 и правая часть (13) равна√q.
С другой стороны, q

Norm(p)−1
2 = (qp−1)

p+1
2 ≡ 1 (mod p), так что левая часть (13) сравнима

с √q по модулю B и, следовательно, равна √q, так что равенство (13) выполнено.

Если идеал pO не простой, то Norm(p) = p и правая часть (13) равна
(
q

p

)
√
q.

С другой стороны, q
Norm(p)−1

2 = q
p−1
2 ≡

(
q

p

)
(mod p), так что левая часть (13) сравнима

с
(
q

p

)
√
q по модулю B, следовательно, равна

(
q

p

)
√
q, что доказывает (13) и в этом

случае.
Пусть теперь p | Ω1(a), p ∩ Z = 2Z, простой идеал B ⊂ OL лежит над p. В этом

случае 2 | A, следовательно, по условию 2 - D и q нечётно. Поскольку B2 − 4AC = D,
то D ≡ B2 ≡ 1 (mod 8). Следовательно, d ≡ 1 (mod 8) и идеал 2O не простой
[9, Предложение 13.1.4], так что Norm(p) = 2. Таким образом, правая часть (13) рав-

на
(q

2

)√
q. Для вычисления левой части (13) рассмотрим

(
L/K

p

)(
1 +
√
q

2

)
. Это

выражение должно быть равно (1 ± √q)/2, и два возможных значения различны по
модулю B. По определению(

L/K

p

)(
1 +
√
q

2

)
≡
(

1 +
√
q

2

)2

=
q − 1

4
+

1 +
√
q

2
(mod B).

Если
(q

2

)
= 1, то q ≡ 1 (mod 8), (q − 1)/4 чётно и, следовательно, лежит в B; если(q

2

)
= −1, то q ≡ 5 (mod 8), (q − 1)/4 нечётно и, следовательно, сравнимо с −1 ≡ 1

по модулю B. В обоих случаях(
L/K

p

)(
1 +
√
q

2

)
≡

1 +
(
q
2

)√
q

2
(mod B),

откуда следует (13).

Лемма 2. Пусть d < 0 удовлетворяет одному из условий (2) и (3). Тогда d может
быть единственным с точностью до порядка множителей способом представлен в виде
произведения d = q∗1 · . . . · q∗t , где все q∗i попарно взаимно просты, q∗ = (−1)

q−1
2 q, если

q > 0 —нечётное простое, и q∗ ∈ {−4,±8}, если q = 2.
Доказательство. Единственность такого представления очевидна, нужно до-

казать его существование.
В случае (2) разложение числа d на простые множители имеет вид d = −q1 · . . . · qt,

где qi —различные нечётные простые; поскольку q∗i = ±qi, то d = ±q∗1 · . . . · q∗t ; наконец,
поскольку d ≡ 1 (mod 4) и q∗i ≡ 1 (mod 4) для всех i, то заключение леммы выполнено.

В случае (3) разложение числа d/4 на простые множители имеет вид либо
d/4 = −q1 · . . . · qt−1, либо d/4 = −2q1 · . . . · qt−1, где в обоих вариантах qi —
различные нечётные простые. Если d/4 нечётно, то, как и в предыдущем случае,
d/4 = ±q∗1 · . . . · q∗t−1, но теперь в силу (3) d/4 6≡ 1 (mod 4), так что в правой ча-
сти должен быть знак минус, и после умножения на 4 получаем заключение леммы
с q∗t = −4. Наконец, если d/4 чётно, то d/4 = ±2q∗1 · . . . · q∗t−1, и, выбирая знак q∗t = ±8
подходящим образом, получаем заключение леммы.
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Легко видеть, что числа q∗i из леммы 2 удовлетворяют условию теоремы 5 и, сле-
довательно, K (

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) ⊂ L. Поле K (

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) зависит только от поля K

(которое определяет d, но не f) и называется полем родов (genus field) для K. Далее
будем обозначать K (

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) = KG.

3. Кольцо целых поля родов

Итак, введены в рассмотрение поля K = Q
(√

d
)
и KG = K (

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ). Далее

понадобится знание кольца целых в KG.
Пусть q∗i взяты из условия леммы 2, тогда выполнен один из следующих трёх

случаев:
1) все |qi|—нечётные простые;
2) q∗t = ±8;
3) q∗t = −4.
Построим в каждом из этих случаев фундаментальный базис поля KG; поскольку

d = q∗1 · . . . · q∗t , то
√
d ∈ Q(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) и, следовательно, KG = Q(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ).

Лемма 3. Пусть M —числовое поле, p ∈ Z— такое простое число, что идеал pZ
неразветвлён в M . Пусть также c ∈M такое, что pc2 ∈ OM . Тогда c ∈ OM .

Доказательство. Предположим, что c 6∈ OM . Тогда идеал cOM дробный, и его
разложение на простые имеет вид qs11 · . . . ·qsmm , где все qi попарно различны и s1 < 0. Но
степень q1 в разложении идеала pOM не превосходит 1 в силу неразветвлённости pZ, а
степень q1 в разложении идеала c2OM не больше −2, следовательно, степень идеала q1

в разложении pc2OM отрицательна, что противоречит тому, что pc2 ∈ OM .

Теорема 6. Пусть q̃1, . . . , q̃r — такие попарно различные целые числа, что |q̃i|—
нечётные простые и q̃i ≡ 1 (mod 4). Обозначим αi = (1 +

√
q̃i)/2 и α̃i = (1 −

√
q̃i)/2.

Тогда
1) числа αs11 . . . αsrr , когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}r,

образуют фундаментальный базис поля Q(
√
q̃1, . . . ,

√
q̃r);

2) числа α̃s11 α
1−s1
1 . . . α̃srr α

1−sr
r , когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из

{0, 1}r, образуют фундаментальный базис поля Q(
√
q̃1, . . . ,

√
q̃r).

Доказательство. Доказательство проведём индукцией по r. При r = 0
утверждение тривиально. Предположим, что утверждение доказано для полей Mi =
= Q(

√
q̃1, . . . ,

√
q̃i) при i = 1, . . . , r − 1.

Лемма 4. Пусть p ∈ Z—простое число, не делящее ни одно из чисел q̃1, . . . , q̃r−1.
Тогда идеал pZ неразветвлён в Mr−1.

Доказательство. Достаточно проверить, что для всех 1 6 i 6 r− 1 никакой из
идеалов поля Mi−1, делящих pOMi−1

, неразветвлён в Mi = Mi−1(
√
q̃i).

Пусть p—простой идеал кольца целых поля Mi−1, такой, что p∩Z = pZ. Расшире-
ние Mi−1 ⊂ Mi порождается элементом αi; из индуктивного предположения следует,
что (1, αi) образуют базис OMi

/OMi−1
. Единственный нетривиальный автоморфизмMi

над Mi−1 переводит этот базис в (1, α̃i). В соответствии с [20, Предложения III.8 и
III.14] для доказательства неразветвлённости p достаточно проверить, что p не делит

det

(
1 αi
1 α̃i

)2

= (αi − α̃i)2 = q̃i. Поскольку p не делит q̃i, это свойство выполнено.

Применим лемму 4 к p = |q̃r|. Разложение идеала q̃rOMr−1 на простые идеалы не
содержит квадратов. В частности,

√
q̃r 6∈Mr−1, поскольку иначе было бы (q̃rOMr−1) =
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= (
√
q̃rOMr−1)

2. Следовательно, (1, αr) образуют базис Mr над Mr−1. Пусть a + bαr —
целое алгебраическое число и a, b ∈Mr−1. Число a+ b(1−αr) — сопряжённое к a+ bαr
и потому тоже является целым алгебраическим. Следовательно, их сумма x = 2a + b
и произведение y = a2 + ab+ b2(1− q̃r)/4 также являются целыми алгебраическими и,
следовательно, лежат в OMr−1 . Далее, x2− 4y = q̃rb

2 ∈ OMr−1 . Из леммы 3 следует, что
b ∈ OMr−1 . Следовательно, 2a ∈ OMr−1 , a2 +ab ∈ OMr−1 , 2a2 = 2(a2 +ab)−2a ·b ∈ OMr−1 .
Применяя леммы 4 и 3 к p = 2, получаем a ∈ OMr−1 . Таким образом, если a + bαr —
целое алгебраическое и a, b ∈ Mr−1, то a, b ∈ OMr−1 ; обратное утверждение очевидно,
следовательно, (1, αr) образуют базис кольца целых Mr над OMr−1 , что доказывает
индуктивный переход для набора αs11 . . . αsrr . Для доказательства второго утвержде-
ния теоремы достаточно заметить, что (1− αr, αr) =

(
(1−

√
q̃r)/2, (1 +

√
q̃r)/2

)
также

образуют базис кольца целых Mr над OMr−1 .

Теорема 7. Пусть q̃1, . . . , q̃r−1 такие же, как в теореме 6, и q̃r = ±8. Обозначим
αr =

√
q̃r/4. Тогда следующие множества образуют фундаментальные базисы поля

Q(
√
q̃1, . . . ,

√
q̃r):

1) числа αs11 . . . αsrr , когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}r;
2) числа α̃s11 α

1−s1
1 . . . α̃

sr−1

r−1 α
1−sr−1

r−1 αsrr , когда набор (si) пробегает всевозможные на-
боры из {0, 1}r.

Доказательство. Положим M = Q(
√
q̃1, . . . ,

√
q̃r−1). Применим лемму 4 к p = 2

и теорему 6. Идеал 2Z неразветвлён в M , следовательно, как было показано ранее,√
q̃r 6∈M и (1,

√
q̃r) образуют базис M(

√
q̃r) над M .

Пусть a+bαr —целое алгебраическое число и a, b ∈M . Число a−bαr — сопряжённое
к a+ bαr и потому тоже является целым алгебраическим. Следовательно, их сумма 2a
и произведение a2 ∓ 2b2 также являются целыми алгебраическими и, следовательно,
лежат в OM . Далее, (2a)2−4(a2∓2b2) = ±2(2b)2 ∈ OM , по лемме 3 отсюда следует, что
2b ∈ OM . Теперь 2(a2∓2b2)±(2b)2 = 2a2 ∈ OM и, повторно применяя лемму 3, находим
a ∈ OM . Наконец, a2 − (a2 ∓ 2b2) = ±2b2 ∈ OM , и третье применение леммы 3 даёт
b ∈ OM . Таким образом, (1, αr) образуют базис кольца целых поля M(

√
q∗r) над OM , и

применение теоремы 6 завершает доказательство.

Теорема 8. Пусть q̃1, . . . , q̃r−1 такие же, как в теореме 6, и q̃r = −4. Обозначим
αr =

√
q̃r/4 = i. Тогда следующие множества образуют фундаментальные базисы поля

Q(
√
q̃1, . . . ,

√
q̃r):

1) числа αs11 . . . αsrr , когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}r;
2) числа α̃s11 α

1−s1
1 . . . α̃

sr−1

r−1 α
1−sr−1

r−1 αsrr , когда набор (si) пробегает всевозможные на-
боры из {0, 1}r.

Доказательство. Положим M = Q(
√
q̃1, . . . ,

√
q̃r−1). Равенство 2 = −i(1 + i)2

показывает, что идеал 2Z разветвлён в любом поле, содержащем i. Согласно лемме 4
и теореме 6, 2Z неразветвлён в M . Следовательно, i 6∈M .

Пусть a+ bi—целое алгебраическое число и a, b ∈ M . Число a− bi— сопряжённое
к a+ bi и потому тоже является целым алгебраическим. Следовательно, их сумма 2a и
произведение a2+b2 также являются целыми алгебраическими и, следовательно, лежат
в OM . Далее, 2(a2 + b2) + 2a · 2b = 2(a + b)2 ∈ OM и по леммам 4 и 3, применённым
к p = 2, и теореме 6 a + b ∈ OM . Теперь 2a − (a + b) = a − b ∈ OM , (a + b)(a − b) =
= a2−b2 ∈ OM , 2a2 ∈ OM , 2b2 ∈ OM ; снова применяя леммы 4 и 3 и теорему 6, получаем
a, b ∈ OM . Таким образом, (1, αt) образуют базис кольца целых поля M(

√
q̃r) над OM ,

и применение теоремы 6 завершает доказательство.



34 Е. А. Гречников

Поскольку в каждом случае из теорем следует, что [KG : Q] = 2t, то
√
q∗j 6∈ Q(. . . ,√

q∗j−1,
√
q∗j+1, . . . ) для любого 1 6 j 6 t. Следовательно, в Gal(KG/Q) есть t элемен-

тов τj, действующих следующим образом:

τj

(√
q∗j

)
= −

√
q∗j , τj

(√
q∗i

)
=
√
q∗i при i 6= j. (14)

Положим τ ′µ = τµ11 . . . τµtt ∈ Gal(KG/Q) при µ ∈ {0, 1}t; сравнивая действие τ ′µ на
√
q∗i ,

легко видеть, что все τ ′µ различны. Получаем 2t = |Gal(KG/Q)| различных элементов
Gal(KG/Q), которые, таким образом, исчерпывают эту группу.

Предыдущие теоремы задают Z-базис OKG . Нас также будут интересовать пересе-
чение OKG с R (являющееся, очевидно, кольцом целых в поле KG ∩ R) и пересечение
OKG с iR (являющееся, очевидно, Z-модулем). Среди q∗i есть отрицательные числа.
Обозначив через u число положительных среди q∗i , 0 6 u < t, можно без ограничения
общности считать, что q∗1 > 0, . . . , q∗u > 0, q∗u+1 < 0, . . . , q∗t < 0.

Комплексное сопряжение действует на
√
q∗i так же, как и композиция τu+1 . . . τt.

Поскольку KG ∩ R— это максимальное подполе KG, инвариантное относительно ком-
плексного сопряжения, то Gal((KG ∩ R)/Q) изоморфна фактор-группе Gal(KG/Q) по
подгруппе, порождённой комплексным сопряжением. Выбирая в качестве представи-
теля смежного класса элемент с µt = 0, получаем, что Gal((KG ∩ R)/Q) состоит из
автоморфизмов

τλ = τλ1,...,λt−1 = τ ′λ1,...,λt−1,0
= τλ11 . . . τ

λt−1

t−1 (15)

при λ ∈ {0, 1}t−1, различных при разных λ.
В дальнейшем из двух значений

√
d будем выбирать то, которое соответствует

произведению
√
q∗1 · . . . ·

√
q∗t , где значения отдельных корней такие же, как при вычис-

лении αi и α̃i.
Теорема 9. Пусть q∗1, . . . , q∗t такие же, как в лемме 2, нечётные, занумерованные

так, что q∗i > 0 при 1 6 i 6 u и q∗i < 0 при u < i 6 t, где u—некоторое число от 0 до
t− 1 включительно; KG = Q(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ); τλ заданы формулой (15). Тогда

1) числа

βs1,...,st−1 = βs1,...,st−1(q
∗
1, . . . , q

∗
t ) =

=

(
u∏
i=1

α̃sii α
1−si
i

)((
t−1∏

i=u+1

α̃sii α
1−si
i

)
αt +

(
t−1∏

i=u+1

α̃1−si
i αsii

)
α̃t

)
,

когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют фунда-
ментальный базис поля KG ∩ R;

2) числа

β∗s1,...,st−1
= β∗s1,...,st−1

(q∗1, . . . , q
∗
t ) =

=

(
u∏
i=1

(−α̃i)siα1−si
i

)((
t−1∏

i=u+1

(−α̃i)siα1−si
i

)
αt −

(
t−1∏

i=u+1

α̃1−si
i (−αi)si

)
α̃t

)
,

когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют базис
Z-модуля OKG ∩ iR;

3) для любых η, ν ∈ {0, 1}t−1 справедливо равенство

∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

{√
d, если η = ν,

0, иначе.
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Доказательство. Обозначим элемент базиса из п. 2 теоремы6, соответствующий
набору (s1, . . . , st), через β′s1,...,st .

Число из OKG попадает в пересечение KG ∩ R тогда и только тогда, когда оно
инвариантно относительно комплексного сопряжения. Легко видеть, что комплексное
сопряжение переводит β′s1,...,st в β′s1,...,su,1−su+1,...,1−st . Таким образом, для инвариант-
ности Z-линейной комбинации β′s1,...,st необходимо и достаточно, чтобы для каждого
набора (si) коэффициенты при β′s1,...,st и β

′
s1,...,su,1−su+1,...,1−st совпадали. Теперь из тео-

ремы 6 следует, что {β′s1,...,st−1,0
+ β′s1,...,su,1−su+1,...,1−st−1,1

} образуют требуемый фунда-
ментальный базис. Из определения β′ легко видеть, что эта сумма равна βs1,...,st−1 , что
доказывает первое утверждение теоремы.

Число из OKG попадает в пересечение KG ∩ iR тогда и только тогда, когда оно
меняет знак под действием комплексного сопряжения. Аналогично предыдущему по-
лучаем, что {β′s1,...,st−1,0

−β′s1,...,su,1−su+1,...,1−st−1,1
} образуют требуемый Z-базис. Из опре-

деления β′ легко видеть, что эта разность равна ±β∗s1,...,st−1
, что доказывает второе

утверждение теоремы.
Наконец, третье утверждение проверяется прямой выкладкой. А именно, легко ви-

деть, что

τµ
(
βη1,...,ηt−1

)
=

=

(
u∏
i=1

α̃µi⊕ηii α
1−(µi⊕ηi)
i

)((
t−1∏

i=u+1

α̃µi⊕ηii α
1−(µi⊕ηi)
i

)
αt +

(
t−1∏

i=u+1

α̃
1−(µi⊕ηi)
i αµi⊕ηii

)
α̃t

)
,

τµ
(
β∗ν1,...,νt−1

)
=

(
u∏
i=1

(−1)νiα̃µi⊕νii α
1−(µi⊕νi)
i

)
×

×
((

t−1∏
i=u+1

(−1)νiα̃µi⊕νii α
1−(µi⊕νi)
i

)
αt −

(
t−1∏

i=u+1

(−1)νiα̃
1−(µi⊕νi)
i αµi⊕νii

)
α̃t

)
.

Подставим эти формулы в произведение τµ(βη1,...,ηt−1)τµ(β∗ν1,...,νt−1
), получим формулу

вида (a+b)(c−d), в которой раскроем скобки, получив четыре слагаемых ac+bc−ad−bd.
Под δij будем понимать символ Кронекера: δii = 1, δij = 0 при i 6= j. Заметим, что

1∑
µi=0

(−1)µi(−1)νiα̃
(µi⊕ηi)+(µi⊕νi)
i α

1−(µi⊕ηi)+1−(µi⊕νi)
i =

= (−1)νi
(
α̃ηi+νii α

2−(ηi+νi)
i − α̃2−(ηi+νi)

i αηi+νii

)
= δηiνi

(
α2
i − α̃2

i

)
= δηiνi

√
q∗i ,

1∑
µi=0

(−1)µi(−1)νiα̃
1−(µi⊕ηi)+(µi⊕νi)
i α

(µi⊕ηi)+1−(µi⊕νi)
i =

= (−1)νi
(
α̃1−ηi+νi
i α1+ηi−νi

i − α̃1+ηi−νi
i α1−ηi+νi

i

)
= δηi+νi,1

(
α2
i − α̃2

i

)
= δηi+νi,1

√
q∗i

и перестановка αi и α̃i даёт ещё два рассматриваемых произведения, которые совпа-
дают с предыдущими, умноженными на (−1).

Таким образом, ∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

=

(
u∏
i=1

δηiνi
√
q∗i

)(
α2
t

t−1∏
i=u+1

δηiνi
√
q∗i + α̃tαt

t−1∏
i=u+1

δηi+νi,1
√
q∗i −

−αtα̃t
t−1∏

i=u+1

(
−δηi+νi,1

√
q∗i
)
− α̃2

t

t−1∏
i=u+1

(
−δηiνi

√
q∗i
))

.
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Знак произведения q∗1 · . . . · q∗t определяется чётностью количества отрицательных мно-
жителей, которых ровно t − u. Таким образом, из условия q∗1 . . . q

∗
t < 0 следует, что

t− u нечётно и
t−1∏

i=u+1

(−1) = (−1)t−u−1 = 1;

∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

=

(
u∏
i=1

δηiνi
√
q∗i

)(
α2
t − α̃2

t

)( t−1∏
i=u+1

δηiνi
√
q∗i

)
=
√
q∗t

t−1∏
i=1

δηiνi
√
q∗i .

Теорема доказана.

Теорема 10. Пусть q∗2, . . . , q∗t такие же, как в теореме 9, и q∗1 = 8. Пусть q∗i зану-
мерованы так, что q∗i > 0 при 1 6 i 6 u и q∗i < 0 при u < i 6 t, где u—некоторое число
от 1 до t− 1 включительно; KG = Q(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ); τλ заданы формулой (15). Тогда

1) числа

βs1,...,st−1 = βs1,...,st−1(q
∗
1, . . . , q

∗
t ) =

√
2
s1
(

u∏
i=2

α̃sii α
1−si
i

)
×

×
((

t−1∏
i=u+1

α̃sii α
1−si
i

)
αt +

(
t−1∏

i=u+1

α̃1−si
i αsii

)
α̃t

)
,

когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют фундамен-
тальный базис поля KG ∩ R;

2) числа

β∗s1,...,st−1
= β∗s1,...,st−1

(q∗1, . . . , q
∗
t ) =

√
2

1−s1
(

u∏
i=2

(−α̃i)siα1−si
i

)
×

×
((

t−1∏
i=u+1

(−α̃i)siα1−si
i

)
αt −

(
t−1∏

i=u+1

α̃1−si
i (−αi)si

)
α̃t

)
,

когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют базис
Z-модуля OKG ∩ iR;

3) для любых ν, η ∈ {0, 1}t−1 справедливо равенство

∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

{√
d, если η = ν,

0, иначе.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 9. При вычислении выра-
жения из третьего утверждения теоремы по сравнению с теоремой 9 возникает допол-
нительный множитель

1∑
µ1=0

(−1)µ1
(
(−1)µ1

√
2
)η1 (

(−1)µ1
√

2
)1−ν1

=
√

2
1+η1−ν1

(1 + (−1)η1+ν1) = 2
√

2δη1ν1 .

Теорема 11. Пусть q∗1, . . . , q∗t−1 такие же, как в теореме 9, и q∗t ∈ {−4,−8}. Пусть
q∗i занумерованы так, что q∗i > 0 при 1 6 i 6 u и q∗i < 0 при u < i 6 t, где u—некоторое
число от 0 до t − 2 включительно; KG = Q(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ); τλ заданы формулой (15).

Тогда
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1) числа

βs1,...,st−1 = βs1,...,st−1(
√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) =

(
u∏
i=1

α̃sii α
1−si
i

)
×

×
((

t−2∏
i=u+1

α̃sii α
1−si
i

)
αt−1α

st−1

t +

(
t−2∏

i=u+1

α̃1−si
i αsii

)
α̃t−1(−αt)st−1

)
,

когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют фунда-
ментальный базис поля KG ∩ R;

2) числа

β∗s1,...,st−1
= β∗s1,...,st−1

(
√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) =

(
u∏
i=1

(−α̃i)siα1−si
i

)
×

×
((

t−2∏
i=u+1

(−α̃i)siα1−si
i

)
αt−1α

1−st−1

t −
(

t−2∏
i=u+1

α̃1−si
i (−αi)si

)
α̃t−1(−αt)1−st−1

)
,

когда набор (si) пробегает всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют базис
Z-модуля OKG ∩ iR;

3) для любых η, ν ∈ {0, 1}t−1 справедливо равенство

∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

{√
d, если η = ν,

0, иначе.

Доказательство. Обозначим элемент базиса из п. 2 теоремы8, соответствующий
набору (s1, . . . , st), через β′s1,...,st .

Число из кольца целых поля KG попадает в пересечение этого поля с R тогда и
только тогда, когда оно инвариантно относительно комплексного сопряжения. Легко
видеть, что комплексное сопряжение переводит β′s1,...,st в (−1)stβ′s1,...,su,1−su+1,...,1−st−1,st

.
Следовательно, для инвариантности линейной комбинации β′s1,...,st с коэффициентами
из Z необходимо и достаточно, чтобы для каждого набора (si) коэффициенты при
β′s1,...,st и β′s1,...,su,1−su+1,...,1−st−1,st

отличались друг от друга умножением на (−1)st . Те-
перь из теоремы 8 следует, что {β′s1,...,st−2,0,st

+ (−1)stβ′s1,...,su,1−su+1,...,1−st−2,1,st
} образуют

требуемый фундаментальный базис. Из определения β′ легко видеть, что эта сумма
равна βs1,...,st−2,st , что доказывает первое утверждение теоремы.

Доказательство второго утверждения аналогично первому.
Третье утверждение доказывается явной выкладкой. Аналогично доказательству

теоремы 9 находим ∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

=

(
u∏
i=1

δηiνi
√
q∗i

)
α
ηt−1+1−νt−1

t

(√
q∗t−1

t−2∏
i=u+1

δηiνi
√
q∗i +

+(−1)νt−1+ηt−1(−
√
q∗t−1)

t−2∏
i=u+1

(
−δηiνi

√
q∗i
))

.
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Поскольку q∗1 . . . q∗t < 0, то количество отрицательных среди q∗i , то есть t− u, нечётно

и, следовательно,
t−2∏

i=u+1

(−1) = (−1)t−u−2 = −1. Тогда

∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

=

(
t−2∏
i=1

δηiνi
√
q∗i

)
(1 + (−1)νt−1+ηt−1)α

1+ηt−1−νt−1

t = δηt−1νt−1

(
t−2∏
i=1

δηiνi
√
q∗i

)
2αt.

Теорема доказана.

Теорема 12. Пусть q∗1, . . . , q∗t−1 нечётные положительные, q∗t = −4 или q∗t = −8.
Тогда

1) числа βs1,...,st−1 = βs1,...,st−1(q
∗
1, . . . , q

∗
t ) =

t−1∏
i=1

α̃sii α
1−si
i , когда набор (si) пробега-

ет всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют фундаментальный базис поля
KG ∩ R;

2) числа β∗s1,...,st−1
= β∗s1,...,st−1

(q∗1, . . . , q
∗
t ) =

(
t−1∏
i=1

(−α̃i)siα1−si
i

)
√
q∗t , когда набор (si)

пробегает всевозможные наборы из {0, 1}t−1, образуют базис Z-модуля OKG∩iR;
3) для любых η, ν ∈ {0, 1}t−1 справедливо равенство

∑
µ∈{0,1}t−1

(−1)µ1+...+µt−1τµ
(
βη1,...,ηt−1β

∗
ν1,...,νt−1

)
=

{√
d, если η = ν,

0, иначе.

Доказательство. Очевидно, что в условиях теоремы KG = M(
√
q∗t ), гдеM ⊂ R.

Следовательно, KG ∩R = M , KG ∩ iR =
√
q∗t ·M . Первые два утверждения следуют из

теоремы 6, третье доказывается выкладкой, аналогичной доказательству теоремы 9.

Будем обозначать βµ = βµ1,...,µt−1 при µ ∈ {0, 1}t−1. Множество {βµ} образует фун-
даментальный базис поля KG ∩ R, которое в дальнейшем будем обозначатьM.

Пусть z —произвольный элемент OKG . Поскольку z ∈ KG, то и z ∈ KG, так что
z + z = 2 Re z ∈ KG ∩ R и z − z = 2i Im z ∈ KG ∩ iR. Более того, z и, следовательно, z
являются целыми алгебраическими, а потому 2 Re z и 2i Im z также являются целыми
алгебраическими. Таким образом, 2 Re z =

∑
µ

bµβµ и 2i Im z =
∑
µ

b′µβ
∗
µ. Здесь и да-

лее, если явным образом не указано множество значений параметра, записанного гре-
ческой буквой, подразумевается {0, 1}t−1. Опишем, как по приближённому значению
таких сумм находить наборы чисел bµ и b′µ. Числа βµ образуют базис вещественного
поля M, базис β∗µ чисто мнимый и становится базисом того же поля M после деле-
ния, например, на

√
q∗t ∈ KG, q∗t < 0. Таким образом, можно найти точное выражение

для z по приближённому значению, если уметь решать задачу восстановления целых
коэффициентов разложения вещественного числа, заданного с некоторой точностью,
по вещественному базису.

Дальнейший план изложения таков.
— Выделим в OKG [x] делитель многочлена HD[θ, α∗] степени h/2t−1, который будем

рассматривать вместо многочлена HD[θ, α∗]. Это позволит уменьшить число вы-
числяемых коэффициентов и их величину. Этому посвящён п. 4.

— Оценим сверху все сопряжённые числа к коэффициентам рассматриваемого мно-
гочлена (п. 5).
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— Основная идея для восстановления коэффициентов — использовать рациональные
приближения к элементам базиса с одним и тем же знаменателем достаточной
точности в зависимости от оценки из п. 5. Построению таких приближений для
случая βµ и β∗µ посвящён п. 6.

— Далее в п. 7 опишем, как при помощи этих рациональных приближений точно опре-
делить коэффициенты рассматриваемого многочлена, вычисленные по определе-
нию с некоторой точностью.

4. Делитель многочлена HD[θ, α∗](x)

Пусть ã ∈ HD. Выберем форму (A,B,C) так, чтобы h(A,B,C) = ã и gcd(A,D) = 1;
это возможно, поскольку h зависит только от класса эквивалентности формы, а в каж-
дом классе эквивалентных форм, согласно [5, Lemma 2.25, Lemma 2.3], есть предста-
витель (A,B,C) с gcd(A,D) = 1. Определим отображение ϕ : HD → {±1}t следующей
формулой:

ϕ(ã) =

((
q∗1
A

)
, . . . ,

(
q∗t
A

))
.

Это определение корректно, поскольку отображение Артина зависит только от класса

идеала в I(O, f)/PK,Z(f), из теоремы 5 следует, что
(
q∗i
A

)
не меняется при замене

формы (A,B,C) на эквивалентную с сохранением условия gcd(A,D) = 1.
Теорема 13. Образ отображения ϕ совпадает с группой {(ε1, . . . , εt) ∈ {±1}t :∏

i

εi = 1} с покомпонентным умножением. Отображение ϕ является гомоморфизмом

групп. Поле инвариантов LΩ(Kerϕ) = {x ∈ L : τ(x) = x для всех τ ∈ Ω(Kerϕ)} есть
K(
√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ).

Доказательство. То, что ϕ является гомоморфизмом, следует из п. 3 теоремы 5
и того, что отображение Артина является гомоморфизмом.

Проверим, что для любого элемента из образа ϕ произведение его компонент рав-
но 1. Рассмотрим идеал a, определённый, как в теореме 5, для формы (A,B,C). Тогда(

q∗i
A

)
=

1√
q∗i

(
L/K

Ω1(a)

)
(
√
q∗i )

и, перемножая эти равенства по всем i, с учётом леммы 2 находим(
q∗1
A

)
· . . . ·

(
q∗t
A

)
=

1√
d

(
L/K

Ω1(a)

)
(
√
d).

Но
√
d ∈ K, а

(
L/K

Ω1(a)

)
, будучи элементом Gal(L/K), оставляет на месте элементы K.

Проверим, что подгруппа Ω(Kerϕ) оставляет на месте элементы
√
q∗i . Пусть

ϕ(ã) = (1, . . . , 1), a—представитель ã из п. 2 теоремы 5. Тогда(
L/K

Ω1(a)

)
(
√
q∗i ) =

√
q∗i ,

то есть образ Ω1(a) при отображении Артина, равный Ω(ã) в силу коммутативности
диаграммы (12), действует на

√
q∗i тривиально, что и требовалось доказать.
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Таким образом,

Imϕ ⊂
{

(ε1, . . . , εt) ∈ {±1}t :
∏
i

εi = 1

}
, K(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) ⊂ LΩ(Kerϕ).

В силу теории Галуа Gal(LΩ(Kerϕ)/K) ∼= Gal(L/K)/Ω(Kerϕ) ∼= HD/Kerϕ ∼= Imϕ,
в частности [LΩ(Kerϕ) : K] = | Imϕ| 6 2t−1. В п. 3 доказано, что [K(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) : Q] =

= 2t. Отсюда [K(
√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) : K] = 2t−1. Поскольку [K(

√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) : K] 6

6 [LΩ(Kerϕ) : K] = | Imϕ| 6 2t−1, это возможно только когда | Imϕ| = 2t−1 и
K(
√
q∗1, . . . ,

√
q∗t ) = LΩ(Kerϕ).

Будем вычислять вместо многочлена HD[θ, α∗] его делитель

ĤD[θ, α∗](x) =
∏

i:ϕ(h(Ai,Bi,Ci))=(1,...,1)

(x− θ(αi)), (16)

где набор {(Ai, Bi, Ci)} являетсяN -системой, соответствующей функции θ (т. е. удовле-
творяющей условию той из теорем 2–4, которая применима к θ), а αi —корень формы
(Ai, Bi, Ci).

Главная возникающая здесь трудность состоит в том, что ĤD[θ, α∗] не инвариантен
относительно Gal(L/K). Из формулы (10) и того, что ϕ— гомоморфизм, легко видеть,
что автоморфизмы из Ω(Kerϕ) оставляют на месте ĤD[θ, α∗](x); таким образом, его
коэффициенты лежат в KG. По теоремам 2–4 все числа θ(α) целые алгебраические,
так что коэффициенты ĤD[θ, α∗] тоже целые алгебраические. Следовательно, для ис-
пользования многочлена ĤD[θ, α∗] в методе комплексного умножения нужно уметь
восстанавливать целое алгебраическое число из KG по его достаточно точному ком-
плексному приближению. После получения представления коэффициентов ĤD[θ, α∗]
в виде точного разложения по базису OKG дальнейшие действия для генерации эллип-
тической кривой точно такие же, как и в исходном варианте.

Следует отметить, что поле родов для генерации эллиптических кривых уже рас-
сматривалось в 1993 г. в [4], где трудность восстановления точного значения z одного
коэффициента многочлена ĤD[θ, α∗] по приближённому значению преодолевается сле-
дующим образом: приближённо вычисляются все сопряжённые значения к z, после
чего z ищется в виде разложения по некоторой системе образующих OKG с неопреде-
лёнными целыми коэффициентами bi; поскольку целые коэффициенты инвариантны
относительно Gal(KG/K), то все числа, сопряжённые к z, тоже выражаются через bi,
откуда можно приближённо найти систему линейных уравнений на bi. Отметим, что
этот подход требует вычисления θ(αi) для корней всех форм N -системы и всех со-
пряжённых многочленов к ĤD[θ, α∗]. Тем самым получается экономия не в количестве
коэффициентов, а только в их величине.

В предлагаемом подходе требуется вычисление только многочлена ĤD[θ, α∗]; в част-
ности, достаточно вычислить θ(αi) только для таких корней форм a, для которых
ϕ(h(a)) = (1, . . . , 1). Из теоремы 13 очевидным образом следует, что таких корней
в 2t−1 раз меньше, чем размер N -системы.

5. Оценка коэффициентов многочлена ĤD[θ, α∗]

В теоремах 9–12 доказано, что каждый коэффициент многочлена ĤD[θ, α∗] пред-

ставляется в виде
1

2

(∑
µ

bµβµ +
∑
µ

b′µβ
∗
µ

)
, где bµ, b′µ ∈ Z, βµ ∈ R, β∗µ ∈ iR. Оценим
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величины bµ и b′µ. Для этого сначала получим оценку на максимум модуля всех сопря-
жённых, т. е. ∣∣∣∣12τ ′λ

(∑
µ

bµβµ +
∑
µ

b′µβ
∗
µ

)∣∣∣∣ 6 T0.

Отметим, что многочлен ĤD[j, α∗] не зависит от набора α∗, так что правомерно
короткое обозначение ĤD[j] = ĤD[j, α∗].

Для получения теоретических оценок применим метод из [21].
Наряду с многочленом ĤD[j] будем рассматривать также при ϕ0 ∈ {0, 1}t много-

члены
ĤD,ϕ0 [j](x) =

∏
i:ϕ(h(Ai,Bi,Ci))=ϕ0

(x− j(αi)), (17)

где, как и раньше, (Ai, Bi, Ci) пробегает представителей всех классов форм, а αi —
корень (Ai, Bi, Ci).

По определению ĤD[j] = ĤD,(1,...,1)[j]. По тем же причинам, что и для ĤD[j], при
всех ϕ0 многочлен ĤD,ϕ0 [j] лежит в OKG [x]. Более того, если σ ∈ Gal(L/Q) — автомор-
физм, соответствующий классу идеалов b ∈ HD, то в силу следствия из утверждения 1
ĤD,ϕ0 [j]

σ = ĤD,ϕ0ϕ(b)−1 [j]. Поскольку любой автоморфизм поля KG продолжается до
элемента из Gal(L/Q), то для любого τ ∈ Gal(KG/Q) найдётся ϕ0 = ϕ0(τ) (фиксируем
одно из продолжений), такое, что ĤD,ϕ1 [j]

τ = ĤD,ϕ1ϕ0(τ)[j] для любого ϕ1 ∈ {±1}t.
Теорема 14. Каждый коэффициент многочлена ĤD,ϕ0 [j] по модулю не превос-

ходит

exp

(
c5h+ c1N

(
ln2N + 4γ lnN + c6 +

lnN + γ + 1

N

))
6

6 exp
(
c1N ln2N + c2N lnN + c3N + c1 lnN + c4

)
= T0,

где N =
√
|D|/3; γ = 0,577...—константа Эйлера; c1 =

√
3π = 5,441...; c2 = 18,587...;

c3 = 17,442...; c4 = 11,594...; c5 = 3,011...; c6 = 2,566... Асимптотическая верхняя оценка

T0 = expO
(√
|D| ln2 |D|

)
также выполняется для других функций θ.

Доказательство. Будем следовать [21, Section 4].
В произведении из (17) можно считать, что (Ai, Bi, Ci) —приведённые формы (по-

скольку замена формы на эквивалентную соответствует некоторому SL2(Z)-преобра-
зованию корня формы, а j инвариантен относительно таких преобразований). Оценим
для приведённой формы (A,B,C) значение j

(
(−B +

√
D)/(2A)

)
. Аргумент функции j

находится в области {z ∈ H : |z| > 1, |Re z| 6 1/2}. Следовательно, Im z >
√

3/2 и
|q| = |e2πiz| 6 e−π

√
3. Далее,

j(z) =
1

q
+ 744 +

∞∑
m=1

cmq
m,

где коэффициенты ряда Фурье, согласно [22], оцениваются как |cm| 6
e4π
√
m

√
2m3/4

. Следо-
вательно, ∣∣∣∣∣j

(
−B +

√
D

2A

)
− 1

q

∣∣∣∣∣ 6 744 +
∞∑
m=1

e4π
√
m

√
2m3/4

e−π
√

3m = k1 = 2114,566...
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и
∣∣∣j ((−B +

√
D)/(2A)

)∣∣∣ 6 1/|q|+ k1 6 k2/|q|, где k2 = 1 + k1e
−π
√

3 = 10,163...

Перенумеруем приведённые формы так, чтобы {(Ai, Bi, Ci) : 1 6 i 6 deg ĤD[j]}—
все приведённые формы, по которым вычисляется произведение (17), — были располо-
жены в порядке возрастания |1/qi| = eπ

√
|D|/Ai . Тогда коэффициент при xk многочлена

ĤD,ϕ0 [j] по модулю не превосходит

Ck
deg ĤD[j]

deg ĤD[j]∏
i=k+1

k2

|qi|
6 (2k2)h/2

t−1

h/2t−1∏
i=1

eπ
√
|D|/Ai .

Следовательно, логарифм любого коэффициента ĤD,ϕ0 [j] не превосходит

h

2t−1
ln(2k2) + π

√
|D|

h/2t−1∑
i=1

1

Ai
6 h ln(2k2) + π

√
|D|

h∑
i=1

1

Ai
.

Оценка для последней суммы, вычисленная в [21, Theorem 1.2], завершает доказа-
тельство для j. Оценки для других функций θ следуют из доказанной оценки и [23,
Proposition 3].

На практике будем использовать эвристические, но более точные оценки.
В [23] в качестве эвристической оценки сверху, достаточно близкой к точному значе-

нию, для логарифмов модулей коэффициентов многочлена HD[j] предлагается сумма

π
√
|D|

∑
(A,B,C)

1

A
,

где сумма берётся по всем приведённым формам. Там же в качестве аналогичной оцен-
ки, соответствующей θ вместо j, предлагается эта же сумма, умноженная на некоторую
константу, зависящую только от выбранного инварианта θ, а именно на отношение сте-
пеней degj Φ/degθ Φ, где многочлен от двух переменных Φ связывает функции θ и j
так, что Φ(θ(z), j(z)) = 0.

Тривиальные изменения рассуждений из [23] применительно к многочлену ĤD[j]
дают эвристическую оценку

lnT0 ∼ π
√
|D| max

ε∈{±1}t

∑
(A,B,C):ϕ(h(A,B,C))=ε

1

A
(18)

при использовании инварианта j. При использовании других функций θ следует умно-
жить оценку на degj Φ/degθ Φ.

Пусть z =

(∑
µ

bµβµ +
∑
µ

b′µβ
∗
µ

)
/2 —коэффициент многочлена ĤD,ϕ0 [j], bµ, b′µ ∈ Z.

Как было отмечено выше, действие группы Gal(KG/Q) переводит многочлен ĤD,ϕ1 [j]
в многочлен того же вида, поэтому для любого λ ∈ {0, 1}t справедливо неравенство

|τ ′λ(z)| 6 T0.
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6. Построение рациональных приближений к базису кольца целых
Для построения совместных приближений существуют различные универсальные

алгоритмы, изучению которых посвящена работа [24]; на практике характеристики по-
лучаемых приближений существенно различаются для разных алгоритмов, для прак-
тических целей, по-видимому, наилучшим является алгоритм скалярных произведений
из [24, Chapter 6A]. К сожалению, для универсальных алгоритмов довольно трудно
получить теоретические оценки качества. Поэтому мы предлагаем алгоритм, подхо-
дящий только для наборов чисел нужного вида, работающий на практике примерно
столь же хорошо, сколь и алгоритм скалярных произведений, и допускающий теоре-
тические оценки.

Основная часть следующей теоремы по существу содержится в работе [25]. Ос-
новные её отличия от рассуждений в [25] заключаются в явной формулировке (в том
числе явных константах), введении функции M ([25] оперирует двойственными бази-
сами, что эквивалентно M = 1) и специализацией для интересующего нас случая ([25]
не требует нормальности расширения M/Q и содержит также обратную теорему).

Теорема 15. Пусть M ⊂ R—поле, такое, что M/Q—расширение Галуа степе-
ни m. Пусть W1, . . . ,Wm и W ∗

1 , . . . ,W
∗
m —два Q-базиса M и M : Gal(M/Q) → R—

функция (необязательно гомоморфизм), такие, что для всех 1 6 l, l′ 6 m выполнено
равенство ∑

τ∈Gal(M/Q)

M(τ)τ(WlW
∗
l′ ) =

{
1, если l = l′,

0, если l 6= l′.

Обозначим
C =

∑
τ∈Gal(M/Q)

τ 6=Id

|M(τ)τ(W1)|

и при i = 2, . . . ,m

Ci =
∑

τ∈Gal(M/Q)
τ 6=Id

∣∣∣M(τ)
(
τ(Wi)−Wi

τ(W1)
W1

)∣∣∣ .
Пусть также положительное число ∆ и целые числа Λ1, . . . ,Λm таковы, что

m∑
i=1

ΛiW
∗
i = Z > 1,

∣∣∣∣τ ( m∑
i=1

ΛiW
∗
i

)∣∣∣∣ 6 ∆

Z
1

m−1

для всех τ ∈ Gal(M/Q), τ 6= Id.

Тогда
— справедливо неравенство |Λ1| > |M(Id)W1|Z − C∆;
— если |Λ1| > C∆, то M(Id) 6= 0 и при всех i = 2, . . . ,m справедлива оценка∣∣∣∣Λi

Λ1

− Wi

W1

∣∣∣∣ 6 Ci
∆

|Λ1|
(
|Λ1|−C∆
|M(Id)W1|

) 1
m−1

.

Доказательство. По условию для каждого l = 1, . . . ,m справедливо равенство

Λl =
m∑
l′=1

Λl′

( ∑
τ∈Gal(M/Q)

M(τ)τ (WlW
∗
l′ )

)
=

∑
τ∈Gal(M/Q)

M(τ)τ(Wl)

(
m∑
l′=1

Λl′τ(W ∗
l′ )

)
=

= M(Id)WlZ+
∑

τ∈Gal(M/Q)
τ 6=Id

M(τ)τ(Wl)τ(Z).
(19)
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Подставим l = 1:

Λ1 = M(Id)W1Z +
∑

τ∈Gal(M/Q)
τ 6=Id

M(τ)τ(W1)τ(Z). (20)

Перенося первое слагаемое из правой части в левую и используя определение C и
оценку τ(Z), находим

|Λ1 −M(Id)W1Z| 6
C∆

Z
1

m−1

6 C∆.

Это доказывает первое утверждение теоремы.
Пусть |Λ1| > C∆. Тогда |M(Id)W1|Z > |Λ1| − C∆. Следовательно, M(Id) 6= 0 и

Z >
|Λ1| − C∆

|M(Id)W1|
. (21)

Вычтем из равенства (19) равенство (20), умноженное на Wl/W1, и воспользуемся
определением Cl и оценкой τ(Z):∣∣∣∣Λl −

Wl

W1

Λ1

∣∣∣∣ 6 Cl
∆

Z
1

m−1

.

Разделим полученное неравенство на |Λ1|:∣∣∣∣Λl

Λ1

− Wl

W1

∣∣∣∣ 6 Cl
∆

|Λ1|Z
1

m−1

.

Применение оценки (21) завершает доказательство.

В работе [25] используется знание структуры группы единиц O∗M (которое даёт тео-

рема Дирихле) и находится число
m∑
i=1

ΛiW
∗
i как единица специального вида. Это поз-

воляет доказать интересные теоретические результаты, но довольно неудобно с прак-
тической точки зрения. Используем другой подход.

Будем строить совместные приближения к элементам поляM = KG∩R, для этого
применим теорему 15 к полю M = M. Соответственно m = [M : Q] = 2t−1, t > 2, и
Gal(M/Q) состоит из автоморфизмов τλ при λ ∈ {0, 1}t−1, определённых в (15).

Наборы, связанные с полем M, удобно нумеровать векторами из множе-
ства {0, 1}t−1. Поэтому дальше будем полагать, что заданы два Q-базиса поля M,
ωµ и ω∗µ при µ ∈ {0, 1}t−1, а также функция M : Gal(M/Q) → R, удовлетворяющие
следующим условиям:

1) ω∗0,...,0 = 1;
2) любой элемент кольца целых OM поляM разлагается по базису {ω∗µ} с целыми

коэффициентами;
3) если λ, λ′ ∈ {0, 1}t−1, то

∑
µ∈{0,1}t−1

M(τµ)τµ (ωλω
∗
λ′) =

{
1, если λ = λ′,

0, если λ 6= λ′.
(22)
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Будем называть такую пару M-парой. Легко видеть, что последнее условие обес-
печивает выполнение условия на базисы теоремы 15, применённой к числам

W1+µ1+2µ2+22µ3+...+2t−2µt−1
= ωµ,

W ∗
1+µ1+2µ2+22µ3+...+2t−2µt−1

= ω∗µ.

Заметим, что если x ∈ OM, то xβ∗0,...,0 ∈ OKG ∩ iR. Из теорем 9–12 легко видеть,
что справедливы следующие следствия. Как и в самих теоремах, для

√
d выбирается

то из двух значений, которое соответствует произведению
√
q∗1 · . . . ·

√
q∗t .

Следствие 1. Если

ωµ1,...,µt−1 =
βµ1,...,µt−1

β0,...,0

,

ω∗µ1,...,µt−1
=

β∗µ1,...,µt−1

β∗0,...,0
,

M(τµ1,...,µt−1) = (−1)µ1+...+µt−1
τµ1,...,µt−1

(
β0,...,0β

∗
0,...,0

)
√
d

,

(23)

то условия 1–3 выполнены.
Следствие 2. Если

ωµ1,...,µt−1 =
β∗µ1,...,µt−1

β∗0,...,0
,

ω∗µ1,...,µt−1
=

βµ1,...,µt−1

β0,...,0

,

M(τµ1,...,µt−1) = (−1)µ1+...+µt−1
τµ1,...,µt−1

(
β0,...,0β

∗
0,...,0

)
√
d

,

(24)

то условия 1–3 выполнены.
Помимо базисов Wi,W

∗
i и функции M, в теореме 15 фигурируют набор целых чи-

сел Λi и константа ∆. Далее опишем алгоритм построения набора Aµ, такого, что
числа Λ1+µ1+2µ2+22µ3+...+2t−2µt−1

= Aµ1,...,µt−1 удовлетворяют условию теоремы 15 с неко-
торым ∆.

Пусть λ ∈ {0, 1}t−1, λ 6= (0, . . . , 0). Положим δλ = (q∗1)λ1 . . . (q∗t−1)λt−1(q∗t )
λu+1⊕...⊕λt−1 .

Если δλ чётно, положим gλ =
√
δλ/2, в противном случае — gλ = (1 +

√
δλ)/2. Тогда

gλ ∈ OM.
Будем использовать цепные дроби. Напомним, что для любого числа X ∈ R опре-

делена последовательность его полных частных X0, X1, X2, . . . и неполных частных
a0, a1, a2, . . . следующим образом: X0 = X, an = bXnc, Xn+1 = 1/(Xn − an), причём
последовательность конечна (т. е. Xn не определено при некотором n) тогда и только
тогда, когда X ∈ Q. Кроме того, определена последовательность подходящих дро-

бей
P0

Q0

,
P1

Q1

,
P2

Q2

, . . . к X вместе с формальным выражением
P−1

Q−1

следующим образом:

P−1 = 1, Q−1 = 0, P0 = a0, Q0 = 1, Pn+1 = an+1Pn +Pn−1, Qn+1 = an+1Qn +Qn−1. Хорошо
известно (например, [26, Теорема 9 и Теорема 12]), что при n > 0∣∣∣∣X − Pn

Qn

∣∣∣∣ < 1

QnQn+1

, если Xn+2 определено ; (25)

Qn > 2
n−1
2 . (26)
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Будем рассматривать случай квадратичных иррациональностей; воспользуемся
некоторыми результатами из [27, §II.10], собранными в следующем утверждении.

Утверждение 2. Пусть a, b, c—целые числа, взаимно простые в совокупности, и
δ = b2 − ac > 0 не равно полному квадрату. Корни уравнения ax2 + 2bx + c = 0 будем
называть иррациональностями определителя δ.

Пусть X = (−b +
√
δ)/a—иррациональность определителя δ. Тогда все полные

частные X тоже являются иррациональностями определителя δ и имеют вид Xn =
= (xn +

√
δ)/yn, где xn, yn ∈ Z определены единственным образом. Если an = bXnc —

неполные частные для X и y−1 = −c = (δ − b2)/a ∈ Z, то справедливы следующие
формулы:

xn = yn−1an−1 − xn−1, n > 1,
δ = x2

n + ynyn−1, n > 0,
yn = yn−2 − an−1(xn − xn−1), n > 1.

(27)

Кроме того, при n > 0

X1 . . . Xn =
(−1)n

Pn−1 −Qn−1X
; aP 2

n−1 + 2bPn−1Qn−1 + cQ2
n−1 = (−1)nyn.

Назовём число (x +
√
δ)/y, x, y ∈ Z, приведённым, если (x +

√
δ)/y > 1 и

−1 < (x −
√
δ)/y < 0. Число (x +

√
δ)/y приведённое тогда и только тогда, когда

0 <
√
δ − x < y <

√
δ + x. Если X приведённое, то все его полные частные Xn тоже

приведённые.
Введём несколько необходимых определений.
Будем параллельно строить цепные дроби для всех чисел gλ, λ ∈ {0, 1}t−1, λ 6= 0.

Полные частные для gλ будем обозначать Xλ,n, неполные частные— aλ,n, числители и
знаменатели подходящих дробей — Pλ,n и Qλ,n. Величины xn, yn из утверждения 2, по-
строенные для X = gλ, будем обозначать xλ,n и yλ,n. Пусть σλ обозначает единственный
нетривиальный автоморфизм поля Q(gλ).

Если δλ нечётно, то по определению gλ есть иррациональность определителя δλ,
xλ,0 = 1, yλ,0 = 2, yλ,−1 = (δλ−1)/2. По индукции из (27) легко видеть, что xλ,n нечётно
при всех n и yλ,n чётно при всех n; обозначим x′λ,n = (xλ,n−1)/2 ∈ Z и y′λ,n = yλ,n/2 ∈ Z.
Квадратный трёхчлен ax2 +2bx+ c, где a, b, c определены утверждением 2, имеет стар-
ший коэффициент 2 и корни gλ, σλ(gλ). Следовательно, последнее равенство утвержде-
ния 2 можно переписать как 2(Pλ,n−1 − Qλ,n−1gλ)σλ(Pλ,n−1 − Qλ,n−1gλ) = (−1)nyλ,n =
= (−1)n2y′λ,n.

Если δλ чётно, то по определению gλ есть иррациональность определителя δλ/4,
xλ,0 = 0, yλ,0 = 1, yλ,−1 = δλ/4. Обозначим x′λ,n = xλ,n и y′λ,n = yλ,n. Квадратный
трёхчлен ax2 + 2bx+ c, где a, b, c определены утверждением 2, имеет старший коэффи-
циент 1 и корни gλ, σλ(gλ). Следовательно, последнее равенство утверждения 2 можно
переписать как (Pλ,n−1 −Qλ,n−1gλ)σλ(Pλ,n−1 −Qλ,n−1gλ) = (−1)nyλ,n = (−1)ny′λ,n.

В обоих случаях

Xλ,n =
gλ + x′λ,n
y′λ,n

,

(Pλ,n−1 −Qλ,n−1gλ)σλ(Pλ,n−1 −Qλ,n−1gλ) = (−1)ny′λ,n. (28)

Утверждение 2 даёт эффективный способ последовательного построения чисел x′λ,n,
y′λ,n, aλ,n = bXλ,nc, а по ним Pλ,n и Qλ,n. Для алгоритма понадобятся числа x′λ,n, y′λ,n и

zλ,n = (Xλ,1 . . . Xλ,n)−1 = (−1)n(Pλ,n−1 −Qλ,n−1gλ) ∈ OM. (29)
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Отсюда и из (28) следует, что для любого n > 0

zλ,nσλ(zλ,n) = (−1)ny′λ,n. (30)

Числа Aµ будем получать, пересчитывая разложение произведения целых алгебра-
ических чисел

∏
λ6=0

((−1)nλσλ(zλ,nλ)) =
∑
µ

Aµω
∗
µ по базису ω∗µ. В силу условия 2 M-пары

и (29) числа Aµ будут целыми.
На каждом шаге алгоритм увеличивает ровно одно из чисел nλ. На

∑
µ

Aµω
∗
µ этот

переход действует умножением на

(−1)n+1σλ (zλ,n+1)

(−1)nσλ (zλ,n)
=
y′λ,n+1/zλ,n+1

y′λ,n/zλ,n
=
Xλ,n+1y

′
λ,n+1

y′λ,n
=
gλ + x′λ,n+1

y′λ,n
.

Таким образом, нужно переходить от набора чисел Aµ к набору чисел A′µ, такому, что

∑
µ

A′µω
∗
µ =

(∑
ξ

Aξω
∗
ξ

)
gλ + xλ
yλ

,

где xλ = x′λ,nλ+1
и yλ = y′λ,nλ . Поскольку {ω∗µ} образуют Q-базис поля M и числа gµ

лежат в этом поле, то в самом начале можно предвычислить такие cµξη ∈ Q, что

ω∗ξgη =
∑
µ

cµξηω
∗
µ.

Зная числа cµξη, можем вычислить(∑
ξ

Aξω
∗
ξ

)
gλ + xλ
yλ

=
1

yλ

(∑
ξ

Aξ
∑

µ cµξλω
∗
µ +

∑
ξ

Aξω
∗
ξxλ

)
=
∑
µ

∑
ξ Aξcµξλ + Aµxλ

yλ
ω∗µ.

Теперь можно предъявить алгоритм.
Алгоритм построения совместных приближений. Входные данные— набор

δλ, gλ, cµξη, введённых выше, а также порог N0 > 0. Выходные данные— целые чис-
ла Aµ, такие, что |A0,...,0| > N0 и Aµ/A0,...,0 —приближение к ωµ/ω0,...,0 для каждого
µ ∈ {0, 1}t−1.

Алгоритм в процессе работы хранит набор из 2t−1 целых чисел Aµ, а также вспомо-
гательные наборы целых неотрицательных чисел xλ, натуральных чисел (yλ, ỹλ) и ве-
щественных положительных чисел (zλ, z̃λ), где λ ∈ {0, 1}t−1, λ 6= (0, . . . , 0). Эти наборы
имеют следующий смысл: если после некоторого числа итераций на шаге 3 (см. ниже)
значение λ было выбрано nλ раз, то в определённых выше обозначениях xλ = x′λ,nλ ,
(yλ, ỹλ) = (y′λ,nλ , y

′
λ,nλ−1), (zλ, z̃λ) = (zλ,nλ , zλ,nλ−1),

∑
µ

Aµω
∗
µ =

∏
λ 6=0

((−1)nλσλ(zλ,nλ)).

Действия алгоритма.
1) Инициализация. Присвоить начальные значения: A0,...,0 := 1; Aλ := 0; xλ := 0;

(yλ, ỹλ) := (1, bδλ/4c); (zλ, z̃λ) := (1, gλ) для всех λ ∈ {0, 1}t−1, λ 6= (0, . . . , 0).
2) Итерации. Пока |A0,...,0| < N0, повторять следующие шаги.
3) Выбрать некоторое λ, такое, что zλ = max

µ 6=(0,...,0)
zµ.

4) Вычислить a = b(gλ + xλ)/yλc.
5) Присвоить (zλ, z̃λ) := (z̃λ − azλ, zλ).



48 Е. А. Гречников

6) Запомнить x = xλ, присвоить xλ := ayλ − xλ − 4 {δλ/4}, после чего присвоить
(yλ, ỹλ) := (ỹλ − a(xλ − x), yλ). (Как будет показано, новое значение xλ всегда
целое неотрицательное, а новое значение yλ натуральное.)

7) Вычислить A′µ =

(∑
ξ

Aξcµξλ + Aµxλ

)
/ỹλ для всех µ. (Как было показано,

A′µ ∈ Z для всех µ.) Присвоить Aµ := A′µ.
Доказательство следующей теоремы есть в [28].
Теорема 16. Алгоритм завершается за O(lnN0) шагов. В процессе его работы

всегда выполнены неравенства 0 6 xλ <
√
δλ − gλ; 0 < yλ <

√
δλ; Z =

∑
µ

Aµω
∗
µ > 1;∣∣∣∣τλ(∑

µ

Aµω
∗
µ

)∣∣∣∣ 6
√
|d|m

Z
1

m−1

при λ 6= (0, . . . , 0).

Доказательство. Начнём с оценок величин x′λ,n, y′λ,n.
Лемма 5. Пусть λ ∈ {0, 1}t−1, λ 6= 0; n > 1 —целое число. Тогда

0 6 x′λ,n <
√
δλ − gλ, 0 < y′λ,n <

√
δλ, −1 < σλ(Xλ,n) < 0.

Доказательство. Будем отдельно рассматривать случаи чётного и нечётного δλ.
Пусть δλ нечётно. По определению Xλ,1 = 1/(gλ − bgλc). Очевидно, что Xλ,1 > 1.

Кроме того, σλ(Xλ,1) = 1/(1− gλ − bgλc) и, поскольку gλ > 1, получаем −1 <
< σλ(Xλ,1) < 0. Следовательно, в силу утверждения 2 все полные частные для gλ,
начиная с Xλ,1, являются приведёнными иррациональностями определителя δλ, т. е.
0 <
√
δλ−xλ,n < yλ,n <

√
δλ+xλ,n при n > 1. Поскольку в этом случае x′λ,n = (xλ,n − 1)/2

и y′λ,n = (yλ,n)/2, получаем заявленные оценки.
Пусть δλ чётно. Как и в предыдущем случае, Xλ,1 = 1/(gλ − bgλc) > 1. Кроме

того, σλ(Xλ,1) = −1/(gλ + bgλc) и, поскольку gλ > 1, получаем −1 < σλ(Xλ,1) < 0.
Следовательно, в силу утверждения 2 все полные частные для gλ, начиная с Xλ,1, яв-
ляются приведёнными иррациональностями определителя δλ/4, т. е. 0 <

√
δλ/2−xλ,n <

< yλ,n <
√
δλ/2 + xλ,n при n > 1. Поскольку в этом случае x′λ,n = xλ,n и y′λ,n = yλ,n,

получаем заявленные оценки.

Поскольку Xλ,n = (gλ + x′λ,n)/y′λ,n, немедленно получаем
Следствие. При n > 1 справедлива оценка

Xλ,n <
√
δλ. (31)

Напомним, что nλ при λ 6= 0 обозначает количество выборов λ на шаге 3 алгоритма.
Неравенство Z =

∏
λ 6=0

((−1)nλσλ(zλ,nλ)) > 1 немедленно следует из последнего нера-

венства леммы 5 и определения zλ,nλ = 1/(Xλ,1 · . . . ·Xλ,nλ).
Лемма 6.

max
µ6=(0,...,0)

zµ,nµ

min
µ6=(0,...,0)

zµ,nµ
6
√
|d|.

Доказательство. Перед итерациями левая часть равна 1, так что неравенство
верно. Допустим, что после некоторого числа итераций неравенство верно, и пред-
положим, что на очередной итерации алгоритм выбрал значение λ на шаге 3, т. е.
zλ,nλ = max

µ6=(0,...,0)
zµ,nµ . Обозначим n′λ = nλ + 1 и n′µ = nµ при µ 6= λ, µ 6= (0, . . . , 0).

Очевидно, Xλ,n′λ
> 1, так что zλ,n′λ < zλ,nλ . Возможны два случая:
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1) zλ,n′λ > min
µ 6=(0,...,0)

zµ,nµ . В этом случае min
µ6=(0,...,0)

zµ,n′µ = min
µ 6=(0,...,0)

zµ,nµ , следовательно,
max

µ 6=(0,...,0)
zµ,n′µ

min
µ 6=(0,...,0)

zµ,n′µ
6

max
µ6=(0,...,0)

zµ,nµ

min
µ6=(0,...,0)

zµ,nµ
6
√
|d|.

2) zλ,n′λ < min
µ6=(0,...,0)

zµ,nµ . В этом случае min
µ 6=(0,...,0)

zµ,n′µ = zλ,n′λ ; используя (31), находим
max

µ 6=(0,...,0)
zµ,n′µ

min
µ 6=(0,...,0)

zµ,n′µ
6
zλ,nλ
zλ,n′λ

= Xλ,nλ+1 <
√
δλ 6

√
|d|.

Лемма доказана.

Напомним, что σλ — автоморфизм поля Q(gλ) ⊂ M. Заметим, что при любых λ
и µ отображение τµ можно ограничить на поле Q(gλ). Поскольку

τµ

(√
(q∗1)λ1 . . . (q∗t−1)λt−1(q∗t )

λu+1⊕...⊕λt−1

)
=

= ((−1)µ1
√
q∗1)λ1 . . . ((−1)µt−1

√
q∗t−1)λt−1

√
q∗t
λu+1⊕...⊕λt−1

=

= (−1)

t−1∑
i=1

λiµi
√

(q∗1)λ1 . . . (q∗t−1)λt−1(q∗t )
λu+1⊕...⊕λt−1 ,

то τµ|Q(gλ) действует тождественно при
t−1∑
i=1

λiµi ≡ 0 (mod 2) и совпадает с σλ в против-
ном случае.

Обозначим max
µ6=(0,...,0)

zµ,nµ = ε. Тогда по лемме (6) для всех λ 6= (0, . . . , 0) справед-

лива двусторонняя оценка
ε√
|d|

6 zλ,nλ 6 ε. Из (29), (30) и леммы 5 следует, что

1 6 zλ,nλ |σλ (zλ,nλ)| <
√
δλ 6

√
|d|. Следовательно, 1

ε
6 |σλ (zλ,nλ)| 6 |d|

ε
. По построе-

нию Z =
∏
λ 6=0

|σλ (zλ,nλ)| 6
(
|d|
ε

)m−1

, откуда ε 6
|d|
Z

1
m−1

.

Пусть λ 6= 0. Тогда условие
t−1∑
i=1

λiµi ≡ 0 (mod 2), рассматриваемое как уравнение

на µ ∈ {0, 1}t−1, имеет ровно n/2 решений, одно из которых нулевое. Получим∣∣∣∣τλ(∑
µ

Aµω
∗
µ

)∣∣∣∣ =
∏

2|
∑
i
λiµi,

µ6=0

∣∣σµ (zµ,nµ)∣∣ · ∏
2-
∑
i
λiµi

∣∣zµ,nµ∣∣ 6 ( |d|ε
)m

2
−1

ε
m
2 = |d|

m
2
−1ε 6

√
|d|m

Z
1

m−1

.

Остаётся доказать, что алгоритм завершает работу за O(lnN0) итераций. Доказанная
часть теоремы позволяет применить теорему 15, согласно которой в процессе рабо-
ты алгоритма всегда выполнено неравенство |A0,...,0| > |M(Id)ω0,...,0|Z − C

√
|d|m, где

константы M(Id)ω0,...,0 6= 0 и C
√
|d|m зависят только от базисов.

В силу (30) Z =
∏
λ 6=0

y′λ,nλ
zλ,nλ

>
(∏

λ 6=0 zλ,nλ

)−1

, откуда в силу (29), (25) и (26)

Z >

(∏
λ 6=0

∣∣Pλ,nλ−1 −Qλ,nλ−1
gλ
∣∣)−1

>
∏
λ6=0

Qλ,nλ >
∏
λ 6=0

2
nλ−1

2 = 2

∑
λ6=0

nλ−(m−1)

2 .
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Сумма
∑
λ 6=0

nλ есть общее число итераций алгоритма. Таким образом, после O(lnN0)

итераций алгоритма достигается неравенство Z >
N0 + C

√
|d|m

|M(Id)ω0,...,0|
, из которого следует,

что |A0,...,0| > N0, что и требовалось доказать.

7. Вычисление элемента поля родов по приближённому значению
Восстановим числа bµ ∈ Z по приближённому значению числа

∑
µ

bµβµ, а также чис-

ла b′µ ∈ Z—по приближённому значению
∑
µ

b′µβ
∗
µ. В п. 5 получены априорные оценки

∣∣∣∣τλ(∑
µ

bµβµ

)∣∣∣∣ 6 T0,

∣∣∣∣τλ(∑
µ

b′µβ
∗
µ

)∣∣∣∣ 6 T0, (32)

где T0 —некоторое выражение, зависящее только от D. В п. 6 построен набор совмест-
ных приближений к числам βµ/β0,...,0 и β∗µ/β∗0,...,0 с точностью, зависящей от парамет-
ра N0.

Построенные приближения удовлетворяют теореме 16, которую и будем использо-
вать. (Можно доказать, что любые совместные приближения Λi к базису Wi, удовле-

творяющие оценке вида
∣∣∣∣Λi

Λ1

− Wi

W1

∣∣∣∣ 6 C ′i
|Λ1|1+α

, также удовлетворяют последней оценке

из теоремы 16 с показателем α вместо 1/(m− 1) и некоторой константой в числителе.)
Продолжим использовать базисы ωµ, ω∗µ и функцию M, определённые в (23) для за-

дачи поиска bµ и в (24) для задачи поиска b∗µ. Легко видеть, что при таком определении
помимо свойств 1–3 M-пар выполнено следующее свойство:

2′. Если x ∈ OM, то ωξx разлагается по базису {ωµ} с целыми коэффициентами.
Для определённости будем работать с числами bµ; нахождение чисел b′µ полностью

аналогично.
Пусть Xη ∈ OM —линейно независимый над Q набор из m = 2t−1 чисел. Например,

можно взять Xη = βη; или X0,...,0 = 1 и Xη = gη при η 6= (0, . . . , 0), где gη определены
в предыдущем пункте. В силу условия 2′

ωξXη =
∑
µ

xµξηωµ, (33)

где xµξη ∈ Z. (Выбор Xη = gη удобен тем, что коэффициенты xµξη совпадают с рас-
смотренными в предыдущем пункте коэффициентами cµξη с перестановкой βµ и β∗µ.
Выбор Xη = βη приводит к несколько меньшим по абсолютной величине числам.)

Зададимся точностью ε > 0 и вычислим
∑
ξ

bξβξ с точностью ε, т. е. найдём число γ,

такое, что

∣∣∣∣∣∑ξ bξβξ − γ
∣∣∣∣∣ < ε. Разделив это неравенство на β0,...,0 и умножив на Xη,

получим ∣∣∣∣∣∑ξ bξωξXη −
γXη

β0,...,0

∣∣∣∣∣ 6 ε|Xη|
|β0,...,0|

,

∣∣∣∣∣∑µ
(∑

ξ

bξxµξη

)
ωµ −

γXη

β0,...,0

∣∣∣∣∣ 6 ε|Xη|
|β0,...,0|

. (34)
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Обозначим Bµη =
∑
ξ

bξxµξη ∈ Z. Тогда для произвольного µ′ из (22) следует, что

Bµ′η =
∑
µ

Bµη

∑
λ

M(τλ)τλ(ωµω
∗
µ′) =

∑
λ

M(τλ)τλ(ω
∗
µ′)τλ

(∑
µ

Bµηωµ

)
,

∑
µ′
Aµ′Bµ′η =

∑
λ

M(τλ)τλ

(∑
µ′
Aµ′ω

∗
µ′

)
τλ

(∑
µ

Bµηωµ

)
. (35)

Слагаемое с λ = 0 будем рассматривать отдельно; в этом случае (34) даёт прибли-
жённое значение последнего сомножителя и оценку погрешности приближения. При
λ 6= 0 оценку второго сомножителя даёт теорема 16. Найдём оценку последнего сомно-

жителя: τλ
(∑

µ

Bµηωµ

)
= τλ

(∑
ξ

bξ
∑
µ

xµξηωµ

)
= τλ

(∑
ξ

bξωξ

)
τλ(Xη), откуда и из (32)

следует, что
∣∣∣∣τλ(∑

µ

Bµηωµ

)∣∣∣∣ 6 T0 |τλ(Xη)| . Таким образом, из (35), (34) и теоремы 16

следует, что∣∣∣∣∣∑µ′ Aµ′Bµ′η −M(Id)Z
γXη

β0,...,0

∣∣∣∣∣ 6 |M(Id)Z| ε|Xη|
|β0,...,0|

+
∑
λ 6=0

|M(τλ)|
√
|d|m

Z
1

m−1

T0|τλ(Xη)|, (36)

где, как и раньше, Z =
∑
µ

Aµω
∗
µ.

Второе слагаемое представляет из себя отношение некоторой константы и Z
1

m−1 .
Поскольку A0,...,0 = Λ1, неравенство (21) показывает, что можно выбрать порог N0

в алгоритме так, чтобы было выполнено неравенство

Z >

(
4
∑
λ6=0

|M(τλ)τλ(Xη)|
√
|d|mT0

)m−1

, (37)

а тогда второй член в правой части (36) меньше 1/4.
Выбрав такой порог N0 и построив совместные приближения Aµ, вычислим Z.

Выберем ε так, чтобы для всех η было выполнено неравенство

ε <
1

4

|β0,...,0|
|M(Id)Xη|Z

. (38)

Тогда первый член в правой части (36) также будет меньше 1/4, а следовательно,
левая часть (36) меньше 1/2. Поскольку

∑
µ′
Aµ′Bµ′η ∈ Z, то можно восстановить точное

значение этой суммы, округляя M(Id)Z
γXη

β0,...,0

.

Возвращаясь к bξ, получаем на них систему линейных уравнений с левой частью

∑
µ

AµBµη =
∑
ξ

(∑
µ

Aµxµξη

)
bξ. (39)

Лемма 7. Матрица
(∑

µ

Aµxµξη

)
ξ,η∈{0,1}t−1

невырождена.
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Доказательство. Предположим, что матрица вырождена. Это эквивалентно
существованию таких чисел yη ∈ Q, не равных одновременно нулю, что∑

η

∑
µ

Aµxµξηyη = 0. (40)

Пусть η фиксировано. Введём квадратные матрицы с элементами (M1)µ1µ2 =
= τµ1(ωµ2), (M2)µ′1µ′2 = τµ′1(ω

∗
µ′2

), (X)µ′′1µ′′2 = xµ′′1µ′′2η и квадратные диагональные мат-
рицы M3 с элементами M(τµ), M4 с элементами τµ(Xη). Равенство (22) можно ин-
терпретировать как матричное равенство MT

1 M3M2 = E, где E — единичная матри-
ца. В частности, M1, M2 и M3 обратимы. Совокупность всех равенств, получающихся
из (33) применением различных τµ, можно интерпретировать как матричное равенство
M4M1 = M1X. Отсюда X = M−1

1 M4M1, XT = MT
1 M4(MT

1 )−1 = M−1
2 M−1

3 M4M3M2.
Поскольку любые диагональные матрицы, в том числе M3 и M4, коммутируют, то
M2X

T = M4M2. Сравнивая элемент на пересечении первой строки и столбца µ, нахо-
дим

∑
ξ

ω∗ξxµξη = Xηω
∗
µ.

Далее η не фиксировано. Умножим (40) на ω∗ξ и сложим по всем ξ ∈ {0, 1}t−1:∑
η

∑
µ

AµXηω
∗
µyη = 0,

(∑
η

Xηyη

)(∑
µ

Aµω
∗
µ

)
= 0.

Но первый множитель не равен нулю, поскольку Xη выбирались линейно независимы-
ми над Q, а yη ∈ Q не все равны нулю. Второй множитель не равен нулю по теореме 16.
Полученное противоречие доказывает лемму 7.

Таким образом, для нахождения {bµ} остаётся решить заведомо невырожденную
систему размером m×m, например стандартным методом Гаусса.

Общая схема предлагаемой модификации метода комплексного умножения такова.
1) Выберем числа q = pn, û, v̂, D ∈ Z как в шаге 1 базового алгоритма из п. 1.2.

Кривая, которую мы построим, будет определена над Fq и будет иметь порядок
q + 1− û.

2) Вычислим все примитивные формы, оценку T0 по формуле (18), порогN0, такой,
чтобы была выполнена оценка (37), с использованием формулы (21). Применим
алгоритм нахождения совместных приближений из п. 6.

3) Вычислим необходимую точность ε по формуле (38). Найдём многочлен ĤD[j]
по определению (16) приближённо с точностью ε.

4) Для каждого коэффициента найденного многочлена определим разложение его
удвоенной вещественной части по базису βµ, составив систему линейных урав-
нений с левой частью (39) с использованием (36) и решив эту систему. Анало-
гично определим разложение удвоенной мнимой части каждого коэффициента
по базису β∗µ. (Если известно, что коэффициент вещественный, то не нужно вы-
числять разложение мнимой части и не нужно умножать вещественную часть
на 2.)

5) Редуцируем многочлен по модулю любого простого идеала, лежащего над p,
в кольце OKG ; получим некоторый многочлен над Fq, который разлагается на
линейные множители над Fq. Вычислим какой-нибудь из его корней и постро-
им эллиптическую кривую E ′′ над Fq с j-инвариантом, равным вычисленному
корню.

6) Если порядок кривой E ′′ оказался не таким, какой требуется, применим изо-
морфизм, описанный в п. 1.2.
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Как и в исходном методе, в описанной модификации вместо модулярного инвари-
анта j можно использовать другие функции, описанные в п. 1.3. Для этого следует
скорректировать оценку T0 на шаге 2, как описано в п. 5, на шаге 3 вычислить мно-
гочлен ĤD[θ, α∗], а на шаге 5 после нахождения корня редуцированного многочлена
вычислить j-инвариант как функцию от найденного корня, описанную в п. 1.3.

Автор благодарит своего научного руководителя Михаила Алексеевича Черепнёва
за постановку задачи, продуктивные обсуждения и полезные замечания, позволившие
уточнить и прояснить текст.
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