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Показано, что для всех достаточно больших натуральных n относительная нели-
нейность произвольной булевой функции n переменных может быть статистиче-
ски аппроксимирована относительной нелинейностью ее сужения на случайное
подпространство (возможно, с выколотым нулевым вектором), размерность кото-
рого не зависит от n.
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статистическая оценка.

1. Постановка задачи и основной результат
Пусть Vn = {0, 1}n, f : Vn → {0, 1}— булева функция n переменных, f̂(α) =

= 2−n
∑
x∈Vn

(−1)f(x) ⊕ αx, α ∈ Vn, — ее нормированные коэффициенты Уолша—Адама-

ра. Напомним (см., например, [1, с. 233]), что нелинейность Nf функции f определя-
ется как расстояние от f до множества аффинных булевых функций n переменных и
удовлетворяет следующему равенству:

Nf = 2n−1(1− f̂∗),

где
f̂∗ = max

α∈Vn
|f̂(α)|. (1)

Назовем число Ñf = Nf/2
n−1 относительной нелинейностью функции f .

Пусть далее X —двоичная матрица размера t × n, где t < n. Обозначим ḟX(u) =
= f(uX), u ∈ V ∗t = Vt\{0}, частичную булеву функцию, равную, с точностью до заме-
ны переменных u 7→ uX, u ∈ V ∗t , сужению функции f на подпространство, порожден-
ное строками матрицы X (возможно, с выколотым нулевым вектором). Положим

ηa(X) =
1

2t − 1

∑
u∈V ∗t

(−1)ḟX(u) ⊕ ua, a ∈ Vt; (2)

η∗(X) = max
a∈Vt
|ηa(X)|. (3)
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Из данных определений следует, что величина NḟX
=

2t − 1

2
(1− η∗(X)) равна рассто-

янию от функции ḟX до множества аффинных функций t переменных, ограниченных
на подмножество V ∗t . Назовем число ÑḟX

= 1− η∗(X) относительной нелинейностью
функции ḟX .

Предположим теперь, что матрица X выбирается случайно и равновероятно из
множества Ft×n всех t × n-матриц над полем F = GF(2). Тогда случайную величи-
ну ÑḟX

можно рассматривать как статистическую оценку параметра Ñf , и естественно
поставить вопрос о свойствах этой оценки. Отметим, что связь между нормированны-
ми коэффициентами Уолша—Адамара функций f и ḟX исследуется в работах [2 – 4]
в связи с построением вероятностных алгоритмов нахождения линейных аппроксима-
ций, а также проверки ряда свойств булевых функций. В частности, в [3] показано,
что при случайном равновероятном выборе матрицы X из множества Ft×n для любых
α ∈ Vn, ε ∈ (0, 1) выполняется неравенство

P{|f̂(α)− ηXα(X)| > ε} 6 ε−2

2t − 1
. (4)

Аналогичное неравенство применительно к более общему случаю получено в [5], одна-
ко в указанных, а также в других известных авторам публикациях не затрагивается
вопрос о связи между величинами (1) и (3) или, что то же самое, между относитель-
ными нелинейностями функций f и ḟX .

Основным результатом настоящей работы является следующая теорема.
Теорема. Для любых ε, δ ∈ (0, 1) существует натуральное число t0 = t0(ε, δ), такое,

что для любых натуральных n > t > t0 и произвольной функции f : Vn → {0, 1}
справедливо неравенство

P{|Ñf − ÑḟX
| > ε} 6 δ, (5)

где X — случайная равновероятная t× n-матрица над полем F .
Доказательство теоремы базируется, в основном, на анализе моментов случайных

величин (2) и излагается в п. 2. Возможность практического применения теоремы
к оцениванию нелинейности булевых функций обсуждается в п. 3.

2. Доказательство теоремы
Зафиксируем числа n, t ∈ N, где n > t, ε ∈ (0, 1), функцию f : Vn → {0, 1} и оценим

сверху вероятность события {|Ñf − ÑḟX
| > ε} = {|f̂∗ − η∗(X)| > ε}.

Докажем ряд вспомогательных утверждений.
Лемма 1. Справедливо неравенство

P{f̂∗ > η∗(X) + ε} 6 ε−2

2t − 1
.

Доказательство. Обозначим α∗ вектор из множества Vn, такой, что f̂∗ = |f̂(α∗)|.
На основании формулы (3) событие {f̂∗ > η∗(X) + ε} влечет событие {|f̂(α∗)| >
> |ηXα∗(X)| + ε}, которое, в свою очередь, влечет событие {|f̂(α∗) − ηXα∗(X)| > ε}.
Отсюда на основании неравенства (4) следует, что

P{f̂∗ > η∗(X) + ε} 6 P{|f̂(α∗)− ηXα∗(X)| > ε} 6 ε−2

2t − 1
.

Лемма доказана.
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Следующее простое утверждение, по-видимому, хорошо известно, однако авторам
не удалось найти источник, содержащий нужную формулировку.

Лемма 2. Для числа l(k, n) линейно зависимых систем, состоящих из k двоичных
векторов длины n, справедливо неравенство l(k, n) < 2nk · 2k−n.

Доказательство. Число линейно независимых систем из k двоичных векторов
длины n равно

2nk− l(k, n)=(2n− 1)(2n− 2) · · · (2n− 2k−1)=2nk(1− 2−n)(1− 2−(n−1)) · · · (1− 2−(n−(k−1))).

Отсюда на основании неравенства
N∏
i=1

(1− xi) > 1 −
N∑
i=1

xi, xi ∈ (0, 1), i = 1, . . . , N ,
следует, что

2nk − l(k, n) > 2nk
(
1− 2−(n−k+1)(1 + 2−1 + · · ·+ 2−(k−1))

)
>

> 2nk
(
1− 2−(n−k+1) · 2

)
= 2nk − 2nk · 2k−n.

Лемма доказана.

Для любого положительного четного числа m 6 t+ 1 обозначим

πm,t =
∑
a∈Vt

E(ηa(X))m. (6)

Следующая лемма играет ключевую роль в доказательстве теоремы.
Лемма 3. Справедливо неравенство

πm,t 6

(
1 +

1

2t − 1

) ∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)m
+ 2m−t−1

(
1 +

1

2t − 1

)m
. (7)

Доказательство. Преобразуем выражение (6):

πm,t =
∑
a∈Vt

E

(
1

2t − 1

∑
u∈V ∗t

(−1)f(uX)⊕ua

)m

=

=
1

(2t − 1)m
E

( ∑
u(1),...,u(m)∈V ∗t

∑
a∈Vt

(−1)f(u(1)X)⊕···⊕f(u(m)X)⊕(u(1)⊕···⊕u(m))a

)
=

=
2t

(2t − 1)m
E

( ∑
u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

(−1)f(u(1)X)⊕···⊕f(u(m−1)X)⊕f(u(1)X⊕···⊕u(m−1)X)

)
=

=
2t

(2t − 1)m
∑

u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

2−tn
∑

X∈Ft×n
(−1)f(u(1)X)⊕···⊕f(u(m−1)X)⊕f(u(1)X⊕···⊕u(m−1)X).

(8)

Представим выражение в правой части (8) в виде суммы двух слагаемых

π
(1)
m,t =

2t

(2t − 1)m
∑(1)

u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

(· · ·) , π
(2)
m,t =

2t

(2t − 1)m
∑(2)

u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

(· · ·) ,

где символы Σ(1) и Σ(2) обозначают суммы по всем линейно независимым и линейно за-
висимым системам векторов u(1), . . . , u(m−1) ∈ V ∗t соответственно. Используя лемму 2,
оценим значение π(2)

m,t следующим образом:

|π(2)
m,t| =

2t

(2t − 1)m

∣∣∣∣∣ ∑(2)

u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

2−tn
∑

X∈Ft×n
(−1)f(u(1)X)⊕···⊕f(u(m−1)X)⊕f(u(1)X⊕···⊕u(m−1)X)

∣∣∣∣∣6
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6
2t

(2t − 1)m
∑(2)

u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

1 6
2t

(2t − 1)m
2t(m−1)+m−1−t = 2m−t−1

(
1 +

1

2t − 1

)m
. (9)

Оценим теперь значение π(1)
m,t. Заметим, что если векторы u(1), . . . , u(m−1) ∈ Vt линей-

но независимы, то для любого набора векторов v(1), . . . , v(m−1) ∈ Vn существует ровно(
2t−(m−1)

)n матриц X ∈ Ft×n, таких, что u(i)X = v(i), i = 1, . . . ,m− 1. Следовательно,

π
(1)
m,t=

2t

(2t − 1)m
∑(1)

u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

2−tn ·2tn−(m−1)n
∑

v(1),...,v(m−1)∈Vn
(−1)f(v(1))⊕···⊕f(v(m−1))⊕f(v(1)⊕···⊕v(m−1)).

Далее, поскольку∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)m
=
∑
α∈Vn

2−mn
∑

v(1),...,v(m)∈Vn
(−1)f(v(1))⊕···⊕f(v(m))⊕α(v(1)⊕···⊕v(m)) =

= 2−(m−1)n
∑

v(1),...,v(m−1)∈Vn
(−1)f(v(1))⊕···⊕f(v(m−1))⊕f(v(1)⊕···⊕v(m−1)),

то
π

(1)
m,t =

2t

(2t − 1)m
∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)m ∑(1)

u(1),...,u(m−1)∈V ∗t

1 =

=
2t(2t − 1)

m−1

(2t − 1)m
∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)m
=

(
1 +

1

2t − 1

) ∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)m
.

(10)

Из соотношений (8)–(10) следует неравенство (7).

Лемма 4. Для любого положительного четного числа m 6 t + 1 справедливо
неравенство

P{f̂∗ + ε 6 η∗(X)} 6 ε−2

(
1 +

1

2t − 1

)(
1

1 + ε

)m−2

+ ε−m2m−t−1

(
1 +

1

2t − 1

)m
.

Доказательство. Из формулы (3) и неравенства Чебышева следует, что

P{f̂∗ + ε 6 η∗(X)} = P

(⋃
a∈Vt

{f̂∗ + ε 6 |ηa(X)|}

)
6
∑
a∈Vt

P{f̂∗ + ε 6 |ηa(X)|} 6

6 (f̂∗ + ε)−m
∑
a∈Vt

E(ηa(X))m = (f̂∗ + ε)−mπm,t.

Следовательно, на основании леммы 3

P{f̂∗+ε6η∗(X)} 6 (f̂∗+ε)
−m
(

1+
1

2t − 1

)∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)m
+(f̂∗+ε)

−m2m−t−1

(
1+

1

2t − 1

)m
.

Далее, согласно формуле (1) и равенству Парсеваля,∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)m
6f̂m−2
∗

∑
α∈Vn

(
f̂(α)

)2

= f̂m−2
∗ ,

откуда следует, что
P{f̂∗ + ε 6 η∗(X)} 6

6 (f̂∗ + ε)−2

(
1 +

1

2t − 1

)(
f̂∗

f̂∗ + ε

)m−2

+ (f̂∗ + ε)−m2m−t−1

(
1 +

1

2t − 1

)m
6
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6 ε−2

(
1 +

1

2t − 1

)(
1

1 + ε

)m−2

+ ε−m2m−t−1

(
1 +

1

2t − 1

)m
.

Лемма доказана.

Завершение доказательства теоремы. На основании леммы 1 и леммы 4 для
любых n, t,m ∈ N, где n > t > m−1, m четно, ε ∈ (0, 1) и f : Vn → {0, 1}, справедливы
следующие соотношения:

P{|Ñf − ÑḟX
| > ε} = P{f̂∗ > η∗(X) + ε}+ P{f̂∗ + ε 6 η∗(X)} 6

6
ε−2

2t − 1
+ ε−2

(
1 +

1

2t − 1

)(
1

1 + ε

)m−2

+ ε−m2m−t−1

(
1 +

1

2t − 1

)m
6

6
ε−2

2m−1 − 1
+ ε−2

(
1 +

1

2m−1 − 1

)(
1

1 + ε

)m−2

+ ε−m2m−t−1

(
1 +

1

2m−1 − 1

)m
.

(11)

Пусть теперь δ ∈ (0, 1). Выберем наименьшее четное число m0 > 0, такое, что

ε−2

2m0−1 − 1
+ ε−2

(
1 +

1

2m0−1 − 1

)(
1

1 + ε

)m0−2

6
δ

2
, (12)

и наименьшее натуральное число t0 > m0 − 1, такое, что

ε−m02m0−t0−1

(
1 +

1

2m0−1 − 1

)m0

6
δ

2
. (13)

В силу соотношений (11) для любых n > t > t0 выполняется неравенство (5), что и
требовалось доказать.

3. Заключительные замечания
Полученная теорема позволяет предложить вероятностный алгоритм оценивания

нелинейности функции f : Vn → {0, 1} с точностью 2n−1ε и достоверностью не
менее 1 − δ, ε, δ ∈ (0, 1), состоящий в вычислении значения случайной величины
2n−1(1 − η∗(X)), где X — случайная равновероятная матрица размера t0 × n над по-
лем F , а число t0 < n определяется из соотношений (12), (13). Нетрудно видеть, что
при вычислении всех значений (2) с помощью быстрого преобразования Адамара (см.,
например, [1, с. 217]) трудоемкость указанного алгоритма составляет O(2t0t0n) дво-
ичных операций, где t0 зависит только от ε и δ. Однако значения t0 быстро растут
с уменьшением параметра ε, поэтому применение этого алгоритма на практике оказы-
вается неэффективным.

Вместе с тем, согласно лемме 1, для любых ε, δ ∈ (0, 1) и n > t = dlog(1 + ε−2δ−1)e
справедливо неравенство

P{2n−1(1− η∗(X))− 2n−1ε 6 Nf} > 1− δ,

гдеX — случайная равновероятная t×n-матрица над полем F , причем для вычисления
указанной нижней оценки параметра Nf достаточно выполнить O(nε−2δ−1 log(ε−2δ−1))
двоичных операций. Далее, в качестве верхней оценки нелинейности функции f можно

использовать случайную величину 2n−1(1− η̄m(X)), где η̄m(X) =

(
2−t

∑
a∈Vt

(ηa(X))m
) 1

m

,
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m > 4 —четное число. Опираясь на лемму 3 и проводя рассуждение, почти дослов-
но повторяющее доказательство леммы 4, нетрудно убедиться в том, что для любых
ε, δ ∈ (0, 1) и n > t > m− 1, удовлетворяющих условию

ε−22−t
(

1 +
1

2t − 1

)(
1

1 + ε

)m−2

6
δ

2
, ε−m2m−2t−1

(
1 +

1

2t − 1

)m
6
δ

2
,

справедливо неравенство

P{Nf 6 2n−1(1− η̄m(X)) + 2n−1ε} > 1− δ,

где X — случайная равновероятная t × n-матрица над полем F . При фиксирован-
ном m и t = d1/2 · log(4mε−mδ−1)e для вычисления указанной верхней оценки па-
раметра Nf требуется выполнить O(2ttn) = O

(
nε−

m
2 δ−

1
2 log(ε−

m
2 δ−

1
2 )
)

двоичных и

O(2t) = O
(
ε−

m
2 δ−

1
2

)
арифметических операций (сложения и возведения в степень ве-

щественных чисел), что приводит к алгоритму, трудоемкость которого полиномиально
зависит от n, ε−1 и δ−1.
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