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Для графов с низконадёжными ребрами построены асимптотики вероятностей
связности всего графа и любой пары его вершин. Параметрами полученных соот-
ношений являются характеристики остовных деревьев графа и кратчайших пу-
тей. Для вычисления характеристик остовных деревьев получены формулы с по-
мощью теорем Кирхгофа—Трента, а для вычисления характеристик кратчайших
путей разработаны модификации классических алгоритмов.

Ключевые слова: остовное дерево, матрица Кирхгофа, кратчайший путь, ве-
роятность связности, вычислительная сложность.

Введение
В работе [1] для планарных графов с высоконадёжными рёбрами построен алго-

ритм вычисления вероятности несвязности на основе асимптотической формулы Бур-
тина —Питтеля [2], параметрами которой являются минимальное число рёбер в разре-
зах графа и число таких разрезов. Асимптотические константы вычислены с помощью
теоремы Уитни [3] о соответствии разрезов планарного графа циклам в двойственном
графе и формул Харари [4], определяющих число простых циклов. Предложенный ал-
горитм имеет сложность не более кубической по числу граней двойственного графа,
что значительно проще известных методов перечисления всех разрезов минимального
объёма, имеющих геометрическую сложность.

В настоящей работе для случайных графов с низконадёжными рёбрами построе-
ны удобные в реализации алгоритмы вычисления вероятности связности в основном
кубической сложности. При различных условиях, накладываемых на вероятности ра-
ботоспособности рёбер, доказаны асимптотические соотношения для вероятности связ-
ности всего графа и любой пары его вершин. Параметрами полученных соотношений
являются характеристики остовных деревьев графа и кратчайших путей. Для вычис-
ления характеристик остовных деревьев получены формулы с помощью теорем Кирх-
гофа—Трента, а для вычисления характеристик кратчайших путей разработаны мо-
дификации классических алгоритмов. Особенностью предлагаемых алгоритмов явля-
ется тот факт, что в них требуется не перечислять экстремальные подграфы (остовные
деревья, кратчайшие пути между узлами), а лишь определять их количество. Ещё од-
ним существенным фактором упрощения вычислений является рассмотрение графов
с ограниченным диаметром, которые в последние годы вызывают большой теоретиче-
ский и практический интерес [5 – 7].

1. Вероятность связности всего графа
Рассмотрим неориентированный связный простой (без петель и кратных рёбер)

граф G с множеством узлов U = {1, . . . , n} и множеством рёбер V. Определим матрицу
1Работа поддержана грантом РФФИ № 12-01-00114-а.
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Кирхгофа K = ||k(i, j)||ni,j=1:

k(i, j) =


степень узла i, i = j,
−1, (i, j) ∈ V,
0 иначе.

Под степенью узла понимается число инцидентных этому узлу рёбер. Обозначим m
число остовных деревьев в графе G и предположим, что каждое ребро v = (i, j),
i 6= j, 1 6 i, j 6 n, графа G с вероятностью p(v) работоспособно, причём все рёбра
функционируют независимо. Если p(v) = h, v ∈ V , то для вероятности связности P (G)
графа G справедливо соотношение [8, формула (5)] (далее запись f(x) ∼ g(x), x→ x0

означает, что существует и равен единице предел lim
x→x0

f(x)/g(x))

P (G) ∼ mhn−1, h→ 0. (1)

В силу теоремы Кирхгофа—Трента (см., например, [9]) алгебраические дополнения
всех элементов матрицы K равны между собой и совпадают с m. Известно (см., на-
пример, [10]), что вычисление определителя порядка n− 1 и, значит, коэффициента m
методом Гаусса требует O(n3) арифметических операций.

Замечание 1. Если p(v) = hl(v), v ∈ V , при некоторых натуральных l(v), то,
заменяя каждое ребро графа на l(v) последовательно соединённых рёбер, можно к по-
строенному таким образом графу применить формулу (1). Одним из приложений этого
результата является исследование распределения случайного времени потери связно-
сти сети при p(v) = P (τ(v) > T ), T → ∞, где τ(v) — случайное время до отказа
ребра v.

Теорема 1. Если при некоторых s(v) > 0, v ∈ V , выполняется p(v)∼s(v)h, h→ 0,
то

P (G) ∼ m1h
n−1, h→ 0. (2)

Здесь m1 — алгебраическое дополнение любого элемента (они все совпадают) матрицы
K1 = ||k1(i, j)||ni,j=1 вида

k1(i, j) =


∑

t∈U, (i,t)∈V
s((i, t)), i = j,

−s((i, j)), (i, j) ∈ V,
0 иначе,

причём вычислительная сложность определения коэффициента m1 равна O(n3).

Доказательство. Обозначим G1, . . . , Gm остовные деревья графа G, каждое из
которых имеет n−1 ребро. Положим Ak событие, состоящее в работоспособности всех

рёбер дерева Gk, 1 6 k 6 m. Тогда справедлива формула P (G) = P

(
m⋃
k=1

Ak

)
и

вытекающие из неё неравенства
m∑
k=1

P (Ak)−
∑

16k1<k26m
P (Ak1Ak2) 6 P (G) 6

m∑
k=1

P (Ak).

Из условий теоремы на p(v) следует, что

m∑
k=1

P (Ak) ∼
m∑
k=1

∏
v∈Gk

hs(v) = hn−1m1, h→ 0, m1 =
m∑
k=1

∏
v∈Gk

s(v),
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16k1<k26m

P (Ak1Ak2) ∼
∑

16k1<k26m

∏
v∈Gk1

∪Gk2

hs(v) ∼ hn
∑

16k1<k26m

∏
v∈Gk1

∪Gk2

s(v) = O(hn).

Из полученных соотношений приходим к формуле (2). В силу обобщения теоремы
Кирхгофа—Трента (см., например, [9, теорема 1]) выражение m1 совпадает с алгебра-
ическим дополнением любого элемента матрицы K1, вычислительная сложность опре-
деления которого O(n3).

Замечание 2. Утверждение теоремы 1 автоматически переносится на мульти-
граф, полученный из графаG заменой каждого ребра v ∈ V на s(v) параллельно соеди-
нённых и независимо функционирующих рёбер с вероятностью работоспособности h.
Такое параллельное соединение имеет вероятность работоспособности ∼ s(v)h, h→ 0.

2. Вероятность связности пар вершин графа
Обозначим D(i, j) минимальное число рёбер в путях, соединяющих узлы i, j гра-

фа G, C(i, j) —число путей с D(i, j) рёбрами, Γ1(i, j), . . . ,ΓC(i,j)(i, j) —пути с D(i, j)
рёбрами. Для вероятности связности Pij(G) узлов i, j графа G доказаны следующие
утверждения.

Теорема 2.
1. Если p(v) = h, v ∈ V, то

Pij(G) ∼ C(i, j)hD(i,j), h→ 0. (3)

2. Если при некоторых s(v) > 0, v ∈ V, выполняется p(v)∼s(v)h, h→ 0, то

Pij(G) ∼ m(i, j)hD(i,j), h→ 0, m(i, j) =
C(i,j)∑
t=1

∏
v∈Γt(i,j)

s(v). (4)

Доказательство данной теоремы аналогично доказательству теоремы 1, с тем лишь
отличием, что в нем остовные деревья заменяются на кратчайшие пути между узла-
ми i, j.

Следствие 1. Если p(v) = h, v ∈ V, то

min
16i,j6n

Pij(G) ∼ ChD, h→ 0,

D = max
16i,j6n

D(i, j), C = min
(i,j): D(i,j)=D

C(i, j).

Остановимся на вычислении коэффициентов D(i, j), C(i, j) асимптотической фор-
мулы (3). Найдем все элементы матриц ||D(i, j)||ni,j=1, ||C(i, j)||ni,j=1, так как это более
экономичная процедура, чем последовательное определение элементов этой матрицы.

Для вычисления матрицы ||D(i, j)||ni,j=1 воспользуемся алгоритмом Флойда—
Стейнберга. Следуя [11], введём матрицу R = ||r(i, j)||ni,j=1 равенствами

r(i, j) =


1, (i, j) ∈ V,
0, i = j,
+∞ иначе.

На множестве квадратных матриц размера n × n введём операцию произведения ⊗
следующего вида: T ⊗Q = ||(t⊗ q)(i, j)||ni,j=1, где

(t⊗ q)(i, j) = min
16p6n

(t(i, p) + q(p, j)), 1 6 i, j 6 n.
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Обозначим t = min(f : 2f > n), тогда матрицу ||D(i, j)||ni,j=1 можно вычислить с помо-
щью рекуррентной процедуры

R2 = R⊗R, R2f+1

= R2f ⊗R2f , 1 6 f < t, ||D(i, j)||ni,j=1 = Rn = R2t . (5)

Для вычисления матрицы ||D(i, j)||ni,j=1 в соответствии с алгоритмом Флойда—Стейн-
берга требуется 2n3 log2 n арифметических операций. Зная матрицу ||D(i, j)||ni,j=1, мож-
но вычислить диаметр D графа G.

Перейдём теперь к вычислению матрицы ||C(i, j)||ni,j=1. Обозначим ||C1(i, j)||ni,j=1

матрицу смежности графа G :

C1(i, j) =

{
1, (i, j) ∈ V,
0 иначе.

Известно [12], что матрицы ||Ck(i, j)||ni,j=1, элементами которых являются количества
путей длины k между узлами i, j в графе G, удовлетворяют равенствам

||Ck+1(i, j)||ni,j=1 = ||Ck(i, j)||ni,j=1 · ||C1(i, j)||ni,j=1, 1 6 k < n. (6)

В свою очередь, справедливы очевидные соотношения

C(i, j) = CD(i,j)(i, j), 1 6 i, j 6 n. (7)

Таким образом, для вычислении матрицы ||C(i, j)||ni,j=1 с помощью формул (6), (7)
требуется определить матрицы ||C1(i, j)||ni,j=1, . . . , ||Cn−1(i, j)||ni,j=1. Эта процедура име-
ет вычислительную сложность O(n4.)

Замечание 3. Для сетей с ограниченным диаметром D в формуле (5) можно
заменить величину t на min{f : 2f > D}, при этом сложность вычисления матрицы
||D(i, j)||ni,j=1 составляет 2n3 log2D арифметических операций. В свою очередь, для
вычисления матрицы ||C(i, j)||ni,j=1 с помощью формул (6), (7) понадобится вычислить
матрицы ||Cl(i, j)||ni,j=1, l = 1, . . . , D, что потребует O(Dn3) арифметических операций.

Замечание 4. Для вычисления матрицы ||m(i, j)||ni,j=1 в соотношении (4) надо
ввести матрицу ||C1(i, j)||ni,j=1 следующим образом:

C1(i, j) =

{
s((i, j)), (i, j) ∈ V,
0 иначе

и, воспользовавшись равенством (6) и m(i, j) = CD(i,j)(i, j), 1 6 i, j 6 n, найти матри-
цы ||Cl(i, j)||ni,j=1, l = 1, . . . , n− 1.

3. Вычислительный эксперимент
Зададим граф G графически (рис. 1).
Составим для графа G матрицу Кирхгофа:

K =


3 -1 0 -1 0 -1
-1 3 -1 0 0 -1
0 -1 2 -1 0 0
-1 0 -1 3 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
-1 -1 0 0 -1 3

 .
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Рис. 1. Граф G

Число остовных деревьев графа m совпадает с алгебраическим дополнением любого
элемента матрицы K. В нашем случае m = 35. Полагая, что вероятность работо-
способности рёбер равна p(v) = h = 0,1, вычислим вероятность связности графа по
формуле (1) и методом Монте-Карло при 107 итераций, обозначив её P ∗(G):

P (G) ≈ 0,00035, P ∗(G) ≈ 0,000283.

Время счета по формуле (1) составило 2 с, а методом Монте-Карло— 12 ч.
Для заданного графа вычислим вероятности связности между всеми парами вер-

шин, полагая p(v) = h = 0,01. С использованием рекуррентных процедур (5) и (6)
вычислены матрицы ||D(i, j)||ni,j=1, ||C(i, j)||ni,j=1, характеризующие минимальное чис-
ло рёбер в путях и количество путей с минимальным числом рёбер:

||D(i, j)||ni,j=1 =


0 1 2 1 2 1
1 0 1 2 2 1
2 1 0 1 2 2
1 2 1 0 1 2
2 2 2 1 0 1
1 1 2 2 1 0

 , ||C(i, j)||ni,j=1 =


0 1 2 1 2 1
1 0 1 2 1 1
2 1 0 1 1 1
1 2 1 0 1 2
2 1 1 1 0 1
1 1 1 2 1 0

 .

Результаты вычислений вероятностей связности пар вершин Pij(G), 1 6 i, j 6 n, по
формуле (3) и методом Монте-Карло (P ∗ij(G)) при 106 итераций следующие:

||Pij(G)||ni,j=1 =


1 0,01 0,0002 0,01 0,0002 0,01

0,01 1 0,01 0,0002 0,0001 0,01
0,0002 0,01 1 0,01 0,0001 0,0001
0,01 0,0002 0,01 1 0,01 0,0002
0,0002 0,0001 0,0001 0,01 1 0,01
0,01 0,01 0,0001 0,0002 0,01 1

 ,

||P ∗ij(G)||ni,j=1 =


1 0,01035 0,000203 0,010027 0,000192 0,010205

0,01035 1 0,010001 0,000198 0,000095 0,009764
0,000203 0,010001 1 0,010083 0,000094 0,000103
0,010027 0,000198 0,010083 1 0,010051 0,000208
0,000192 0,000095 0,000094 0,010051 1 0,009973
0,010205 0,009764 0,000103 0,000208 0,009973 1

 .

Время счета по формуле (3) составило 10 с, методом Монте-Карло — 6 ч.
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