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Рассматривается последовательность Штерна b1 = 1, b2 = 1, b3 = 2, b4 = 3, b5 = 6,
b6 = 11, b7 = 20, b8 = 40 . . . Устанавливаются верхние и нижние границы для
значений элементов bi последовательности Штерна. В предположении, что век-
тор (a1, . . . , ar), элементы которого строятся по правилу a1 = br, a2 = br + br−1,

. . ., ar =
r∑
i=1

bi, является инъективным вектором с наименьшим возможным сре-
ди инъективных векторов размера r максимальным элементом, устанавливается
верхняя граница плотности инъективных векторов для r > 4.

Ключевые слова: плотность инъективных векторов, последовательность
Штерна.

Введение
Напомним некоторые определения.
Определение 1. Вектор A = (a1, . . . , ar) называется возрастающим, если и толь-

ко если условие aj > aj−1 выполняется для всех j, 2 6 j 6 r.

Определение 2. Вектор A = (a1, . . . , ar) называется инъективным, если для лю-
бых различных подмножеств A∗, A∗∗ ⊆ {a1, . . . , ar} суммы их элементов различны.

Определение 3. Плотностью вектора A = (a1, . . . , ar) называется число

d =
r

log2 max
16i6r

ai
.

В работе [1] рассмотрен вопрос о порядке роста числа инъективных векторов с ро-
стом максимального элемента вектора. Среди всех инъективных векторов заданного
размера r можно выделить векторы, обладающие наименьшим максимальным элемен-
том, то есть векторы, обладающие таким максимальным элементом, что инъективных
векторов с меньшим максимальным элементом не существует. В силу определения 3
эти векторы обладают наибольшей плотностью среди всех инъективных векторов раз-
мера r. В данной работе устанавливается верхняя граница для плотности инъективных
векторов в предположении, что один из инъективных векторов (a1, . . . , ar), обладаю-
щий наименьшим максимальным элементом среди всех таких векторов, может быть

построен по правилу a1 = br, a2 = br + br−1, . . ., ar =
r∑
i=1

bi, где b1, . . . , br — суть первые

r элементов последовательности Штерна.

1. О последовательности Штерна и результатах экспериментов
В ходе вычислительных экспериментов по подсчёту числа возрастающих инъек-

тивных и сверхрастущих векторов получена информация о векторах, обладающих
наименьшим среди всех векторов фиксированного размера r максимальным элемен-
том. Во втором столбце таблицы приведены все возрастающие инъективные векторы,
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обладающие наименьшим среди всех таких векторов максимальным элементом, для
1 6 r 6 9.

Рассмотрим для каждого возрастающего инъективного вектора (a1, a2, . . . , ar), об-
ладающего наименьшим среди всех векторов размера r максимальным элементом, раз-
ностный вектор

(a2 − a1, . . . , ar−1 − ar−2, ar − ar−1)

размера r − 1 (третий столбец таблицы). Для каждого 2 6 r 6 9 среди разностных
векторов встречается вектор, образованный первыми r−1 элементами последователь-
ности b1 = 1, b2 = 1, b3 = 2, b4 = 3, b5 = 6, b6 = 11, b7 = 20, b8 = 40, . . . , кроме
того, элементы вектора (a1, a2, . . . , ar), соответствующего этому разностному вектору,

построены по правилу a1 = br, a2 = br + br−1, . . ., ar =
r∑
i=1

bi.

Инъективные векторы с наименьшим максимальным элементом
и их разностные векторы

Размер Инъективные векторы с наименьшим Разностный
вектора r максимальным элементом вектор

1 (1)
2 (1, 2) (1)
3 (1, 2, 4) (1, 2)

(2, 3, 4) (1, 1)
4 (3, 5, 6, 7) (2, 1, 1)
5 (3, 6, 11, 12, 13) (3, 5, 1, 1)

(6, 9, 11, 12, 13) (3, 2, 1, 1)
6 (11, 17, 20, 22, 23, 24) (6, 3, 2, 1, 1)
7 (20, 31, 37, 40, 42, 43, 44) (11, 6, 3, 2, 1, 1)

(20, 40, 71, 77, 80, 82, 83, 84) (20, 31, 6, 3, 2, 1, 1)
8 (39, 59, 70, 77, 78, 79, 81, 84) (20, 11, 7, 1, 1, 2, 3)

(40, 60, 71, 77, 80, 82, 83, 84) (20, 11, 6, 3, 2, 1, 1)
9 (77, 117, 137, 148, 154, 157, 159, 160, 161) (40, 20, 11, 6, 3, 2, 1, 1)

Последовательность чисел b1 = 1, b2 = 1, b3 = 2, b4 = 3, b5 = 6, b6 = 11, b7 = 20,
b8 = 40, . . . образована по следующему правилу: первый элемент последовательности
равен 1, второй— предыдущему элементу, следующие два — сумме двух предыдущих
элементов, следующие три— сумме трех предыдущих элементов и так далее:

b1 = 1; b2 = b1;

b3 = b2 + b1; b4 = b3 + b2;

b5 = b4 + b3 + b2; b6 = b5 + b4 + b3; b7 = b6 + b5 + b4;

b8 = b7 + b6 + b5 + b4; b9 = b8 + b7 + b6 + b5; b10 = b9 + b8 + b7 + b6; b11 = b10 + b9 + b8 + b7;

. . .

Известно [2, c. 73 и 535], что в рекуррентном виде i-й член последовательности
Штерна b1, b2, . . . при i > 2 может быть записан следующим образом:

bi =

[√
2(i−2)+1/4+1/2

]∑
j=1

bi−j,

где через [x] обозначена целая часть числа x ∈ R.
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Последовательности такого типа впервые в 1838 г. рассмотрел М.А. Штерн в ра-
боте [3]; последовательность b1, b2, . . . также носит его имя [4], хотя в рассмотренной
Штерном последовательности сумма каждого числа слагаемых берётся только 2 раза.

Последовательность Штерна широко применяется при изучении процедур взве-
шенного голосования [5], а также в штрафной логике [6]. Более того, в работе [6] есть
указание на то, что в 1983 г. А. Родригез [7] доказал, что не существует «свободных
от коллизий» (что в нашей терминологии можно понимать как инъективных) век-

торов размера r, максимальный элемент которых меньше
r∑
i=1

bi, однако в работе [5],

полностью основанной на работе [7], таких указаний нет. Тем не менее в обеих ра-
ботах [5, 6] говорится о том, что А. Родригез [7] показал, что вектор (a1, a2, . . . , ar),

элементы которого построены по правилу a1 = br, a2 = br + br−1, . . ., ar =
r∑
i=1

bi, являет-

ся инъективным (и, более того, «сохраняющим большинство», то есть при k < h любая
сумма k его элементов меньше, чем любая сумма h его элементов, что важно для взве-
шенного голосования, но, вообще говоря, является дополнительным к инъективности
условием).

Основываясь на результатах экспериментов, полагаем, что является справедливой
следующая гипотеза, необходимая для обоснования основного результата.

Гипотеза 1. Не существует инъективного вектора размера r, максимальный эле-

мент которого строго меньше величины
r∑
i=1

bi, где b1, . . . , br — суть первые r элементов

последовательности Штерна.

2. О плотности инъективных векторов
Прежде чем перейти к доказательству основного результата, получим верхние и

нижние оценки для значений элементов последовательности Штерна. Теорема 1 пока-
зывает, что каждый следующий элемент последовательности Штерна не превосходит
удвоенного предыдущего элемента.

Теорема 1. Пусть b1, b2, . . .—последовательность Штерна, тогда 2bi > bi+1 для
всех i ∈ N.

Доказательство. Утверждение теоремы сводится к неравенству[√
2(i−2)+1/4+1/2

]∑
j=1

bi−j >

[√
2(i−1)+1/4+1/2

]
−1∑

j=1

bi−j,

поскольку

bi+1 = bi +

[√
2(i−1)+1/4+1/2

]∑
j=2

bi+1−j = bi +

[√
2(i−1)+1/4+1/2

]
−1∑

j=1

bi−j.

Покажем, что
[√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2
]
−
[√

2x+ 1/4 + 1/2
]

+1 > 0 для всех x ∈ N.
Сначала заметим, что для всех x ∈ N√

2x+ 1/4 >
√

2(x− 1) + 1/4 >
√

2x+ 1/4− 1.

Поэтому 0 >
√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2−
√

2x+ 1/4− 1/2 > −1 и

0 >
[√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2
]

+
{√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2
}
−

−
[√

2x+ 1/4 + 1/2
]
−
{√

2x+ 1/4 + 1/2
}
> −1,
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где через {x} обозначена дробная часть числа x ∈ R.
Но 1 >

{√
2x+ 1/4 + 1/2

}
−
{√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2
}
> −1, следовательно,

1 >
[√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2
]
−
[√

2x+ 1/4 + 1/2
]
> −2,

и так как
[√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2
]
−
[√

2x+ 1/4 + 1/2
]

+ 1 —целое число, то

1 >
[√

2(x− 1) + 1/4 + 1/2
]
−
[√

2x+ 1/4 + 1/2
]

+ 1 > 0,

что завершает доказательство теоремы.

Первое следствие теоремы 1 определяет случаи, в которых следующий элемент
последовательности Штерна в точности равен удвоенному предыдущему элементу.

Следствие 1. Пусть b1, b2, . . .—последовательность Штерна, тогда 2bi = bi+1 при
i = n(n− 1)/2 + 1 и n > 1.

Доказательство. Достаточно показать, что при i = n(n− 1)/2 + 1 и n > 1[√
2(i− 2) + 1/4 + 1/2

]
=
[√

2(i− 1) + 1/4 + 1/2
]
− 1.

С одной стороны, если i = n(n− 1)/2 + 1, то[√
2(i− 1) + 1/4 + 1/2

]
− 1 =

[√
(n− 1/2)2 + 1/2

]
− 1 = n− 1.

Так как (1− A)2 = 1− 2A+ A2 > 1− 2A для A ∈ R, то

1− 2

(n− 1/2)2
<

(
1− 1

(n− 1/2)2

)2

,

и при n > 1 выполнены неравенства

n− 1 6
√

(n− 1/2)2 − 2 + 1/2 < n− 1

n− 1/2
< n.

Следовательно, с другой стороны, если i = n(n− 1)/2 + 1 и n > 1, то[√
2(i− 2) + 1/4 + 1/2

]
=
[√

(n− 1/2)2 − 2 + 1/2
]

= n− 1.

Следствие доказано.

Второе следствие из теоремы 1 дает верхнюю оценку величины i-го элемента по-
следовательности Штерна.

Следствие 2. Пусть b1, b2, . . .—последовательность Штерна, тогда 2i−2 > bi при
i > 2.

Доказательство. Поскольку 2bi > bi+1 для всех i ∈ N, то для всех i > 2
выполняется 2i−2 = 2i−2b2 > 2i−3b3 > . . . > bi.

Следующие леммы необходимы для получения нижней оценки величины i-го эле-
мента последовательности Штерна. Первые две из них связаны с нижними оценками
биномиальных коэффициентов вида Cn

2n. Третья напоминает о некоторых особенно-
стях средних величин.
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Лемма 1. Для всех n ∈ N имеет место Cn
2n > 22n−1−2−1 log2 n.

Доказательство. Для n = 1 выполняется равенство C1
2 = 22−1−2−1 log2 1 = 2.

Рассмотрим случай n > 2. По формуле Стирлинга [8]

n! = (2πn)1/2nne−neθn/(12n)

для некоторого 0 < θn < 1, поэтому

Cn
2n =

(2n)!

n!n!
=

((2π(2n))1/2(2n)2ne−(2n)eθ1n/(24n)

(2πn)n2ne−2neθ2n/(6n)
=

22n−Cn/n

(πn)1/2
= 22n−2−1 log2(πn)−Cn/n,

где 0 < θ1n < 1; 0 < θ2n < 1; Cn = log2 e
4θ2n − θ1n

24
.

Теперь, поскольку
|Cn|
n

<
1

6
для всех n > 2 и

log2 π

2
= 0,82574...,

Cn
2n > 22n−1−2−1 log2 n

для всех n > 2.

Лемма 2. Для всех n ∈ N
n∏
j=1

(2− j−1) > 2n−1−2−1 log2 n.

Доказательство.
n∏
j=1

(2− j−1) = (2n−1)!!
n!

=
(2n)!

2n(n!)2
=
Cn

2n

2n
>

22n−1−2−1 log2 n

2n
= 2n−1−2−1 log2 n.

Лемма 3. Пусть A = (a1, a2, . . . , ar) — возрастающий вектор, тогда

s

r∑
i=1

ai

r
>

s∑
i=1

ai для всех 1 6 s 6 r.

Доказательство. Для s = r, очевидно, выполняется равенство.
Для 1 6 s 6 r − 1

s

r∑
i=s+1

ai

r − s
> sas+1 >

s∑
i=1

ai,

поэтому s
r∑

i=s+1

ai > r
s∑
i=1

ai − s
s∑
i=1

ai, откуда
r∑
i=1

ai > r
s∑
i=1

ai.

Теорема 2 даёт нижнюю оценку i-го элемента последовательности Штерна.
Теорема 2. Пусть b1, b2, . . .—последовательность Штерна, тогда для любого на-

турального l > 3

bl > 2l−4−2−1 log2([
√

2(l−2)+1/4−1/2]).

Доказательство. Пусть t = n(n− 1)/2 + 1 и k = n − 1, тогда, согласно след-
ствию 1 из теоремы 1, bt+1 = 2bt. Рассмотрим возрастающий вектор(

bt−(n−1), . . . , bt−1

)
=
(
b (n−1)(n−2)

2
+1+1

, . . . , b (n−1)(n−2)
2

+1+n−1

)
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размера r = n− 1. По лемме 3 для всех 1 6 s 6 n− 1 получим

s∑
j=1

b (n−1)(n−2)
2

+1+j
6

s

n− 1

n−1∑
i=1

bt−i

и, так как
n−1∑
i=1

bt−i = bt, то для всех 1 6 s 6 n− 1

bt −
s∑
j=1

b (n−1)(n−2)
2

+1+j
>
n− 1− s
n− 1

bt,

поэтому

bt+2 = bt+1 + bt + . . .+ b (n−1)(n−2)
2

+3
= 3bt +

(
bt − b (n−1)(n−2)

2
+2

)
> 3bt +

k − 1

k
bt,

bt+3 > bt+2 + bt+1 + bt +
k − 2

k
bt > 6bt +

k − 1

k
bt +

k − 2

k
bt,

bt+4 > 12bt + 2
k − 1

k
bt +

k − 2

k
bt +

k − 3

k
bt,

. . .

В случае 2 6 i 6 n получаем

bt+i >

(
3 · 2i−2 + 2i−3k − 1

k
+ 2i−4k − 2

k
+ . . .+ 2

k − (i− 3)

k
+
k − (i− 2)

k
+
k − (i− 1)

k

)
bt =

=

(
2i + 2i−3−1

k
+ 2i−4−2

k
+ . . .+ 2

−(i− 3)

k
+
−(i− 2)

k
+
−(i− 1)

k

)
bt =

=

(
2i − 2i−3 1

k

(
i−2∑
j=1

j

2j−1
+

(i− 1)

2i−3

))
bt >

(
2i − 2i−3 1

k

(
i−1∑
j=1

j

2j−1
+

(i− 1)

2i−2

))
bt >

>

(
2i − 2i−3 1

k

∞∑
j=1

j

2j−1

)
bt =

(
2i − 2i−1k−1

)
bt = 2i−1

(
2− k−1

)
bt,

так как
S =

∞∑
j=1

j

2j−1
=
∞∑
j=1

1

2j−1
+
∞∑
l=1

l − 1

2l−1
= 2 + 2−1

∞∑
j=1

j

2j−1
= 2 + 2−1S.

Таким образом, bt+1 = 2bt для t = n(n− 1)/2 + 1 и bt+i > 2i−1(2 − (n − 1)−1)bt для
2 6 i 6 n. Из этого следует, что

bt+1 = 2bt > 2 · 2n−2
(
2− (n− 2)−1

)
bt−(n−1) > 2

n−2∏
j=1

(2j (2− j−1)) b2,

и по лемме 2

2
n−2∏
j=1

(
2j
(
2− j−1

))
b2 = 2(n−2)(n−1)/2+1 · 2n−3−2−1 log2(n−2) > 2t+1−4−2−1 log2(n−2).

При 2 6 i 6 n

bt+i > 2i−1
(
2− (n− 1)−1

)
bt > 2i−1

(
2− (n− 1)−1

)
2n−2

(
2− (n− 2)−1

)
bt−(n−1) >

> 2i−1
n−1∏
j=1

(
2j
(
2− j−1

))
b2 = 2i−12(n−2)(n−1)/2

n−1∏
j=1

(
2− j−1

)
,
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и по лемме 2
2i−12(n−2)(n−1)/2

n−1∏
j=1

(
2− j−1

)
= 2t+i−4−2−1 log2(n−1).

Пусть l = t+ i, где 1 6 i 6 n, тогда при l > 2

n = max

{
j ∈ N :

j(j − 1)

2
+ 2 6 l

}
= max

{
j ∈ N : (j − 1/2)2 6 2(l − 2) + 1/4

}
=

= max
{
j ∈ N : j 6

√
2(l − 2) + 1/4 + 1/2

}
=
[√

2(l − 2) + 1/4 + 1/2
]
.

Следовательно, при l > 3

bl = bt+i > 2t+i−4−2−1 log2(n−1) = 2l−4−2−1 log2([
√

2(l−2)+1/4+1/2]−1) =

= 2l−4−2−1 log2([
√

2(l−2)+1/4−1/2]).

Теорема доказана.

Наконец, теорема 3 устанавливает верхнюю границу для плотности инъективных
векторов.

Теорема 3. При условии, что гипотеза 1 является верной, плотность инъектив-
ных векторов размера r > 4 удовлетворяет неравенству

din 6
r

r − 3− 2−1 log2([
√

2(r − 2) + 1/4− 1/2])
.

Доказательство. Для возрастающих инъективных векторов размера r при усло-
вии, что гипотеза 1 верна, выполнено

ar =
r∑
i=1

bi > 2 +
r∑
i=3

2i−4−2−1 log2([
√

2(i−2)+1/4−1/2]) > 2 + 2−4−2−1 log2([
√

2(r−2)+1/4−1/2])
r∑
i=3

2i =

= 2 + 2−1−2−1 log2([
√

2(r−2)+1/4−1/2])(2r−2 − 1) > 2r−3−2−1 log2([
√

2(r−2)+1/4−1/2]).

Обратим внимание на то, что в данном случае

log2 ar > r − 3− 2−1 log2([
√

2(r − 2) + 1/4− 1/2]),

но для вычисления верхней границы плотности необходимо потребовать, чтобы вы-
полнялось неравенство

r − 3− 2−1 log2([
√

2(r − 2) + 1/4− 1/2]) > 0,

поскольку din > 0. Это условие выполнено при r > 4.
Из этого следует, что при r > 4

din =
r

max
16i6r

log2 ai
=

r

log2 ar
6

r

r − 3− 2−1 log2([
√

2(r − 2) + 1/4− 1/2])
.

Теорема доказана.
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Заключение
Возможно, кому-то покажется более интересной следующая граница, легко полу-

чаемая из теоремы 3.
Следствие 3. При условии, что гипотеза 1 является верной, плотность инъек-

тивных векторов размера r > 4 удовлетворяет неравенству

din 6
r

r − 3,25− 2−2 log2(r − 2)
.

Заметим, что границы, приведенные в теореме 2 и следствии 3, на наш взгляд,
улучшают встречающуюся, например в [9], границу r/(r − log2 r), поскольку при r > 20
справедливо неравенство

r

r − 3,25− 2−2 log2(r − 2)
<

r

r − log2 r
.
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