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Пусть UTs — алгебра верхнетреугольных матриц порядка s. Приводятся эквива-
лентные условия для оценок роста подмногообразий многообразия var(UTs), мно-
гообразий алгебр Лейбница с нильпотентным коммутантом и многообразий ал-
гебр Лейбница —Пуассона, идеалы тождеств которых содержат тождества вида
{{x1, y1}, . . . , {xn, yn}} = 0, {x1, y1} · . . . · {xn, yn} = 0.
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Алгебра Лейбница над полем K — векторное пространство с K-билинейной опера-
цией умножения {, }, относительно которого выполнено тождество Лейбница

{{x, y}, z} = {{x, z}, y}+ {x, {y, z}},

превращающее правое умножение в дифференцирование этой алгебры. При этом заме-
тим, что если в алгебре Лейбница выполняется тождество {x, x} = 0, то она является
алгеброй Ли.

Векторное пространство A над полемK с двумяK-билинейными операциями умно-
жения · и {, } называется алгеброй Лейбница—Пуассона, если относительно операции ·
пространство A является коммутативной ассоциативной алгеброй с единицей, относи-
тельно операции {, }— алгеброй Лейбница и для любых a, b, c ∈ A данные операции
связаны правилами

{a · b, c} = a · {b, c}+ {a, c} · b, {c, a · b} = a · {c, b}+ {c, a} · b.

Алгебры Лейбница—Пуассона возникают в различных разделах алгебры, дифферен-
циальной геометрии, топологии, современной теоретической физики и являются обоб-
щениями алгебр Пуассона.

Пусть V —некоторое многообразие линейных алгебр над полем K (необходимые
сведения о многообразиях PI-алгебр можно найти, например, в [1, 2]), K(X, V ) — сво-
бодная алгебра многообразия V , где X = {x1, x2, . . .}— счётное множество свободных
образующих; Pn(V ) —подпространство в K(X, V ), состоящее из всех полилинейных
элементов степени n от переменных x1, . . . , xn. Обозначим

cn(V ) = dimPn(V ), exp(V ) = lim
n→∞

n
√
cn(V ).

Хорошо известно, что в ассоциативном случае при charK = 0 экспонента
произвольного нетривиального многообразия существует и является целым числом
(М.В. Зайцев и А. Джамбруно [3]). В случае многообразий алгебр Ли при charK = 0
построен пример разрешимого многообразия [4], экспонента которого находится в ин-
тервале (3,4).
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Напомним, что в случае основного поля нулевой характеристики Sn-модуль Pn(V )
является вполне приводимым и разложение его характера в целочисленную комбина-
цию неприводимых характеров имеет следующий вид:

χn(V ) = χ(Pn(V )) =
∑
λ`n

mλ(V )χλ. (1)

Обозначим через V A
s многообразие ассоциативных алгебр, определённое тожде-

ством
[x1, x2][x3, x4] . . . [x2s−1, x2s] = 0,

где [, ] — операция коммутирования. В работах [5, 6], в частности, показано, что для
любого многообразия ассоциативных алгебр V над произвольным полем exp(V ∩ V A

s )
существует и является целым числом. Пусть UTs = UTs(K) — алгебра верхнетреуголь-
ных матриц порядка s. Хорошо известно [7], что при charK = 0 алгебра UTs порождает
многообразие V A

s .
Пусть V L

s —многообразие алгебр Лейбница, определённое тождеством

{x1, x2}{x3, x4} . . . {x2s+1, x2s+2} = 0.

В работе [8] показано, что для любого многообразия алгебр Лейбница V над произ-
вольным полем exp(V ∩ V L

s ) существует и является целым числом.
Обозначим через V LP

s многообразие алгебр Лейбница—Пуассона, определённое
всеми полилинейными тождествами степени 2s вида

{{x11, y11}, {x12, y12}, . . . , {x1λ1 , y1λ1}} · {{x21, y21}, {x22, y22}, . . . , {x2λ2 , y2λ2}} · . . .
. . . · {{xk1, yk1}, {xk2, yk2}, . . . , {xkλk , ykλk}} = 0, λ ` s.

Например, многообразие V LP
4 определяется полилинейными тождествами

{{x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}, {x4, y4}} = 0,

{{x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}} · {x4, y4} = 0,

{{x1, y1}, {x2, y2}} · {{x3, y3}, {x4, y4}} = 0,

{{x1, y1}, {x2, y2}} · {x3, y3} · {x4, y4} = 0,

{x1, y1} · {x2, y2} · {x3, y3} · {x4, y4} = 0.

В работе [9] показано, что для любого многообразия алгебр Лейбница —Пуассона V
над произвольным полем exp(V ∩ V LP

s ) существует и является целым числом. Заме-
тим, что если в многообразии алгебр Лейбница —Пуассона выполнены полилинейные
тождества вида

{{x1, y1}, . . . , {xn, yn}} = 0, {x1, y1} · . . . · {xn, yn} = 0,

то для некоторого s данное многообразие является подмногообразием в V LP
s .

Теорема 1. Пусть характеристика основного поля равна нулю, V A —многообра-
зие ассоциативных алгебр, V L —многообразие алгебр Лейбница, V LP —многообразие
алгебр Лейбница—Пуассона и d—некоторое неотрицательное целое число. Тогда для
любого значения a = A,L, LP следующие условия эквивалентны:

1) exp(V a ∩ V a
d+1) 6 d;

2) для любого целого s > d выполнено неравенство exp(V a ∩ V a
s ) 6 d;
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3) существует такая константа C, что в сумме (1) mλ(V
a∩V a

d+1) = 0 в случае, если
выполнено условие n− (λ1 + λ2 + . . .+ λd) > C;

4) для любого целого s > d существует такая константа C = C(s), что в сумме (1)
mλ(V

a ∩ V a
s ) = 0 в случае, если выполнено условие n− (λ1 + λ2 + . . .+ λd) > C.

Доказательство. При a = A утверждение теоремы следует из работы [6], при
a = L—из работ [8, 10], при a = LP —из работ [9, 11].

Теорема 2. Пусть для некоторого многообразия линейных алгебр V a, a ∈ {A,L,
LP}, над полем нулевой характеристики и некоторого целого неотрицательного d вы-
полнено равенство exp(V a ∩ V a

d+1) = d. Тогда для любого целого s > d выполнено
равенство exp(V a ∩ V a

s ) = d.
Доказательство. Так как для любого s выполнено неравенство exp(V a ∩V a

s ) 6
6 exp(V a ∩ V a

s+1), то для любого целого s > d, с учётом теоремы 1, выполнено двойное
неравенство d 6 exp(V a ∩ V a

s ) 6 d.
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