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Приводится пример континуального семейства β-замкнутых классов функций
многозначной логики, содержащих только функции, принимающие не более трёх
значений, где оператор β-замыкания определён на основе кодирования функций
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Введение
Широко известно, что семейство классов функций k-значной логики, замкнутых от-

носительно операции суперпозиции, является континуальным при k > 3 [1, 2]. В связи
с этим возникают значительные сложности при описании данных классов, и поэтому
для их изучения часто рассматривают различные усиления операции суперпозиции,
которые позволяют получить семейства замкнутых классов с более обозримой струк-
турой [3 – 5].

В работе [6] использован аналогичный подход. В ней определен оператор β-за-
мыкания на основе кодирования функций многозначной логики в двоичной системе
счисления и построено отображение семейства β-замкнутых классов функций k-знач-
ной логики в семейство замкнутых классов булевых функций. При этом установлено,
что в каждый класс булевых функций отображается конечное (и непустое) множество
β-замкнутых классов функций k-значной логики, содержащих только функции, при-
нимающие не более двух значений. Таким образом, доказана счётность семейства раз-
личных β-замкнутых классов, содержащих только функции, принимающие не более
двух значений, в то время как аналогичное семейство классов, замкнутых относитель-
но операции суперпозиции, является континуальным [1, 2].

В настоящей работе приводится континуальное семейство β-замкнутых классов
функций k-значной логики, содержащих только функции, принимающие не более трёх
значений, а также доказываются некоторые свойства данного семейства классов.

1. Основные определения и обозначения
Сформулируем основные определения (подробнее см. [6]). Пусть k > 2. Через Ek

обозначим множество {0, 1, . . . , k−1}, а через En
k , где n > 1, — множество всех наборов

длины n, компоненты которых принадлежат Ek. Через Pk обозначим множество всех
функций k-значной логики.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты №11-01-00508 и 14-01-00598) и
программы фундаментальных исследований ОМН РАН «Алгебраические и комбинаторные методы
математической кибернетики и информационные системы нового поколения» (проект «Задачи опти-
мального синтеза управляющих систем»).
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Будем рассматривать только случаи, когда значность k логики задаётся соотно-
шением k = 2m, где m > 2. Тогда каждое число α из Ek можно записать в двоичной
системе счисления. Это означает, что ему взаимно однозначно сопоставляется двоич-
ный вектор (α1, . . . , αm) из Em

2 , который будем обозначать через 〈α1, . . . , αm〉 или α̂.
Переменной x, принимающей значения из Ek, можно поставить в соответствие вектор-
переменную 〈x1, . . . , xm〉, где x1, . . . , xm принимают значения из множества E2, таким
образом, что каждому значению α переменной x ставится в соответствие значение
〈α1, . . . , αm〉 вектор-переменной 〈x1, . . . , xm〉. Данную вектор-переменную будем обо-
значать также через x̂, а каждую из переменных x1, . . . , xm называть компонентой
вектор-переменной x̂ или просто компонентой переменной x.

Произвольной n-местной функции F (x1, . . . , xn) из Pk можно сопоставить вектор-
функцию 〈f1, . . . , fm〉, где функции f1, . . . , fm являются булевыми и каждая из них
зависит от всех булевых переменных xj1, . . . , xjm, j = 1, . . . , n (здесь x̂j = 〈xj1, . . . , xjm〉).
Данную вектор-функцию будем также обозначать через F̂ (〈x1

1, . . . , x
1
m〉, . . . , 〈xn1 , . . . , xnm〉)

или F̂ .
Описанные представления будем называть двоичным представлением числа α, пе-

ременной x и функции F соответственно.
Пусть F ∈ Pk и F̂ = 〈f1, . . . , fm〉. Каждую из булевых функций f1, . . . , fm будем

называть компонентой вектор-функции F̂ , а также компонентой функции F . Мно-
жество всех компонент функции F обозначим через b(F ).

Пусть A ⊆ Pk. Класс булевых функций, совпадающий с замыканием множества⋃
F∈A

b(F ) относительно операций суперпозиции и введения несущественной переменной,

будем называть булевым замыканием множества A и обозначать через B(A).
Будем говорить, что функция H из Pk получена из функций множества A при

помощи операции двоичной суперпозиции, если найдутся функция F из множества A
и функции g1, . . . , gmn из множества B(A) (где n—число переменных функции F ),
такие, что выполняется следующее равенство:

Ĥ = F̂
(
〈g1, . . . , gm〉, . . . , 〈gm(n−1)+1, . . . , gmn〉

)
.

Множество всех функций, которые могут быть получены из функции системы A
при помощи операций двоичной суперпозиции и введения несущественной переменной,
будем называть β-замыканием множества A и обозначать через [A]β. В работе [6]
установлено, что введённый оператор β-замыкания удовлетворяет всем необходимым
свойствам оператора замыкания, алгебраическое описание которых можно найти, на-
пример, в [7].

Пусть F ∈ Pk. Через D(F ) будем обозначать множество значений функции F , а
через Pk|r, где 1 6 r 6 k, — множество всех функций k-значной логики, принимающих
не более r значений.

2. Континуальное семейство β-замкнутых классов
Приведём пример континуального семейства β-замкнутых классов функций из Pk|3.

Для каждого n > 2 определим функцию Fn из Pk, зависящую от переменных x1, . . . ,
xn, y1, . . . , yn, через её двоичное представление 〈fn,1, . . . , fn,m〉:

fn,1 = x1
1 ∨ x2

1 ∨ · · · ∨ xn1 ∨ y1
1&y2

1& . . .&yn1 ;

fn,i = y1
1 ∨ y2

1 ∨ · · · ∨ yn1 ∨ dn(x1
1, x

2
1, . . . , x

n
1 ) ∨ x1

1&x2
1& . . .&xn1 , 2 6 i 6 m,
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где x∨y, x&y, x— соответственно дизъюнкция, конъюнкция и отрицание в двузначной
логике, а dn(x1

1, . . . , x
n
1 ) =

∨
16i<j6n

xi1&xj1.

Так как каждая из компонент функции Fn зависит только от первых компонент
переменных x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, в дальнейшем будем обозначать булевы переменные
xi1, yi1 через xi и yi соответственно, i = 1, . . . , n. Тогда

fn,1 = x1 ∨ · · · ∨ xn ∨ y1& . . .&yn;

fn,i = y1 ∨ · · · ∨ yn ∨ dn(x1, . . . , xn) ∨ x1& . . .&xn, 2 6 i 6 m.

Для функций Fn, n > 2, выполняются следующие свойства.
1) Компоненты функции Fn существенно зависят только от переменных x1, . . . , xn

и y1, . . . , yn.
2) B({Fn}) = O∞, где через O∞ обозначается замкнутый класс всех булевых функ-

ций f , для которых найдётся переменная x, от которой зависит функция f , и
такая, что f > x (подробнее см., например, [8]).
Данное свойство следует из того, что все компоненты функции Fn принадле-
жат классу O∞, а функция fn,2 не содержится в классах MO∞ и O∞0 — обоих
предполных классах в классе O∞ [8] — и тем самым порождает все функции из
этого класса.

3) D(Fn) = {α01, α10, α11}, где двоичные представления чисел α01, α10, α11 равны
〈0, 1, 1, . . . , 1〉, 〈1, 0, 0, . . . , 0〉 и 〈1, 1, 1, . . . , 1〉 соответственно.
Так как функции fn,2, . . . , fn,m равны между собой, то двоичное представление
функции Fn может принимать значения только из множества

{〈0, 0, 0, . . . , 0〉, 〈0, 1, 1, . . . , 1〉, 〈1, 0, 0, . . . , 0〉, 〈1, 1, 1, . . . , 1〉}.

Функция fn,1 равна нулю тогда и только тогда, когда x1 = · · · = xn = 0 и
хотя бы одна из переменных y1, . . . , yn равна 0. Но если x1 = · · · = xn = 0,
то функция fn,2 равна единице, поэтому двоичное представление функции Fn
не принимает значение 〈0, 0, 0 . . . , 0〉, а значения 〈0, 1, 1, . . . , 1〉, 〈1, 0, 0, . . . , 0〉,
〈1, 1, 1, . . . , 1〉 принимает соответственно при следующих значениях переменных:

— x1 = · · · = xn = y1 = · · · = yn = 0;
— x1 = 1, x2 = · · · = xn = y1 = · · · = yn = 0;
— x1 = · · · = xn = y1 = · · · = yn = 1.

Отметим, что похожее множество функций использовалось в работе [9] для дока-
зательства континуальности семейства самодвойственных классов функций k-значной
логики.

Положим W =
∞⋃
n=2

{Fn}.

Лемма 1. Для всех n > 2 справедливо соотношение Fn /∈
[
W\{Fn}

]
β
.

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы 1 неверно. Это значит,
что имеет место соотношение

F̂n = Ĥ
(
〈ω1, . . . , ωm〉, . . . , 〈ωm(r−1)+1, . . . , ωmr〉

)
, (1)

где функция H принадлежит множеству W\{Fn} либо получена из функций дан-
ного множества путём введения несущественных переменных; r—число перемен-
ных функции H; булевы функции ω1, . . . , ωmr принадлежат множеству B(W\{Fn}).
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Поскольку функция Fn не содержит несущественных переменных, то без ограничения
общности можно положить, что H = Fp для некоторого числа p, p > 2, p 6= n, и
r = 2p. Так как B({Fi}) = O∞ для любого i > 2, то B(W\{Fn}) = O∞, и поэтому все
функции ω1, . . . , ω2mp принадлежат классу O∞, а так как все компоненты функции Fn
существенно зависят только от переменных x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, то без ограничения
общности можно считать, что булевы функции ω1, . . . , ω2mp зависят только от тех же
переменных.

Поскольку все компоненты функции Fp существенно зависят только от первых ком-
понент вектор-переменных, то компоненты ω2, . . . , ωm, . . . , ωm(2p−1)+2, . . . , ω2mp можно
заменить на константу 1, которая содержится в классе O∞.

Для всех i, 1 6 i 6 p, обозначим функцию ωm(i−1)+1 через gi, а функцию
ωm(p+i−1)+1 —через hi. В данных обозначениях соотношение (1) можно записать при
помощи эквивалентной системы равенств:{

fn,1 = g1 ∨ · · · ∨ gp ∨ h1& . . .&hp;

fn,i = h1 ∨ · · · ∨ hp ∨ dp(g1, . . . , gp) ∨ g1& . . .&gp, 2 6 i 6 m.

(2)
(3)

Так как gi ∈ O∞, то gi мажорирует некоторую переменную из множества {x1, . . . ,
xn, y1, . . . , yn}, i = 1, . . . , p. Предположим, что для некоторого числа i, 1 6 i 6 p,
функция gi мажорирует переменную yj, 1 6 j 6 n. Рассмотрим набор α̃ = (α1, . . . , α2n)
из E2n

2 , у которого все компоненты равны нулю, кроме компоненты с номером n+j (она
соответствует переменной yj). Тогда gi(α̃) = 1. Но fn,1(α̃) = 0, а значит, не выполняется
соотношение (2). Следовательно, ни одна из функций g1, . . . , gp не мажорирует ни одну
из переменных y1, . . . , yn. Аналогичными рассуждениями получаем, что ни одна из
функций h1, . . . , hp не мажорирует ни одну из переменных x1, . . . , xn.

Далее предположим, что выполняется неравенство p > n. Так как каждая из функ-
ций g1, . . . , gp мажорирует хотя бы одну переменную из множества {x1, . . . , xn}, найдёт-
ся переменная xi, 1 6 i 6 n, которая мажорируется как минимум двумя функциями gi1
и gi2 , 1 6 i1 < i2 6 p. Рассмотрим набор α̃ = (α1, . . . , α2n) из E2n

2 , у которого все компо-
ненты равны нулю, кроме компоненты с номером i (она соответствует переменной xi).
Тогда gi1(α̃) = gi2(α̃) = 1, а следовательно, dp

(
g1(α̃), . . . , gp(α̃)

)
= 1. Но fn,2(α̃) = 0,

так как dn(α1, . . . , αn) = α1& . . .&αn = αn+1 ∨ · · · ∨ α2n = 0. Поэтому не выполняется
соотношение (3).

Теперь предположим, что p < n. Для каждого числа i, 1 6 i 6 p, функция hi мажо-
рирует хотя бы одну переменную из множества {y1, . . . , yn}. Это означает, что найдёт-
ся число ji, 1 6 ji 6 n, для которого hi > yji . Рассмотрим набор α̃ = (α1, . . . , α2n)
из E2n

2 , у которого компоненты с номерами n + j1, . . . , n + jp равны единице (они
соответствуют переменным yj1 , . . . , yjp), а остальные компоненты равны нулю. Тогда
h1(α̃) = · · · = hp(α̃) = 1, а следовательно, h1(α̃)& . . . ,&hp(α̃) = 1. Поскольку p < n,
{i1, . . . , ip} 6= {1, . . . , n}. Поэтому найдётся число j, 1 6 j 6 n, такое, что αn+j = 0.
Значит, α1 ∨ · · · ∨ αn = αn+1& . . .&α2n = 0, и на наборе α̃ функция fn,1 равна нулю.
Поэтому не может выполняться соотношение (2), что и требовалось доказать.

Теорема 1. Пусть k = 2m, где m > 2. Тогда семейство различных β-замкнутых
классов функций из Pk|3 с булевым замыканием O∞ является континуальным.

Доказательство. Для каждого подмножества S множества {2, 3, 4, . . . } опре-
делим множество функций k-значной логики {Fi : i ∈ S}, которое будем обозначать
через W(S).
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Рассмотрим два различных подмножества R и Q множества {2, 3, 4, . . . }. Для них
найдётся число n, такое, что n ∈ R\Q или n ∈ Q\R. Без ограничения общности будем
считать, что n ∈ R\Q. Тогда Fn ∈ [W(R)]β, но по лемме 1 выполняется соотношение
Fn /∈ [W\{Fn}]β, а значит, Fn /∈ [W(Q)]β.

Получили, что для различных подмножеств R и Q множества {2, 3, 4, . . . } раз-
личны и β-замкнутые классы функций [W(R)]β и [W(Q)]β. Так как семейство раз-
личных таких подмножеств имеет континуальную мощность, то семейство различных
β-замкнутых классов функций из Pk|3 с булевым замыканием O∞ как минимум кон-
тинуально.

Множество всех функций k-значной логики является счётным, а следовательно,
семейство его подмножеств континуально. Поэтому семейство различных β-замкну-
тых классов функций из Pk|3 с булевым замыканием O∞ имеет мощность не более
континуума. Значит, оно континуально, что и требовалось показать.

3. Другие семейства β-замкнутых классов функций из Pk|3
Покажем теперь, что для каждого класса B булевых функций, который строго

содержится в классе O∞, семейство β-замкнутых классов функций из Pk|3 с булевым
замыканием B является конечным. Для этого введём вспомогательные определения.

Пусть f, f1, . . . , fp — булевы функции, зависящие от одного и того же множества
переменных. Функцию f будем называть функционально зависимой от функций
f1, . . . , fp, если существует p-местная булева функция g, такая, что f = g(f1, . . . , fp).
В ином случае функцию f будем называть функционально независимой от функций
f1, . . . , fp. Функции, реализующие константы 0 и 1, будем считать функционально за-
висимыми от пустого множества функций. Если для всех чисел j, 1 6 j 6 p, функ-
ции fj являются функционально независимыми от функций f1, . . . , fj−1, fj+1, . . . , fp, то
множество функций {f1, . . . , fp} назовём функционально независимым.

Лемма 2. Пусть A = {f1, . . . , fp}—функционально независимое множество бу-
левых функций и d(A) —число значений булевой вектор-функции (f1, . . . , fp). Тогда
выполняются соотношения dlog2 d(A)e 6 p 6 d(A)− 1.

Доказательство. Так как d(A) —число значений булевой вектор-функции
(f1, . . . , fp), то очевидно, что верно неравенство d(A) 6 2p. Поэтому log2 d(A) 6 p,
а так как p является натуральным числом, то dlog2 d(A)e 6 p.

Доказательство соотношения p 6 d(A)− 1 будем вести индукцией по p.
Пусть p = 1. Тогда функция f1 не является константой по определению функцио-

нально независимого множества. Поэтому d(A) = 2, что и необходимо.
Теперь предположим, что для любого функционально независимого множества

A′ = {f1, . . . , fs} булевых функций, где 1 6 s < p и d(A′) —число значений булевой
вектор-функции (f1, . . . , fs), верно соотношение s 6 d(A′)− 1.

Покажем, что выполняется соотношение p 6 d(A) − 1 для функционально неза-
висимого множества {f1, . . . , fp} булевых функций. Для этого рассмотрим его под-
множество A′ = {f1, . . . , fp−1}. Это функционально независимое множество функций,
поэтому по предположению индукции верно соотношение p−1 6 d(A′)−1. Если для лю-
бого вектора (a1, . . . , ap−1) из Ep−1

2 на множестве наборов, на которых вектор-функция
(f1, . . . , fp−1) принимает значение (a1, . . . , ap−1), функция fp является константой, то
функция fp является функционально зависимой от функций f1, . . . , fp−1, что неверно.
Поэтому найдётся вектор (a1, . . . , ap−1) из Ep−1

2 , такой, что на множестве наборов, на
которых вектор-функция (f1, . . . , fp−1) принимает значение (a1, . . . , ap−1), функция fp
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не является константой. Значит, d(A) > d(A′) + 1, из чего и следует необходимое соот-
ношение.

Пусть F ∈ Pk и F̂ = 〈f1, . . . , fm〉. Множество компонент {fi1 , . . . , fip} будем назы-
вать базой функции F , если данное множество является функционально независимым,
а остальные компоненты функции F являются функционально зависимыми от функ-
ций fi1 , . . . , fip .

Лемма 3. Пусть F ∈ Pk, F̂ = 〈f1, . . . , fm〉, {fi1 , . . . , fip}— база функции F и
|D(F )| = r. Тогда выполняются соотношения dlog2 re 6 p 6 r − 1.

Доказательство. Так как значение функции F однозначным образом опреде-
ляется по значениям функций из её базы, то доказываемые соотношения вытекают из
леммы 2.

Лемма 4. Пусть A ⊆ Pk|3, [A]β = A, R ⊆ A, B(A) = B(R) и класс B(A) содер-
жится в классе M или в классе T01. Тогда для любой функции F из множества A най-
дётся функция HF из A, зависящая от одной переменной, и такая, что F ∈ [R∪{HF}]β.

Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию F из множества A. Обо-
значим через n число переменных функции F , а через 〈f1, . . . , fm〉— её двоичное пред-
ставление. Если функция F является константой, то в качестве HF можно взять функ-
цию, реализующую ту же константу, что и функция F , и зависящую от одной пере-
менной.

Пусть теперь функция F принимает два или три значения. Тогда среди её ком-
понент содержатся не только константы, а значит, класс B(A) содержит селекторные
функции [8].

Рассмотрим случай, когда функция F принимает три значения (более простой слу-
чай, когда функция F принимает два значения, рассматривается аналогично). По лем-
ме 3 у неё найдётся база, состоящая ровно из двух функций. Без ограничения общно-
сти будем считать, что базой является множество {f1, f2}. Функции f1 и f2 не яв-
ляются функционально зависимыми друг от друга. Поэтому они не равны между
собой и не являются константами. Если класс B(A) содержится в классе монотон-
ных функций, то функции f1 и f2 являются монотонными, а значит, верны равенства
f1(0, . . . , 0) = f2(0, . . . , 0) = 0 и f1(1, . . . , 1) = f2(1, . . . , 1) = 1. Если класс B(A) содер-
жится в классе T01, то выполняются аналогичные равенства.

Функции f1 и f2 не равны между собой. Значит, найдётся набор α̃ = (α1, . . . , αmn)
из Emn

2 , на котором значения данных функций различны. Без ограничения общности
будем считать, что f1(α̃) = 1, а f2(α̃) = 0. Поскольку функция F принимает ровно
три значения, а значения её компонент f3, . . . , fm однозначным образом определяются
по значениям функций f1 и f2, то двоичное представление функции F принимает
следующие значения: 〈

0, 0, f3(0, . . . , 0), . . . , fm(0, . . . , 0)
〉
,〈

1, 0, f3(α1, . . . , αmn), . . . , fm(α1, . . . , αmn)
〉
,〈

1, 1, f3(1, . . . , 1), . . . , fm(1, . . . , 1)
〉
.

Для каждого числа i, 1 6 i 6 mn, определим булеву функцию gi(x1, x2) следующим
образом: если αi = 1, то gi = x1, а если αi = 0, то gi = x2. Все эти функции являются
селекторными, а следовательно, содержатся в классе B(A).

Далее рассмотрим вектор-функцию 〈f1, . . . , fm〉(〈g1, . . . , gm〉, . . . , 〈gm(n−1)+1, . . . , gmn〉).
Она является двоичным представлением некоторой функции HF из Pk. Так как m > 2,
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а функции g1, . . . , gmn зависят от булевых переменных x1 и x2, функция HF зависит от
одной переменной, а поскольку все функции g1, . . . , gmn содержатся в множестве B(A)
и класс A является β-замкнутым, функция HF принадлежит множеству A. Покажем,
что она искомая.

Обозначим через 〈h1, . . . , hm〉 двоичное представление функции HF . Так как функ-
ции f3, . . . , fm являются функционально зависимыми от функций f1 и f2, по постро-
ению функции h3, . . . , hm являются функционально зависимыми от функций h1 и h2,
причём эти функциональные зависимости могут быть заданы теми же функциями.

Докажем соотношение F̂ = 〈h1, . . . , hm〉(〈f1, . . . , fm〉). Так как функции f3, . . . , fm
являются функционально зависимыми от функций f1 и f2, а функции h3, . . . , hm — от
функций h1 и h2, достаточно доказать справедливость равенств f1 = h1(f1, . . . , fm) и
f2 = h2(f1, . . . , fm). А так как компоненты функции HF существенно зависят только
от переменных x1 и x2, достаточно показать, что f1 = h′1(f1, f2) и f2 = h′2(f1, f2),
где функции h′1, h

′
2 получены удалением несущественных переменных x3, . . . , xm из

функций h1 и h2 соответственно. Для этого рассмотрим произвольный набор γ̃ из Emn
2 .

Имеют место три случая:
— Если f1(γ̃) = f2(γ̃) = 0, то h′j(0, 0) = fj

(
g1(0, 0), . . . , gmn(0, 0)

)
= fj(0, . . . , 0) = 0,

j = 1, 2, что и требуется.
— Случай, когда f1(γ̃) = f2(γ̃) = 1, рассматривается аналогично предыдущему.
— Если f1(γ̃) = 1, а f2(γ̃) = 0, то h1(1, 0) = f1

(
g1(1, 0), . . . , gmn(1, 0)

)
= f1(α̃) = 1, а

h2(1, 0) = f2(α̃) = 0, что и необходимо.
Таким образом, верно равенство F̂ = 〈h1, . . . , hm〉(〈f1, . . . , fm〉), а поскольку каждая

из функций f1, . . . , fm содержится в классе B(R), получим F ∈ [R ∪ {HF}]β, что и
требовалось доказать.

Лемма 5. Пусть F ∈ Pk, F /∈ Pk|1. Тогда в β-замкнутом классе [{F}]β найдётся
функция, зависящая от одной переменной, множество компонент которой содержит
селекторную функцию.

Доказательство. Обозначим двоичное представление функции F через
〈f1, . . . , fm〉, а число её переменных— через n. Если все компоненты функции F яв-
ляются константами, то функция F принимает одно значение, что неверно по услови-
ям леммы. Поэтому среди компонент функции F найдётся функция, не являющаяся
константой. Без ограничения общности положим, что это функция f1. Тогда класс
[{f1}] содержит селекторные функции [8]. Поэтому x1 ∈ [{f1}] и верно равенство
x1 = f1(g1, . . . , gmn) для некоторых функций g1, . . . , gmn, которые принадлежат клас-
су [{f1}]. Поскольку функция x1 зависит только от переменной x1, без ограничения
общности можно считать, что функции g1, . . . , gmn тоже зависят только от перемен-
ной x1, а так как f1 ∈ B({F}), в силу замкнутости класса B({F}) верно включение
{g1, . . . , gmn} ⊆ B({F}).

Обозначим через H функцию, имеющую следующее двоичное представление:

〈f1, . . . , fm〉
(
〈g1, . . . , gm〉, . . . , 〈gm(n−1)+1, . . . , gmn〉

)
.

По построению функция H содержится в классе [{F}]β и зависит от одной переменной.
А так как выполняется соотношение f1(g1, . . . , gmn) = x1, имеем x1 ∈ b(H), что и
требовалось показать.

Лемма 6. Пусть B— замкнутый класс булевых функций, содержащийся в клас-
се M или в классе T01. Тогда существует число r = r(B), такое, что у любого
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β-замкнутого классаA функций из Pk|3 с булевым замыканием B существует конечный
базис, все функции которого зависят не более чем от r переменных.

Доказательство. Пусть A— β-замкнутый класс функций из Pk|3, такой, что
B(A) = B. Если все функции из класса A являются константами, то утверждение
леммы 6 очевидно, а в качестве r можно взять число 1.

Пусть теперь среди функций класса A имеется хотя бы одна функция, принимаю-
щая не менее двух значений. Обозначим её через F . Тогда по лемме 5 в классе [{F}]β
существует функция H, зависящая от одной переменной, множество компонент кото-
рой содержит селекторную функцию. Так как F ∈ A и класс A является β-замкнутым,
верно H ∈ A.

Известно, что у класса B существует конечный базис [8]. Обозначим его функции
через g1, . . . , gs, а переменные, от которых они зависят, — через x1

1, . . . , x
r
1, где r является

максимальным числом переменных у данных функций. Для каждого j, 1 6 j 6 s,
определим функцию Gj из Pk через её двоичное представление: Ĝj = Ĥ(〈gj, . . . , gj〉).
Тогда функция Gj зависит не более чем от r переменных, а так как {g1, . . . , gs} ⊆ B(A)
и класс A является β-замкнутым, выполняется Gj ∈ A.

Поскольку множество компонент функции H содержит селекторную функцию,
gj ∈ b(Gj), j = 1, . . . , s. Поэтому верно равенство B({G1, . . . , Gs}) = B(A), и по лем-
ме 4 для любой функции F из множества A можно выбрать функцию HF из A, за-
висящую от одной переменной и такую, что F ∈ [{G1, . . . , Gs, HF}]β. Значит, верно
включение A ⊆ [{G1, . . . , Gs} ∪ {HF |F ∈ A}]β. Но так как все функции из множеств
{G1, . . . , Gs} и {HF |F ∈ A} содержатся в A, верно и обратное включение. Поэтому
A = [{G1, . . . , Gs} ∪ {HF |F ∈ A}]β.

Так как число функций из A, зависящих от одной переменной, конечно, конечно
и множество {HF |F ∈ A}, а поскольку функции G1, . . . , Gs зависят не более чем от r
переменных, где r зависит только от B, получаем утверждение леммы 6.

Теорема 2. Пусть k = 2m, m > 2, а B— замкнутый класс булевых функций,
содержащийся в классе M или в классе T01. Тогда число различных β-замкнутых
классов A функций из Pk|3 с булевым замыканием B является конечным.

Доказательство. Пусть A—произвольный β-замкнутый класс функций из Pk|3,
такой, что B(A) = B. Тогда по лемме 6 в классе A найдётся конечный базис, все
функции которого зависят не более чем от r переменных, где r зависит только от
класса B. Так как число функций из Pk|3, зависящих не более чем от r фиксированных
переменных, является конечным, конечно и число их подмножеств. Поэтому конечно
число рассматриваемых β-замкнутых классов функций.

Следствие 1. Пусть k = 2m, где m > 2. Тогда для любого замкнутого класса B
булевых функций, такого, что B ⊆ O∞, B 6= O∞, семейство β-замкнутых классов
функций из Pk|3 с булевым замыканием B является конечным.

Доказательство. Если класс B содержится в O∞ и B 6= O∞, то либо B ⊂ M ,
либо B ⊂ T01, либо выполняются оба соотношения [8]. Поэтому по теореме 2 семейство
β-замкнутых классов функций из Pk|3 с булевым замыканием B является конечным.

Рассмотрим далее множество Q замкнутых классов B булевых функций, для кото-
рых число различных β-замкнутых классов функций из Pk|3 с булевым замыканием B
не является конечным. По теореме 2 классы, содержащиеся в классе M или в клас-
се T01, не принадлежат множеству Q.
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Несложно показать, что для любой функции F из Pk, все компоненты которой яв-
ляются линейными функциями, число её значений есть степень двойки, а для любой
функции F , все компоненты которой являются самодвойственными функциями, число
её значений является чётным. Поэтому еслиA ⊆ Pk|3, [A]β = A и B(A) = B, где класс B
содержится в классе L или в классе S, то A ⊆ Pk|2. В работе [6] доказано, что число
различных β-замкнутых классов функций из Pk|2 с булевым замыканием B является
конечным. Поэтому конечно и число различных β-замкнутых классов функций из Pk|3
с булевым замыканием B, а значит, ни один из классов линейных или самодвойствен-
ных функций не принадлежит множеству Q, и множество Q содержится в следующем
множестве классов [8]:

{P2, T0, T1} ∪ {Oµ, Iµ : µ > 2} ∪ {O∞, I∞}.

В данном множестве классы O∞ и I∞ являются минимальными по включению, а по
теореме 1 класс O∞ содержится в множестве Q. Поскольку класс I∞ является двой-
ственным к классу O∞, то и он, очевидно, содержится в Q. Поэтому имеет место
следующая теорема

Теорема 3. Пусть k = 2m, гдеm > 2. Тогда классы O∞ и I∞ являются минималь-
ными по включению среди всех замкнутых классов B булевых функций, для которых
число различных β-замкнутых классов функций из Pk|3 с булевым замыканием B не
является конечным.
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