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Приведено доказательство формул для вычисления асимптотических констант ве-
роятности несвязности планарного взвешенного графа с высоконадёжными рёб-
рами.
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Введение
В [1] построен алгоритм вычисления вероятности несвязности для планарного взве-

шенного графа с высоконадёжными рёбрами. Алгоритм имеет кубическую по числу
рёбер в двойственном графе сложность. Он основан на доказательстве асимптотиче-
ского соотношения и на получении формул для вычисления его параметров. Речь идёт
о минимальном объёме разреза и о некотором весовом коэффициенте. В настоящей ра-
боте приводится вывод формул для вычисления весового коэффициента.

1. Основной результат
Рассмотрим неориентированный связный граф G без петель и кратных рёбер с ко-

нечным множеством вершин U и рёбер W . Пусть каждому ребру графа w ∈ W соот-
ветствует вес bw. Обозначим L множество разрезов графа, d(L) —число рёбер (объём)
разреза L, D—минимальный объём разрезов. Предположим, что рёбра графа G от-
казывают независимо с вероятностями p(w), w ∈ W. Для вероятности несвязности P
графа G (отсутствия хотя бы между двумя вершинами графа работающего пути) в [2]
приведена следующая теорема.

Теорема 1. Если p(w) ∼ bwh, h→ 0, w ∈ W , где bw > 0, w ∈ W , то

P ∼ hDBD, BD =
∑

L∈L:d(L)=D

∏
w∈L

bw, h→ 0.

Замечание 1. Условие p(w) ∼ bwh, h→ 0, w ∈ W , в отличие от условия p(w) ∼ h,
h→ 0, w ∈ W , значительно расширяет область рассматриваемых моделей.

Рассмотрим планарный граф G, каждое ребро которого принадлежит какому-либо
простому циклу. Рёбра планарного графа G разбивают плоскость на грани; обозна-
чим n число граней (включая внешнюю), m—число рёбер графа. Графу G сопоста-
вим двойственный граф G∗: грани z графа G соответствует вершина z графа G∗,
ребру w графа G, принадлежащему граням z1, z2, — ребро w, соединяющее верши-
ны z1, z2 графа G∗. Пусть элементы aij, i, j = 1, . . . , n, матрицы A определяют чис-
ло рёбер, содержащихся в пересечении граней zi ∩ zj, i 6= j, aii = 0. Известно [3],
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что D = min(k : 2 6 k 6 5, ck > 0), где ck —число простых циклов длины k в G∗,
определяемое по формулам, которые приведены в [4].

Обозначим K∗ множество циклов K∗ графа G∗, d(K∗) —длину цикла K∗, D∗ —
минимальную длину цикла. Известно [3], что циклам минимальной длины графа G∗
соответствуют разрезы минимального объёма графа G, причём D∗ = D. Тогда

BD =
∑

K∗∈K∗:d(K∗)=D

∏
w∈K∗

bw. (1)

Поэтому для BD предлагается вывести аналоги формул [4], полученные для кон-
стант ck. Пусть константы bij(k) = bji(k) = bwk , k = 1, . . . , aij, определяют веса рё-
бер wk, содержащихся в пересечении граней zi ∩ zj, 1 6 i 6= j 6 n, графа G, при этом
bii(k) = 0. В частности, в случае D > 2 имеет место aij = 1, 1 6 i 6= j 6 n.

Теорема 2. Для планарного графа G, каждое ребро которого принадлежит ка-
кому-либо циклу, имеют место соотношения

B2 =
1

4

∑
16i,j6n

( ∑
16k6aij

bij(k)

)2

−
∑

16k6aij

b2
ij(k)

 ; B3 =
1

6
trB3; (2)

B4 =
1

8

(
trB4 − 2

∑
16i,j,k6n

b2
ij(1)b2

jk(1) +
∑

16i,j6n
b4
ij(1)

)
; (3)

B5 =
1

10

(
trB5 − 5

∑
16i,j6n

b2
ij(1)b

(3)
jj (1) + 5

∑
16i,j6n

b3
ij(1)b

(2)
ji (1)

)
, (4)

где B = ||bij(1)||ni,j=1; b
(l)
ij (1), 1 6 i, j 6 n, — элементы матрицы Bl, l > 1.

Доказательство. Используем рисунки замкнутых путей с четырьмя и пятью
рёбрами, приведённые в [5]. Остановимся сначала на доказательстве формулы для B2:

B2 =
∑

K∗∈K∗:d(K∗)=2

∏
w∈K∗

bw =
1

4

∑
16i,j6n

∑
16t6=s6aij

bij(t)bij(s) =

=
1

4

∑
16i,j6n

( ∑
16t,s6aij

bij(t)bij(s)−
∑

16t6aij

b2
ij(t)

)
=

1

4

∑
16i,j6n

( ∑
16t6aij

bij(t)

)2

−
∑

16t6aij

b2
ij(t)

 .
Формула для B3 очевидна:

B3 =
∑

K∗∈K∗:d(K∗)=3

∏
w∈K∗

bw =
1

6

∑
16i,j,k6n

bij(1)bjk(1)bki(1) =
1

6

∑
16i6n

b
(3)
ii (1) =

1

6
trB3.

Доказательство формулы для B4 основано на рис. 1 из [5], в котором приведены
всевозможные замкнутые пути, состоящие из четырёх рёбер:

B4 =
∑

K∗∈K∗:d(K∗)=4

∏
w∈K∗

bw =
1

8

∑
16i,j,k,m6n:
i 6=k,j 6=m

bij(1)bjk(1)bkm(1)bmi(1) =

=
1

8

∑
16i,j,k,m6n

bij(1)bjk(1)bkm(1)bmi(1)− 1

8

∑
16i,j,k6n:i 6=k

bij(1)bjk(1)bkj(1)bji(1)−

−1

8

∑
16i,j,m6n:j 6=m

bij(1)bji(1)bim(1)bmi(1)− 1

8

∑
16i,j6n

bij(1)bji(1)bij(1)bji(1).
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Достаточно несложные выкладки приводят далее к равенству (3).
Для вычисления B5 используем рис. 3 и 4 из [5], в которых представлены всевоз-

можные замкнутые пути, состоящие из пяти рёбер:

B5 =
∑

K∗∈K∗:d(K∗)=5

∏
w∈K∗

bw =
1

10

∑
16i,j,k,m,s6n:

i6=k,i6=m,j 6=m,j 6=s,k 6=s

bij(1)bjk(1)bkm(1)bms(1)bsi(1) =

=
1

10

∑
16i,j,k,m,s6n

bij(1)bjk(1)bkm(1)bms(1)bsi(1)− 1

10

∑
16i,j,m,s6n:
j 6=m,j 6=s

bij(1)bji(1)bim(1)bms(1)bsi(1)−

− 1

10

∑
16i,j,k,s6n:
j 6=s,k 6=s

bij(1)bjk(1)bki(1)bis(1)bsi(1)− 1

10

∑
16i,j,k,s6n:
i 6=k,k 6=s

bij(1)bjk(1)bkj(1)bjs(1)bsi(1)−

− 1

10

∑
16i,j,k,m6n:
i 6=k,i6=m

bij(1)bjk(1)bkm(1)bmj(1)bji(1)− 1

10

∑
16i,j,k,m6n:
i 6=m,j 6=m

bij(1)bjk(1)bkm(1)bmk(1)bki(1)−

− 1

10

∑
16i,j,s6n

bij(1)bji(1)bij(1)bjs(1)bsi(1)− 1

10

∑
16i,j,k6n

bij(1)bjk(1)bki(1)bik(1)bki(1)−

− 1

10

∑
16i,j,k6n

bij(1)bjk(1)bkj(1)bjk(1)bki(1)− 1

10

∑
16i,j,k6n

bij(1)bjk(1)bki(1)bij(1)bji(1)−

− 1

10

∑
16i,j,m6n

bij(1)bji(1)bim(1)bmj(1)bji(1).

Сравнительно простые выкладки приводят далее к равенству (4).

Замечание 2. Число арифметических операций, необходимых для реализации
алгоритма вычисления констант D, BD с помощью описанного алгоритма, равно
O(nmin(3,D)), где n—число вершин в графе G∗.

Замечание 3. Прямое использование формулы (1) может привести к увеличению
необходимого числа арифметических операций до O(nmax(3,D)), поскольку для опреде-
ления путей K∗ ∈ K∗ : d(K∗) = D при реализации формулы (1) необходимо перебирать
все замкнутые пути длины D в графе G∗. Однако в широко распространённом случае
D = 2 у алгоритма, основанного на формуле (1), появляются преимущества в точности
вычисления в системе с плавающей запятой из-за отсутствия операций вычитания.

2. Вычислительный эксперимент
Сравним результаты вычисления вероятности несвязности P по асимптотической

формуле и методом Монте-Карло P
∗ с числом реализаций 106. Положим h = 0,02,

b(1, 2) = b(1, 4) = b(1, 3) = b(5, 3) = b(5, 4) = b(5, 2) = 1, b(2, 3) = b(2, 4) = b(3, 4) = 1,2,
тогда

PG ≈ 0,000071424, P
∗
G ≈ 0,000068,

∣∣∣∣∣P
∗
G1

PG1

− 1

∣∣∣∣∣ ≈ 0,05029.

В результате проведённых вычислений время счёта методом Монте-Карло состави-
ло 20 мин, а по асимптотическому соотношению— не более 1 мин, что подтверждает
полученную теоретическую оценку сложности вычислений.

Авторы благодарят А.Н. Воропаева за помощь в проверке равенств (3), (4) и ре-
цензента за полезные замечания и рекомендации.
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