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Мы характеризуем подпрямо неразложимые полигоны с двумя нулями и сводим
характеризацию полигона без нуля или с одним нулём к строению его наимень-
шего нетривиального подполигона. Исчерпывающим образом охарактеризованы
подпрямо неразложимые полигоны над прямоугольными связками. В качестве
следствия получается характеризация подпрямо неразложимых полигонов над
полугруппами правых нулей и результат Г. Могаддаси 2012 г. о полигонах над по-
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The subdirectly irreducible acts (automata) over semigroups are investigated. In 1974,
E. N. Roiz proved that such acts have at most two zeros. Here, we characterize subdi-
rectly irreducible acts with two zeros and reduce the characterization of an act with
one zero or without zeros to the structure of its least non-trivial subact. We fully char-
acterize the subdirectly irreducible acts over rectangular bands. As the corollaries we
have a characterization of subdirectly irreducible acts over right zero semigroups and
the Moghaddassi’s result about acts over left zero semigroups.

Keywords: act over semigroup, subdirectly irreducible act, rectangular band.

Введение
Решётка конгруэнций ConA универсальной алгебры A— важный производный объ-

ект, содержащий существенную информацию о строении алгебры A (если мы знаем все
конгруэнции алгебры A, то мы знаем также все её гомоморфные образы). Полигон над
полугруппой S (или S-полигон) [1] — это множество X, на котором задано действие по-
лугруппы S, т. е. определено отображение X × S → X, (x, s) 7→ xs, удовлетворяющее
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условию x(st) = (xs)t при x ∈ X, s, t ∈ S. Понятие полигона над полугруппой явля-
ется алгебраическим выражением понятия автомата, где X —множество состояний,
а S —множество входных сигналов [2]. Кроме того, всякий полигон над полугруппой
является унарной алгеброй, где операции— это умножение на элементы полугруппы.
И наоборот, если A— унарная алгебра, то можно определить произведение унарных
операций как произведение отображений, и получим, что A—полигон над полугруп-
пой. Нетрудно видеть, что конгруэнции A как полигона и как унарной алгебры одни и
те же. В ряде работ рассматривались решётки конгруэнций полигонов и унарных ал-
гебр. В [3, 4] найдены условия, при которых решётки конгруэнций унаров (т. е. алгебр
с одной унарной операцией) являются цепями, дистрибутивными или модулярными
решётками.

Универсальная алгебра A называется подпрямо неразложимой, если она не раз-
лагается в нетривиальное подпрямое произведение алгебр. Обозначим через ∆X отно-
шение равенства на множестве X, т. е. ∆X = {(x, x) : x ∈ X}. Если понятно, о каком
множестве идёт речь, будем писать просто ∆. Конгруэнцию ρ будем называть нетри-
виальной, если ρ 6= ∆. Очевидно, алгебра подпрямо неразложима в том и только
в том случае, если пересечение любого семейства нетривиальных конгруэнций так-
же является нетривиальной конгруэнцией; алгебра A подпрямо неразложима в том и
только в том случае, если она имеет наименьшую нетривиальную конгруэнцию. Будем
называть эту конгруэнцию монолитом и обозначать ρ0(A) (или просто ρ0). Интерес
к подпрямо неразложимым алгебрам объясняется теоремой Биркгофа, утверждаю-
щей, что всякая алгебра является подпрямым произведением подпрямо неразложимых
алгебр [5, теорема II.7.3]. Таким образом, подпрямо неразложимые алгебры являются
строительным материалом, из которого строятся все алгебры.

Подпрямо неразложимые коммутативные полигоны описаны в [6]. Условия конеч-
ности для подпрямо неразложимых полигонов изучались в [7]. В [8] доказано, что
каждый подпрямо неразложимый полигон над полугруппой S состоит не более чем из
двух элементов в том и только в том случае, если S —полурешётка (т. е. коммутатив-
ная полугруппа идемпотентов). В [9, 10] описаны конгруэнции произвольного полигона
над полугруппой правых и полугруппой левых нулей, а в [11] получены необходимые и
достаточные условия подпрямой неразложимости правого полигона над полугруппой
левых нулей. В данной работе мы получаем характеризацию подпрямо неразложи-
мых полигонов над произвольными полугруппами. В случае полигонов с одним нулём
или без нуля вопрос об их подпрямой неразложимости сводится к вопросу о подпря-
мой неразложимости 0-простых и простых полигонов, а в случае полигонов с двумя
нулями решается до конца. Этим исчерпываются все случаи, так как согласно пред-
ложению1 из [12] подпрямо неразложимых полигонов более чем с двумя нулями не
существует. Кроме того, используя описание всех полигонов над вполне простой полу-
группойM(G, I,Λ, P ), полученное в [13], мы обобщаем уже упоминавшийся результат
из [12] о наличии не более двух нулей на полигоны надM(G, I,Λ, P ), устанавливая, что
G-полигон Q (участвующий в описании полигонов над этими полугруппами) имеет не
более двух конеразложимых компонент. Наконец, мы описываем подпрямо наразло-
жимые полигоны над прямоугольной связкой. В качестве следствия получаются ре-
зультат Г. Могаддаси [11] о полигонах над полугруппой левых нулей, а также описание
подпрямо неразложимых полигонов над полугруппой правых нулей.

Необходимые сведения из универсальной алгебры можно найти в [5], из теории
полугрупп— в [14], из теории полигонов — в [1].
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1. Подпрямо неразложимые полигоны над произвольными полугруппами
Заметим, что при |X| = 2 полигон X подпрямо неразложим. Поэтому далее будем

считать, что |X| > 2.
Элемент θ полигона X над полугруппой S называется нулём, если θs = θ для всех

s ∈ S.
Отметим ряд очевидных свойств полигонов:
1) любая конгруэнция подполигона Y полигона X продолжается до конгруэнции

полигона X (продолжением конгруэнции ρ ∈ ConY является ρ ∪∆X ∈ ConX);
2) отображение ρ→ ρ ∪∆X является решёточным вложением ConY в ConX;
3) множество Θ всех нулей полигона X является подполигоном.
Из этих свойств следует отмеченное в [12, предложение 1] утверждение: еслиX под-

прямо неразложим, то |Θ| 6 2 (действительно, так как любое отношение эквивалент-
ности на Θ является конгруэнцией, при |Θ| > 3 можно найти такие конгруэнции ρ1, ρ2,
что ρ1, ρ2 6= ∆ и ρ1 ∩ ρ2 = ∆). В [15, теорема 2.6] этот факт доказан для полигона SS.
Для любых элементов x 6= y полигона X можно определить главную конгруэнцию ρx,y
как конгруэнцию, порождённую парой (x, y). Из определений непосредственно следу-
ет, что пара (z, w) ∈ X×X принадлежит конгруэнции ρx,y в том и только в том случае,
если имеет место цепочка равенств

z = u1s1,
v1s1 = u2s2,

. . .
vn−1sn−1 = unsn,

vnsn = w,

(1)

где si ∈ S1 и {ui, vi} = {x, y} при i = 1, 2, . . . , n. Если X —подпрямо неразложимый
полигон над полугруппой S, то его монолит ρ0(X), очевидно, является главной кон-
груэнцией. Пусть ρ0(X) = ρx,y. Тогда из определений следует

Утверждение 1. Полигон X подпрямо неразложим в том и только в том слу-
чае, если существуют такие элементы x, y ∈ X, что x 6= y и для любых различных
элементов z, w ∈ X имеет меcто цепочка равенств (1).

Утверждение 1 даёт необходимые и достаточные условия подпрямой неразложи-
мости произвольного полигона. Однако оно не вполне удобно, так как длины цепей n
могут быть сколь угодно большими. В следующих далее теоремах условия включают
ограниченное число элементов s1, . . . , sn полугруппы S.

Теорема 1. Пусть X —полигон над полугруппой S, имеющий ровно два нуля,
скажем θ1 и θ2. Тогда X подпрямо неразложим в том и только в том случае, если для
любых элементов a 6= b полигона X найдётся такое s ∈ S, что {as, bs} = {θ1, θ2}.

Доказательство. Достаточность очевидна, так как ясно, что в этом случае
ρ0 = ρθ1,θ2 = {(θ1, θ2), (θ2, θ1)} ∪∆X .

Необходимость. Пусть X подпрямо неразложим. Так как ρθ1,θ2 —минимальная
нетривиальная конгруэнция, ρ0 = ρθ1,θ2 . Докажем, что для любого a /∈ {θ1, θ2} вы-
полняется соотношение

aS ⊇ {θ1, θ2}. (2)

Пусть a /∈ {θ1, θ2} и aS + {θ1, θ2}. Если as = a для всех s ∈ S, то a—нуль полигона X,
отличный от θ1, θ2, что противоречит условию. Следовательно, существует элемент
s ∈ S, такой, что as 6= a. По предположению θ1 6∈ aS или θ2 6∈ aS. Можно считать,
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что θ2 6∈ aS. Тогда (θ1, θ2) 6∈ ρa,as, откуда ρ0 * ρa,as, что также невозможно. Таким
образом, условие (2) выполнено. Пусть a 6= b. Тогда ρa,b ⊇ ρ0 = ρθ1,θ2 . Следовательно,
имеет место цепочка равенств

θ1 = c1s1,
d1s1 = c2s2,

. . .
dn−1sn−1 = cnsn,

dnsn = θ2,

(3)

где si ∈ S1; {ci, di} = {a, b} при i = 1, 2, . . . , n. Пусть эта цепочка самая короткая
из возможных. Без ограничения общности можно считать, что c1 = a. Тогда d1 = b.
Если bs1 = θ2, то {as1, bs1} = {θ1, θ2}, что и требовалось доказать. Если bs1 = θ1, то
цепочка (3) может быть сокращена на одно звено, что противоречит её выбору. Таким
образом, bs1 6∈ {θ1, θ2}. Взяв в качестве a элемент bs1 и применив условие (2), получим,
что bs1t = θ2 при некотором t ∈ S. Кроме того, as1t = c1s1t = θ1t = θ1. Следовательно,
(a, b) · s1t = (θ1, θ2), откуда следует требуемое.

Полугруппу S назовём подпрямо неразложимой справа, если S имеет наимень-
шую нетривиальную правую конгруэнцию. В [15] отмечено, что подпрямо неразло-
жимая справа полугруппа имеет ядро— наименьший правый идеал. Сформулируем
аналогичное утверждение для подпрямо неразложимых полигонов. Полигон X назо-
вём простым, если он не имеет подполигонов, отличных от X. Полигон X с нулём θ
назовём 0-простым, если X 6= {θ} и X не имеет подполигонов, отличных от {θ} и X.

Лемма 1. Всякий подпрямо неразложимый полигон X имеет наименьший нетри-
виальный (т. е. содержащий более одного элемента) подполигон K; при этом K —про-
стой полигон. Если X —подпрямо неразложимый полигон с нулём, то X имеет наи-
меньший ненулевой подполигон K, причём K — 0-простой подполигон.

Доказательство. Для любого нетривиального подполигона A отношение ρA =
= (A × A) ∪ ∆X , очевидно, является конгруэнцией (конгруэнцией Риса). Так как X
подпрямо неразложим,

⋂{ρA : A—нетривиальный подполигон} 6= ∆X . Это означает,
что пересечение K всех нетривиальных подполигонов само является нетривиальным
подполигоном. Его простота очевидна. В случае подпрямо неразложимого полигона
с нулём аналогично получаем, что пересечение K всех ненулевых подполигонов есть
наименьший ненулевой подполигон. Тот факт, что он 0-простой, очевиден.

Теорема 2. Пусть X —полигон над полугруппой S, имеющий единственный
нуль θ, а также наименьший ненулевой подполигон K, причём K = {a, θ}. Тогда X
подпрямо неразложим в том и только в том случае, если для любых x, y 6= θ, таких,
что x 6= y, найдётся s ∈ S1, при котором xs = θ, ys 6= θ или xs 6= θ, ys = θ.

Доказательство. Необходимость. Очевидно, ρa,θ = {(a, θ), (θ, a)} ∪ ∆X —кон-
груэнция полигона X. Следовательно, ρa,θ = ρ0(X). Возьмём любые элементы x, y 6= θ,
такие, что x 6= y. Если xs = θ ⇔ ys = θ, то ρx,y не содержит пар вида (z, θ) при z 6= θ.
Тогда ρx,y∩ρa,θ = ∆X , что противоречит подпрямой неразложимости полигона X. Та-
ким образом, xs = θ 6⇔ ys = θ.

Достаточность. Пусть x, y ∈ X и x 6= y. Если x = θ, то так как ys = a при некотором
s ∈ S1, имеем ρx,y ⊇ ρa,θ. Аналогично разбирается случай, когда y = θ. Если x, y 6= θ,
то по условию найдётся такое s ∈ S1, что xs = θ, ys 6= θ или xs 6= θ, ys = θ. Оба
варианта дают ρx,y ⊇ ρa,θ.
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Теорема 3. Пусть X —полигон над полугруппой S. Предположим, что X имеет
единственный нуль θ, а также наименьший ненулевой подполигон K, причём |K| > 2.
Тогда X является подпрямо неразложимым в том и только в том случае, если выпол-
няются условия:

(a) полигон K подпрямо неразложим;
(b) для любых x, y ∈ X \ θ, таких, что x 6= y, выполняется хотя бы одно из следу-

ющих условий:
(i) ∃s ∈ S (xs 6= ys & θ ∈ {xs, ys});
(ii) x, y 6∈ K, {xs, ys} ∩K 6= ∅ и xs 6= ys при некотором s ∈ S;
(iii) x ∈ K, y 6∈ K, ys = yt 6∈ K, xs 6= xt при некоторых s, t ∈ S1;
(iv) x 6∈ K, y ∈ K, xs = xt 6∈ K, ys 6= yt при некоторых s, t ∈ S1;
(v) xs 6= ys и xs, ys ∈ K \ {θ} при некотором s ∈ S1.

При этом если существуют такие элементы x, y ∈ X \ {θ}, что x 6= y и xs = θ ⇔
⇔ ys = θ при всех s ∈ S, то ρ0(X) ⊆ ((K \ {θ})× (K \ {θ})) ∪∆X , а если таких эле-
ментов x, y нет, то ρ0(X) = ρK = (K ×K) ∪∆X .

Доказательство. Необходимость. Пусть X подпрямо неразложим и ρ0(X) —
наименьшая конгруэнция полигонаX. Если ρK = (K×K)∪∆X —конгруэнция Риса, то
ρ0(X) ⊆ ρK , поэтому ρ0(X)∩(K×K) —наименьшая конгруэнция наK. Следовательно,
K подпрямо неразложим. Таким образом, выполнено условие (a). Пусть a ∈ X\{θ}. По
условию K —наименьший ненулевой подполигон, поэтому aS1 ⊇ K. Таким образом,
имеем

∀a ∈ X \ {θ} ∃s ∈ S1 (as ∈ K \ {θ}). (4)

Заметим, что если (a, θ) ∈ ρ0(X) при некотором a 6= θ, то ρ0(X) = ρK , а значит,
ρ0(X) = ρx0,y0 при некоторых x0, y0 ∈ K \ {θ}. Если (a, θ) 6∈ ρ0(X) при всех a 6= θ, то
также ρ0(X) = ρx0,y0 при некоторых x0, y0 ∈ K \ {θ}. Таким образом,

∃x0, y0 ∈ K \ {θ} (ρ0(X) = ρx0,y0).

Пусть x, y ∈ X \ {θ} и x 6= y. Предположим, что (i) не выполнено. Докажем, что
при x, y 6∈ K выполнено (ii), при x ∈ K, y 6∈ K выполнено (iii), а при x 6∈ K, y ∈ K
выполнено (iv).

Пусть x, y 6∈ K. Рассмотрим цепочки равенств вида

z = u1s1,
v1s1 = u2s2,

. . .
vn−1sn−1 = unsn,

vnsn = w,

(5)

где z, w ∈ K \ {θ}; z 6= w; {ui, vi} = {x, y}; si ∈ S1 при i = 1, 2, . . . , n. Хотя бы одна
такая цепочка существует — это следует из включения ρx0,y0 ⊆ ρx,y и равенств (1).
Будем считать, что цепочка (5) наиболее короткая из возможных. Если unsn = z, то
цепочка (5) ввиду несократимости имеет вид z = unsn, vnsn = w, и получим {x, y}·sn =
= {z, w}. Если unsn ∈ K, но unsn 6= z (unsn 6= θ, так как unsn 6= θ и uns = θ ⇔ uns = θ
при всех s), то цепочку (5) можно сократить, удалив последнее звено; это противоречит
её несократимости. Если unsn 6∈ K, то имеем {x, y} · sn = {w, unsn}, поэтому xsn 6= ysn
и {xsn, ysn} ∩K 6= ∅. Таким образом, выполнено (ii).

Пусть теперь x ∈ K, y 6∈ K. Напомним предположение: xs = θ ⇔ ys = θ при всех
s ∈ S. Как и ранее, устанавливаем наличие цепочки равенств (5) и считаем, что эта
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цепочка наиболее короткая. Если unsn ∈ K, то unsn 6= w (иначе можно удалить по-
следнюю строчку в (5)). Следовательно, {x, y}·sn = {unsn, w} ⊆ K, т. е. выполнено (v).
Далее считаем, что unsn 6∈ K. Так как x ∈ K, верно un = y и vn−1 = y. Следовательно,
un = un−1 = x. Имеем

z = xsn−1,
ysn−1 = ysn,

xsn = w.

Ввиду x ∈ K выполняется xsn−1 ∈ K. Если xsn−1 6= z, то цепочка (5) может быть со-
кращена путём удаления двух последних строчек. Поэтому xsn−1 = z. Отсюда следует,
что vn−2sn−2 = z, т. е. цепочка (5) имеет вид z = xsn−1, ysn−1 = ysn, xsn = w. Таким
образом, ysn−1 = ysn, xsn−1 6= xsn, т. е. выполнено (iii).

При x 6∈ K, y ∈ K аналогично получаем, что выполнено (iv).
Достаточность. Пусть выполнены условия (a) и (b) и ρ0(K) —наименьшая нетри-

виальная конгруэнция полигона K. Ввиду |K| > 2 имеет место ρ0(K) = ρx0,y0 при
некоторых x0, y0 ∈ K \ {θ}. Достаточно проверить, что ρx0,y0 ⊆ ρx,y при x 6= y. Ес-
ли x, y ∈ K, то это следует из условия (a). Докажем, что ρa,θ ⊇ ρx0,y0 при любых
a 6= θ. Действительно, так как K —наименьший ненулевой подполигон, выполнено
условие (4). Следовательно, as = x0, at = y0 при некоторых s, t ∈ S1. Отсюда

x0 = as,
θs = θt,

at = y0,

т. е. ρa,θ ⊇ ρx0,y0 . Далее будем считать, что x, y 6= θ.
Пусть выполнено (i). Тогда {xs, ys} = {a, θ} для некоторого a 6= θ, откуда ρx,y ⊇

⊇ ρxs,ys = ρa,θ ⊇ ρx0,y0 .
Пусть выполнено (v). Тогда ρxs,ys ⊇ ρx0,y0 ввиду (a). Поэтому ρx,y ⊇ ρx0,y0 .
Пусть выполнено (iii). Тогда ρx,y ⊇ ρxs,xt, а так как xs 6= xt и xs, xt ∈ K, то

ρxs,xt ⊇ ρx0,y0 . Аналогично случаю (iii) рассматривается случай (iv).
Пусть выполнено (ii). Если xs = θ или ys = θ, то {xs, ys} = {a, θ} при некотором

a 6= θ, а значит, ρx,y ⊇ ρxs,ys = ρa,θ ⊇ ρx0,y0 . Далее считаем, что xs, ys 6= θ. Если
xs, ys ∈ K, то также ρxs,ys ⊇ ρx0,y0 . Если xs ∈ K, ys 6∈ K или xs 6∈ K, ys ∈ K, то
выполняются условия (iii), (iv) или (v), разобранные ранее.

Если для некоторых x, y ∈ X \ {θ} имеют место соотношения x 6= y и xs = θ ⇔
⇔ ys = θ при всех s ∈ S, то главная конгруэнция ρx,y не содержит ни одной пары
вида (a, θ) при a 6= θ, поэтому ρ0(X) также не содержит таких пар. Следовательно,
ρ0(X) ⊆ ((K \ {θ}) × (K \ {θ})) ∪ ∆X . Если же для любых x 6= y существует такое
s ∈ S1, что xs = θ, ys 6= θ или xs 6= θ, ys = θ, то ρx0,y0 содержит все пары вида (a, θ),
где a ∈ K, поэтому ρ0(X) = (K ×K) ∪∆X .

Замечание 1. Если xs = θ ⇔ ys = θ при любых x 6= y и s ∈ S, то множество {θ}
является классом некоторой нетривиальной конгруэнции, а значит, {θ}—класс кон-
груэнции ρ0(X). В работе [12] элементы, образующие одноэлементный класс, названы
разделительными. Проверка, является ли нуль θ разделительным, сводится к проверке
эквивалентности xs = θ ⇔ ys = θ.

Следующая теорема доказана в работе [12]. Она поможет охарактеризовать под-
прямо неразложимые полигоны без нуля.

Теорема 4 [12, предложение 3]. Пусть X —подпрямо неразложимый полигон без
нуля, а X∪{θ}—полигон, получающийся из X присоединением к X внешним образом



Характеризация подпрямо неразложимых полигонов 11

нуля θ. Тогда X подпрямо неразложим в том и только в том случае, если X ∪ {θ}
подпрямо неразложим.

Теорема 5. Пусть X —полигон без нуля и K —наименьший подполигон полиго-
на X. Тогда X подпрямо неразложим в том и только в том случае, если K подпрямо
неразложим и для любых x, y ∈ X, таких, что x 6= y, выполнено одно из следующих
условий:

(i) xs, ys ∈ K и xs 6= ys при некотором s ∈ S1;
(ii) xs, xt ∈ K, xs 6= xt, ys = yt при некоторых s, t ∈ S1;
(iii) ys, yt ∈ K, ys 6= yt, xs = xt при некоторых s, t ∈ S1.
Доказательство. Теорема следует непосредственно из теорем 3 и 4.

2. Подпрямо неразложимые полигоны над прямоугольными связками
Прямоугольной связкой называется прямое произведение L×R, где L—полугруппа

левых нулей, а R—полугруппа правых нулей. Прямоугольную связку можно опреде-
лить также как полугруппу, удовлетворяющую тождествам x2 = x и xyz = xz. Понят-
но, что сами полугруппы правых и левых нулей являются прямоугольными связками.
В свою очередь, прямоугольная связка является частным случаем более общей кон-
струкции— рисовской матричной полугруппы M(G, I,Λ, P ), где G— группа; I и Λ —
множества; P = ||pλi||λ∈Λ,i∈I — сэндвич-матрица; pλi ∈ G [14, § 3.1]. Напомним, что, со-
гласно теореме Риса, рисовская матричная полугруппа — это то же самое, что вполне
простая полугруппа [14, теорема 3.5]. В работе [13] описаны все правые полигоны над
полугруппойM(G, I,Λ, P ). Приведём это описание, так как оно понадобится для даль-
нейшего изложения.

Очевидно, для любой (необязательно нормальной) подгруппы H группы G множе-
ство G/H правых смежных классов Hg является правым G-полигоном относительно
действия Hg · g′ = Hgg′. Через

∐
α∈A

Xα обозначим копроизведение (непересекающееся

объединение) полигонов Xα над полугруппой. Ядро kerϕ и образ imϕ отображения
ϕ : X → Y множеств определим обычным путём, а именно kerϕ = {(x, x′) : xϕ = x′ϕ},
imϕ = Xϕ.

Теорема 6 [13, теорема 5]. Пусть S = M(G, I,Λ, P ) — вполне простая полугруп-
па, (Hα)α∈A — семейство подгрупп группы G, Q =

∐
α∈Ω

(G/Hα) —копроизведение. Пусть

для каждого i ∈ I задано отображение πi : X → Q, а для каждого λ ∈ Λ — отображе-
ние κλ : Q→ X, причём

∀q ∈ Q ∀i ∈ I ∀λ ∈ Λ (qκλπi = q · pλi). (6)

Тогда X становится правым S-полигоном, если определить умножение элементов из X
на элементы из S следующим образом: x·(g)iλ = (xπi ·g)κλ. Кроме того, всякий правый
полигон над полугруппой S =M(G, I,Λ, P ) изоморфен полигону, построенному таким
образом.

Отметим, что в формулировке этой теоремы в работе [13] содержится дополнитель-
ное требование: чтобы для любых λ ∈ Λ, i ∈ I каждое множество imκλ пересекалось
с каждым классом отношения kerπi ровно по одному элементу. На самом деле это
требование является излишним, так как указанное свойство следует из условия (6).

Следующее утверждение показывает, что количество конеразложимых слагаемых
в Q не может превышать 2 в случае подпрямо неразложимого полигона.
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Утверждение 2. Пусть X —полигон над вполне простой полугруппой S =
= M(G, I,Λ, P ); Q =

∐
α∈Ω

(G/Hα), πi : X → Q, κλ : Q → X имеют тот же смысл,

что и в теореме 6. Если X подпрямо неразложим, то |Ω| 6 2.
Доказательство. Пусть |Ω| > 3. Выберем α, β ∈ Ω такие, что α 6= β, и положим

Ω′ = Ω \ {α, β}. Положим также Qα = G/Hα, Qβ = G/Hβ, Q′ =
∐

γ 6=α,β
G/Hγ. Введём

отношения

ρ1 = {(x, y) : x = y или ∃λ ∈ Λ (x, y ∈ (Qα ∪Qβ)κλ)};
ρ2 = {(x, y) : x = y или ∃λ ∈ Λ (x, y ∈ (Qλ ∪Q′)κλ)};
ρ3 = {(x, y) : x = y или ∃λ ∈ Λ (x, y ∈ (Qβ ∪Q′)κλ)}.

Проверим, что ρ1, ρ2, ρ3 —конгруэнции. Рефлексивность, симметричность и транзитив-
ность этих отношений очевидна. Пусть (x, y) ∈ ρ1 и s = (g)iν ∈ S. Тогда либо x = y,
либо x = qκλ, y = q′κλ при некоторых q, q′ ∈ Qα ∪ Qβ, λ ∈ Λ. Если x 6= y, то име-
ем xs = x · (g)iν = (xπi · g)κν = (qκλπi · g)κν = (q · pλi · g)κν ∈ (Qα ∪ Qβ)κν , и
аналогично ys ∈ (Qα ∪ Qβ)κν . Таким образом, (xs, ys) ∈ ρ1. Следовательно, ρ1 —кон-
груэнция. Аналогично доказывается, что ρ2 и ρ3 — также конгруэнции. Далее, так как
отображение κλ инъективно для каждого λ ∈ Λ, выполняется |(Qα∪Qβ)κλ| > 2 и ана-
логично |(Qα ∪ Q′)κλ| > 2 и |(Qβ ∪ Q′)κλ| > 2. Это показывает, что ρ1, ρ2, ρ3 6= ∆.
Докажем, что ρ1 ∩ ρ2 ∩ ρ3 = ∆. Пусть z 6= z′ и (z, z′) ∈ ρ1 ∩ ρ2 ∩ ρ3. Тогда
z ∈ (Qα∪Qβ)κλ∩(Qα∪Q′)κµ∩(Qβ∪Q′)κν при некоторых λ, µ, ν ∈ Λ. Отсюда получаем
z = q1κλ = q2κµ = q3κν , где q1 ∈ Qα ∪ Qβ; q2 ∈ Qα ∪ Q′; q3 ∈ Qβ ∪ Q′. Возьмём любое
i ∈ I. Тогда будем иметь: zπi = q1κλπi = q1 · pλi ∈ Qα ∪Qβ и аналогично zπi ∈ Qα ∪Q′
и zπi ∈ Qβ ∪ Q′. Но это невозможно, так как (Qα ∪ Qβ) ∩ (Qα ∪ Q′) ∩ (Qβ ∪ Q′) = ∅.
Таким образом, ρ1 ∩ ρ2 ∩ ρ3 = ∆. Это означает, что полигон X не является подпрямо
неразложимым.

Перейдём теперь к полигонам над прямоугольными связками. Для них теорема 6
существенно упрощается. В этом случае S = L × R—полугруппа с умножением
(l, r) · (l′, r′) = (l, r′) (l, l′ ∈ L, r, r′ ∈ R); Q—произвольное множество; πl : X → Q
и κr : Q→ X — такие отображения, что κrπl = 1Q (тождественное отображение); опе-
рация на полигоне X осуществляется по правилу x · (l, r) = xπlκr. Заметим, что κr —
инъективные, а πl — сюръективные отображения, и множество imκr является множе-
ством представителей классов эквивалентности отношения kerπl при всех l ∈ L, r ∈ R.
В силу утверждения 2 имеем |Q| 6 2. Случай |Q| = 1 не представляет труда ввиду
следующей леммы.

Лемма 2. Если X —полигон над прямоугольной связкой S = L×R и |Q| = 1, то
X подпрямо неразложим в том и только в том случае, если |X| 6 2.

Доказательство. Так как |Q| = 1, имеем Q = {q}. Положим qκr = ar при
r ∈ R. Для любого x ∈ X и любых l′ ∈ L, r ∈ R имеем x · (l, r) = xπlκr = qκr = ar.
Таким образом, xs = ys при всех x, y ∈ X. Это означает, что на X любое отношение
эквивалентности является конгруэнцией. Поэтому если X подпрямо неразложим, то
|X| 6 2. Обратное утверждение очевидно.

Ввиду утверждения 2 и леммы 2 осталось рассмотреть лишь случай, когда |Q| = 2.
Пусть Q = {q1, q2}. Для r ∈ R положим ar = q1κr, br = q2κr, A = {ar : r ∈ R},
B = {br : r ∈ R}.



Характеризация подпрямо неразложимых полигонов 13

Лемма 3. ПустьX —полигон над прямоугольной связкой S = L×R, Q = {q1, q2},
πl, κr, ar, br, A, B имеют тот же смысл, что и выше. Если X подпрямо неразложим,
то выполняются следующие условия:

(i) xs = ys при любых s ∈ S и x, y ∈ X таких, что x, y ∈ A или x, y ∈ B;
(ii) |A|, |B| 6 2;
(iii) |A|+ |B| 6 3.
Доказательство.
(i) Пусть x, y ∈ A, s = (l, r) ∈ S. Тогда x = q1κr1 , y = q1κr2 при некоторых r1, r2 ∈ R.

Имеем xs = xπlκr = q1κr1πlκr = q1 · 1 · κr = ar и аналогично ys = ar. Следовательно,
xs = ys.

(ii) Пусть |A| > 3. Из п. (i) видно, что любое отношение эквивалентности на мно-
жестве A продолжается до конгруэнции полигона X. Точнее, если ρ— отношение эк-
вивалентности на A, то ρ∪∆X ∈ ConX. Так как |A| > 3, существуют отношения экви-
валентности ρ1, ρ2 на A, такие, что ρ1, ρ2 6= ∆A, а ρ1∩ρ2 = ∆A. Положим ρ1

′ = ρ1∪∆X ,
ρ2
′ = ρ2 ∪ ∆X . Тогда ρ′1, ρ′2 ∈ ConX, ρ′1, ρ′2 6= ∆X и ρ′1 ∩ ρ′2 = ∆X . Это противоречит

предположению о том, что X подпрямо неразложим.
(iii) Пусть |A| = |B| = 2. Положим ρ1 = (A × A) ∪ ∆X , ρ2 = (B × B) ∪ ∆X . Тогда

ρ1, ρ2 ∈ ConX, ρ1, ρ2 6= ∆X , а ρ1 ∩ ρ2 = ∆X , что противоречит подпрямой неразложи-
мости полигона X.

Теорема 7. Пусть X —полигон над прямоугольной связкой S = L×R и |X| > 2.
Пусть Q и κr (r ∈ R) имеют тот же смысл, что в теореме 6. Тогда X подпрямо нераз-
ложим в том и только в том случае, если Q = {q1, q2}—двухэлементное множество,
а множества A = {q1κr : r ∈ R}, B = {q2κr : r ∈ R} удовлетворяют одному из
следующих условий:

(i) |A| = |B| = 1, скажем, A = {a}, B = {b}, и для любых x 6= y существует такое
s ∈ S, что {xs, ys} = {a, b};

(ii) |A| = 2, |B| = 1, скажем A = {a1, a2}, B = {b}; xS ∩ A 6= ∅ при x 6= b и для
любых x, y 6= b если x 6= y и {x, y} 6= A, то xs 6= ys при некотором s ∈ S;

(iii) |A| = 1, |B| = 2 — условие, двойственное условию (ii).
Доказательство. Необходимость. Пусть X —подпрямо неразложимый полигон

и |X| > 3. Ввиду утверждения 2 и леммы 2 |Q| = 2. Пусть Q = {q1, q2}. Ввиду леммы 3
возможны лишь следующие варианты: a) |A| = |B| = 1; b) |A| = 2, |B| = 1; c) |A| = 1,
|B| = 2.

а) Пусть |A| = |B| = 1, A = {a}, B = {b}. Ясно, что a и b—нули полигона X.
Из теоремы 2 следует, что выполняется условие (i).

b) Пусть |A| = 2, |B| = 1, A = {a1, a2}, B = {b}. Очевидно, что b является нулём
полигона X. Далее, отношение ρ = {(a1, a2), (a2, a1)}∪∆X является конгруэнцией. Так
как это минимальное отличное от ∆ отношение эквивалентности, ρ = ρ0(X). Пусть
x 6= b. Если x ∈ A, то xS ⊆ A, а значит, xS∩A 6= ∅. Пусть x 6∈ A. Так как XS = A∪B и
x 6= a1, a2, b, выполняется x 6∈ XS, поэтому |xS1| > 2. Следовательно, (xS1×xS1)∪∆X —
нетривиальная конгруэнция, а значит, a1, a2 ∈ xS1. Так как x 6∈ A, верно a1, a2 ∈ xS.
Пусть x, y 6= b и x 6= y. Если xs = ys при всех s ∈ S, то главная конгруэнция ρx,y =
= {(x, y), (y, x)} ∪∆X . Следовательно, ρx,y = ρ0, а значит, {x, y} = {a1, a2}.

c) В случае, когда |A| = 1, |B| = 2, рассуждаем аналогично предыдущему.
Достаточность. Пусть |X| > 3 и выполнено (i). Тогда ρx,y ⊇ ρa,b при любых x 6= y.

Это означает, что X подпрямо неразложим и ρ0(X) = ρa,b. Предположим, что выпол-
нено (ii). Пусть x, y ∈ X и x 6= y. Далее разберём два случая.
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С л у ч а й 1: b ∈ {x, y}. Можно считать, что x 6= b, y = b. Тогда xS∩A 6= ∅, поэтому
xs = ai при некотором s ∈ S. Пусть xs = a1. Из определения множества A следует,
что a1S = a2S = A. Поэтому a1t = a2 при некотором t ∈ S. Получаем (x, y) · s = (a1, b),
(x, y) · st = (a2, b). Следовательно, (a1, b), (a2, b) ∈ ρx,y, поэтому (a1, a2) ∈ ρx,y, а значит,
ρa1,a2 ∈ ρx,y.

С л у ч а й 2: x, y 6= b. Если {x, y} = {a1, a2}, то ρx,y = ρa1,a2 . Пусть {x, y} 6=
6= {a1, a2}. Тогда по условию xs 6= ys при некотором s ∈ S. Но XS = A ∪ B, поэтому
{xs, ys} ⊆ {a1, a2, b}. Если {xs, ys} ⊆ {a1, a2}, то ρx,y ⊇ ρa1,a2 , что и требовалось. Если
{xs, ys} ⊆ {a1, b}, то ρx,y ⊇ ρa1,b, а так как a2 ∈ a1S, верно ρx,y ⊇ ρa2,b. Следовательно,
ρx,y ⊇ ρa1,a2 .

Если выполнено (iii), рассуждаем так же, как при рассмотрении случая (ii).

Следствие 1 [11, теорема 3.2]. Пусть X —полигон над полугруппой левых ну-
лей L и |X| > 2. Тогда X подпрямо неразложим в том и только в том случае, если X
имеет ровно два нуля и для любых x 6= y существует такое s ∈ L, что xs 6= ys.

Доказательство. Если |L| = 1, то полугруппа состоит из одного элемента.
В этом случае, как нетрудно видеть, подпрямо неразложимые полигоны X — это в точ-
ности такие, что |X| 6 2. Поэтому далее будем считать, что |L| > 1. По теореме 7
|Q| = 2, а так как |R| = 1, верно |A| = |B| = 1. Таким образом, случаи (ii) и (iii)
теоремы 7 здесь невозможны, а из (i) получаем, что X подпрямо неразложим тогда и
только тогда, когда для любых x 6= y при некотором s ∈ L имеем xs 6= ys. При этом
s 6= 1, так как |L| > 1.

Следствие 2. Пусть X —полигон над полугруппой правых нулей R. Тогда X
подпрямо неразложим в том и только в том случае, если |X| 6 2 или X изоморфен
полигону Y = {a1, a2, b}, такому, что a1R = a2R = {a1, a2}, bR = {b}.

Доказательство. Пусть X —полигон над полугруппой правых нулей R и
|X| > 3. По теореме 7 Q = {q1, q2} и либо |A| = |B| = 1, либо |A| = 2, |B| = 1, либо
|A| = 1, |B| = 2. Второй и третий случаи аналогичны друг другу, поэтому будем рас-
сматривать лишь один из них. Так как |L| = 1, то имеем только одно отображение πl,
будем обозначать его π. Умножение элементов из X на элементы из R осуществляется
по правилу xr = xπκr. Положим X1 = q1π

−1, X2 = q2π
−1. Очевидно, что X1 ∪X2 = X

и X1 ∩X2 = ∅. Заметим, что xR ⊆ A при x ∈ X1 и xR ⊆ B при x ∈ X2.
Пусть |A| = |B| = 1. Имеем A = {a}, B = {b}. Отсюда получаем X1R = {a},

X2R = {b}. Возьмём произвольный элемент x из X. Если x 6∈ {a, b} и, скажем, x ∈ X1,
то xr = xπκr = q1κr и ar = aπκr = q1κr, т. е. xr = ar. По условию (i) теоремы7 X не
является подпрямо неразложимым. Следовательно, такого x нет, а значит, X = {a, b}.

Пусть |A| = 2, |B| = 1. Имеем A = {a1, a2}, B = {b}. Предположим, что X подпря-
мо неразложим. Тогда выполняется условие (ii) теоремы7. Следовательно, xR∩A 6= ∅
при x 6= b. Если x ∈ X2 \ {b}, то xR = {b} и xR ∩ A = ∅. Значит, X2 = {b}. Пусть
x ∈ X1 \ {a1, a2}. Тогда {x, a1} 6= {a1, a2}. Поэтому по теореме 7 xr 6= a1r при неко-
тором r ∈ R. Но xr = xπκr = q1κr и a1r = a1πκr = q1κr. Получили противоречие,
следовательно, X1 = {a1, a2}. Таким образом, X = {a1, a2, b}. Из определения элемен-
тов a1, a2, b следует, что a1R = a2R = {a1, a2}, bR = {b}. Тот факт, что полигон X
подпрямо неразложим, очевиден, его наименьшая нетривиальная конгруэнция есть
{(a1, a2), (a2, a1)} ∪∆X .
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Введение
Рассматривается задача о конечной порождённости и существовании базисов для

некоторых семейств замкнутых классов функций трёхзначной логики. Э.Л. Пост [1, 2]
описал все замкнутые классы булевых функций и показал, что каждый такой класс
имеет конечный базис. На случай функций k-значной логики (Pk) при k > 3 эти резуль-
таты не распространяются. В работе [3] показано, что при всех k > 3 в Pk существуют

1Работа выполнена при поддержке программы «Научный фонд НИУ ВШЭ» в 2014/2015 г., проект
№ 14-01-0144.
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как замкнутые классы со счётным базисом, так и классы, не имеющие базиса. Следует
отметить, что порождающие системы классов из этих примеров состоят из симметри-
ческих функций, принимающих значения только из множества {0, 1} и равных нулю
на единичном наборе и наборах, содержащих хотя бы одну нулевую компоненту. В ра-
ботах [4 – 7] рассматривались некоторые семейства классов, порождённых симметри-
ческими функциями такого вида. В частности, в [7] получены критерии базируемости
и конечной порождённости для классов, порождённых немонотонными симметриче-
скими функциями с ограниченным числом слоёв. В данной работе рассматриваются
классы, порождённые произвольными симметрическими функциями с ограниченным
числом слоёв такого вида. Для этих классов получены критерии базируемости и ко-
нечной порождённости в терминах свойств подклассов, порождённых немонотонными
и монотонными функциями порождающей системы по отдельности. Отметим, что за-
дача о возможности алгоритмической проверки базируемости и конечной порождённо-
сти является сложной самостоятельной задачей. Все недостающие определения можно
найти в работах [6 – 8].

1. Определения и вспомогательные утверждения
Функции f и g из Pk называются конгруэнтными, если одна из них получает-

ся из другой переименованием переменных без отождествления (обозначение f ∼= g).
Функция f(x1, . . . , xn) называется симметрической, если она не меняется при любой
перестановке своих аргументов. Пусть A ⊂ Pk. Множество всех функций, которые
могут быть реализованы простыми формулами (простой называется формула, у ко-
торой собственными подформулами являются только символы переменных) над A и
применением операции введения фиктивной переменной, будем обозначать через 〈A〉.
Пусть A1 ⊂ En1

3 , . . . , Ap ⊂ E
np
3 , p > 1, n = n1 + . . .+ np. Обозначим через A1 × . . .×Ap

множество всех наборов из En
3 вида (α̃1, . . . , α̃p), где α̃i ∈ Ai, i = 1, . . . , p. Пусть α̃ ∈ En

3 .
Число единиц в наборе α̃ обозначим через |α̃|. Набор из En

3 , все компоненты которого
равны α, будем обозначать αn.

Обозначим через R множество всех функций трёхзначной логики, принимающих
значения только из множества {0, 1} и равных нулю на единичном наборе и на всех
наборах, содержащих хотя бы одну нулевую компоненту. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ R; Nf —
множество всех наборов из En

3 , на которых функция f принимает значение 1; ef и df —
соответственно число единиц и двоек в наборе из Nf с максимальным числом единиц.
Пусть F ⊂ R, k ∈ Z+ (через Z+ обозначается множество всех неотрицательных це-
лых чисел). Если для любой фукнции f из множества F выполняется неравенство
ef 6 k, то множество F будем называть k-ограниченным. Если при этом существует
функция g из множества F , такая, что eg = k, то множество F будем называть точно
k-ограниченным.

Множество L всех наборов из En
3 , которые получаются друг из друга перестанов-

кой компонент, называется слоем. Слой из {1, 2}n, содержащий e единиц и d двоек,
e + d = n, будем обозначать L(e, d). Множество всех симметрических функций из
R обозначим S. В данной работе рассматриваются только функции из множества R,
поэтому в дальнейшем симметрическими функциями будем называть функции мно-
жества S, не оговаривая это отдельно. Функцию f(x1, . . . , xn) из R будем называть
m-слойной симметрической функцией, если существуетm различных слоёв L1, . . . ,Lm,
m > 1, из множества {1, 2}n, таких, что Nf = L1∪ . . .∪Lm. Семейство всех m-слойных
симметрических функций обозначим Sm. Положим S(m) = ∪Si, где объединение берётся
по всем i, 1 6 i 6 m. Функцию из R будем называть монотонной, если она монотонна



О классах функций трёхзначной логики, порождённых симметрическими функциями 19

относительно порядка 0 < 1 < 2 на множестве E3. Множество всех монотонных (немо-
нотонных) симметрических функций из R будем обозначать MS (соответственно NS).
Положим MSm = Sm∩MS, MS(m) = S(m)∩MS, NSm = Sm∩NS, NS(m) = S(m)∩NS. Пусть
F ⊂ S (соответственно F ⊂ MS, F ⊂ NS). Если существует такое число m ∈ N, что
F ⊂ S(m) (соответственно F ⊂ MS(m), F ⊂ NS(m)), то будем называть F множеством
симметрических функций (соответственно монотонных симметрических, немонотон-
ных симметрических) с ограниченным числом слоёв.

Сформулируем и при необходимости докажем вспомогательные утверждения.
Лемма 1 [6]. Если формула над R обращается на некотором наборе в единицу,

то и любая её подформула обращается на этом наборе в единицу.
Лемма 2 [6]. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ NSl, l > 1, Φ —формула над S, реализу-

ющая функцию f, Φ1 —подформула формулы Φ, имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где
B1, . . . ,Bm —формулы над S, g ∈ S(l). Тогда среди формул B1, . . . ,Bm есть символы
переменных из множества {x1, . . . , xn}, причем символы всех переменных встречают-
ся одинаковое число раз.

Лемма 3. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ S, Φ —некоторая формула над R, реализу-
ющая функцию f, Φ1 —подформула формулы Φ, имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где
g(x1, . . . , xm) ∈ S, а B1, . . . ,Bm —формулы над R. Тогда справедливы неравенства
ef 6 eg и ef/df 6 eg/dg. При этом если Φ1 не является простой формулой, то име-
ют место строгие неравенства ef < eg и ef/df < eg/dg.

Доказательство леммы 3 проводится аналогично доказательству утверждения 1.2.6
из работы [6].

Лемма 4. Пусть f, g ∈ S, H ⊂ S, f, g /∈ [H]. Тогда [{f} ∪H] = [{g} ∪H] в том и
только в том случае, когда f ∼= g.

Доказательство. Нетрудно видеть, что для любых конгруэнтных функций f
и g из S, для любого подмножества H множества S выполняется равенство [{f}∪H] =
= [{g} ∪H].

Пусть H ⊂ S, f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xm) ∈ S\[H] и выполняется равенство
[{f} ∪ H] = [{g} ∪ H]. Тогда f ∈ [{g} ∪ H] и g ∈ [{f} ∪ H]. Пусть Φ —формула
над {g} ∪H, реализующая функцию f. Поскольку f /∈ [H], то существует подформу-
ла Φ1 формулы Φ, имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где B1,. . . ,Bm —формулы над {g} ∪H.
Из леммы 3 следует, что выполняются неравенства ef 6 eg, ef/df 6 eg/dg. Аналогично
можно показать, что eg 6 ef , eg/dg 6 ef/df . Следовательно, ef = eg, ef/df = eg/dg.
Значит, выполняются равенства m = n и dg = df и формула Φ1 является простой.
Нетрудно показать, что среди тривиальных формул B1, . . . , Bm символ каждой пе-
ременной из {x1, . . . , xn} встречается ровно по одному разу. Следовательно, в силу
леммы 1 выполняется включение Nf ⊂ Ng. Аналогично можно показать, что Ng ⊂ Nf .
Следовательно, Nf = Ng, а значит, f ∼= g.

Пусть f, g ∈ NSm, m > 1, A ⊂ R. Будем писать f �A g, если f ∈ [{g} ∪ A]. Из лем-
мы 4 следует, что соотношения f �A g и g �A f одновременно выполняются в том
и только в том случае, когда функции f и g конгруэнтны. Следовательно, отноше-
ние �A является порядком на любом множестве попарно неконгруэнтных функций
из NSm. Поскольку в дальнейшем данное отношение рассматривается только на таких
множествах, будем называть его порядком �A. Множество H попарно неконгруэнт-
ных функций из NSm\[A] называется цепью относительно порядка �A, если любые
два элемента множества H сравнимы относительно порядка �A. Пусть G—множество
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попарно неконгруэнтных функций из NSm\[A]. Цепь H ⊂ G называется максимальной
цепью множества G относительно порядка �A, если для любой цепи H1 ⊂ NSm\[A], та-
кой, что H ⊂ H1, H 6= H1, цепь H1 не является подмножеством множества G. Функция
f ∈ H называется верхней гранью цепи H относительно порядка �A, если для любой
функции g ∈ H выполняется неравенство g �A f . Цепь называется ограниченной от-
носительно порядка �A, если она имеет верхнюю грань относительно порядка �A.

Докажем вспомогательное утверждение, анонсированное в [10].
Лемма 5. Пусть подмножество F множества функций R содержит счётное чис-

ло попарно неконгруэнтных немонотонных симметрических функций. Тогда класс
G = [F ] не имеет конечного базиса.

Доказательство. Предположим, что класс G имеет конечный базис A =
= {g1(x1, . . . , xn1), . . . , gr(x1, . . . , xnr)}. Положим n = max(n1, . . . , nr).

Пусть f(x1, . . . , xm) —некоторая немонотонная симметрическая функция из множе-
ства F , такая, что m > 2n. Поскольку множество F содержит счётное число попарно
неконгруэнтных немонотонных симметрических функций, такая функция существует.
Пусть Φ —формула над A, реализующая функцию f.

Предположим сначала, что ef > n. Пусть gs(xi1 , . . . , xins ) —простая подформула
формулы Φ, 1 6 s 6 r. Рассмотрим набор α̃ ∈ L(ef ,m−ef ), такой, что αi1 = . . . = αins =
= 1. Поскольку ef > n > ns, такой набор существует. В силу включения L(ef ,m−ef ) ⊂
⊂ Nf выполняется равенство f(α̃) = 1. Применяя лемму 1, получаем, что gs(1ns) =
= gs(αi1 , . . . , αins ) = 1. Но по определению множества R выполняется gs(1

ns) = 0.
Получили противоречие.

Пусть теперь ef < n. Покажем, что для любого набора α̃ из {1, 2}m, такого, что
|α̃| 6 ef , и для любой подформулы Φ1 формулы Φ выполняется равенство Φ1(α̃) = 1.
Доказательство будем проводить индукцией по глубине подформулы Φ1.

Пусть Φ1 —простая формула, имеющая вид gs(xi1 , . . . , xins ), 1 6 s 6 r. Без ограни-
чения общности будем считать, что среди переменных xi1 , . . . , xins встречаются симво-
лы x1, . . . , xt, и только они. Положим a = |(α1, . . . , αt)|, b = ef − a. Определим набор β̃
из L(ef ,m− ef ) так: β̃ = (α1, . . . , αt, 1

b, 2m−t−b). Поскольку L(ef ,m− ef ) ⊂ Nf , то в си-
лу леммы 1 выполняется равенство Φ1(β̃) = 1. Кроме того, из определения набора β̃
следует равенство Φ1(β̃) = Φ1(α̃). Значит, Φ1(α̃) = 1.

Пусть теперь Φ1 —формула глубины d и Φ1 имеет вид gs(B1, . . . ,Bns), где глуби-
на каждой из формул B1, . . . ,Bns не превосходит d − 1. Без огранечения общности
будем считать, что подформулы B1, . . . ,Bq являются символами переменных, а под-
формулы Bq+1, . . . ,Bns —нетривиальными формулами. По предположению индукции
для любой нетривиальной подформулы Bt, 1 6 t 6 ns, для любого набора γ̃ из {1, 2}m,
такого, что |γ̃| 6 ef , выполняется равенство Bt(γ̃) = 1. Пусть среди B1, . . . ,Bq встре-
чаются символы переменных x1, . . . , xt, и только они. Положим a = |(α1, . . . , αt)|,
b = ef−a. Определим набор β̃ из L(ef ,m−ef ) так: β̃ = (α1, . . . , αt, 1

b, 2m−t−b). Посколь-
ку L(ef ,m − ef ) ⊂ Nf , то в силу леммы 1 выполняется равенство Φ1(β̃) = 1. Значит,
gs(αi1 , . . . , αiq , 1

ns−q) = 1. Поскольку наборы α̃ и β̃ совпадают на первых t компонентах
и для любой подформулы Bt, q < t 6 ns, для любого набора γ̃ из {1, 2}m, такого, что
|γ̃| 6 ef , выполняется равенство Bt(γ̃) = 1, то справедливо равенство Φ1(α̃) = 1.

Таким образом, получаем, что для любого набора α̃, такого, что |α̃| 6 ef , выпол-
няется равенство f(α̃) = 1. Поскольку ef —число единиц в наборе с максимальным
числом единиц из Nf , то функция f является монотонной симметрической. Получили
противоречие. Следовательно, класс G не имеет конечного базиса.
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Для доказательства основного результата потребуются также следующие утвер-
ждения.

Лемма 6 [9]. Пусть F ⊂ S, H ⊂ R, G = [F ∪H] и существует такое n ∈ Z+, что
число существенных переменных у каждой функции из множестваH не превосходит n.
Тогда если класс G имеет базис, то и класс [{f ∈ F : ef > n}] имеет базис.

Лемма 7 [9]. Пусть F ⊂ S и существует функция f из F , такая, что ef > 0;
H ⊂ R, G = [F ∪ H]. Пусть существует такое n ∈ Z+, что число существенных пе-
ременных у каждой функции из множества H не превосходит n. Тогда если класс
[{f ∈ F : ef > n}] имеет базис, то и класс G имеет базис.

Лемма 8. Пусть F ⊂ S и существует функция f из F , такая, что ef > 0; k ∈ Z+,
H — k-ограниченное множество симметрических функций, G = [H∪F ], G′ = [F ]. Тогда
класс G имеет базис в том и только в том случае, когда класс G′ имеет базис.

Доказательство. Обозначим через F+ множество функций f из F , таких, что
ef > k. Пусть класс G′ (соответственно G) имеет базис. Применяя лемму 6, полу-
чаем, что класс [F+] имеет базис. Далее, применяя лемму 7, получаем, что класс G
(соответственно G′) имеет базис.

Лемма 9 [6]. Пусть f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xm) —функции из MS, n > m > 1.
Пусть ef < eg. Тогда f ∈ [{g}].

Лемма 10. Пусть k ∈ N, G—некоторое точно k-ограниченное множество попар-
но неконгруэнтных монотонных симметрических функций, F = [G]. Тогда класс F
имеет базис, причём базис класса F конечный в том и только в том случае, когда
множество G ∩MSk конечно.

Доказательство. Положим Gk = G ∩MSk. Обозначим через n0 минимальное
число существенных переменных у функций из Gk, через f0 —произвольную функцию
из Gk, у которой n0 существенных переменных, через G0 —множество функций из G,
число существенных переменных у которых не превосходит n0.

Покажем сначала, что G ⊂ [Gk ∪ G0]. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ G. Если ef = k, то
f ∈ Gk. Если ef < k, n 6 n0, то f ∈ G0. Если ef < k и n > n0 > 1, то в силу леммы 9
выполняется включение f ∈ [{f0}]. Следовательно, G ⊂ [Gk ∪G0].

Покажем, что для любой функции f(x1, . . . , xn) из Gk выполняется соотноше-
ние f /∈ [(Gk ∪ G0)\{f}]. Предположим, что это не так. Пусть Φ —формула над
(Gk ∪G0)\{f}, реализующая функцию f. Поскольку для любой функции g из Gk ∪G0

верно неравенство eg 6 ef , то из леммы 3 следует, что формула Φ простая. Следова-
тельно, существует функция g(x1, . . . , xm) из Gk∪G0, такая, что f ∈ [{g}]. Из леммы 3
следует, что eg = ef и ef/df 6 eg/dg. Следовательно, dg 6 df . Поскольку формула Φ
простая, то n 6 m. Кроме того, выполняются равенства n = ef + df , m = eg + dg.
Значит, df 6 dg. Следовательно, df = dg. Получаем, что f ∼= g, что противоре-
чит условию леммы. Поэтому для любой функции f из Gk выполняется соотношение
f /∈ [(Gk ∪ G0)\{f}]. Поскольку множество G0 конечно, существует подмножество H
множества G0, такое, что [G0 ∪Gk] = [H ∪Gk] и для любой функции g из H выполня-
ется соотношение g /∈ [(H ∪Gk)\{g}]. Значит, класс F имеет базис H ∪Gk. Поскольку
множество H конечно, класс F имеет конечный базис в том и только в том случае,
когда множество Gk конечно.

Основные результаты данной работы— критерии базируемости и конечной порож-
дённости для классов, порождённых множествами симметрических функций с ограни-
ченным числом слоёв, — существенно опираются на критерии базируемости и конечной
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порождённости для классов, порождённых множествами монотонных симметрических
функций и немонотонных симметрических функций с ограниченным числом слоёв по
отдельности. Критерий конечной порождённости для классов, порождённых k-ограни-
ченным множеством монотонных симметрических функций, приведён выше (посколь-
ку функции монотонные, то множество функций с ограниченным числом слоёв яв-
ляется k-ограниченным множеством для некоторого k из Z+). Кроме того, показано,
что при k > 1 такие классы всегда имеют базис. Следующая теорема устанавлива-
ет, в каких случаях класс, порождённый множеством немонотонных симметрических
функций с ограниченным числом слоёв, имеет базис и в каком случае этот базис ко-
нечный.

Теорема 1 [7]. Пусть k ∈ N, G—некоторое множество попарно неконгруэнтных
функций из NS(k), Gl = G ∩ NSl, H l = G ∩ (NS(k)\NS(l)), 1 6 l 6 k, F = [G]. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1. Класс F имеет конечный базис, если и только если множество G конечно.
2. Класс F имеет счётный базис тогда и только тогда, когда для любого l каждая

функция множества Gl\[H l] содержится в ограниченной максимальной цепи
множества Gl\[H l] относительно порядка �Hl .

3. Класс F не имеет базиса тогда и только тогда, когда существует m, 1 6 m 6 l,
и существует функция h ∈ Gm\[Hm], которая не содержится ни в какой огра-
ниченной максимальной цепи множества Gl\[H l] относительно порядка �Hl .

2. Основные результаты
Теорема 2. Пусть k ∈ N, G—некоторое множество попарно неконгруэнтных

функций из S(k), F = [G], множество G ∩ MS является точно l-ограниченным для
некоторого l ∈ Z+, l 6 k. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Класс F имеет конечный базис тогда и только тогда, когда множество G ∩ NS
конечно и выполняется по крайней мере одно из следующих условий:

а) класс [G ∩MS] имеет конечный базис;
б) существует функция f ∈ 〈G∩ (NS(k)\NS(l−1))〉, такая, что для некоторых

e, d ∈ N выполняется включение
l⋃

i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf .

2. Класс F имеет счётный базис тогда и только тогда, когда класс [G∩NS] имеет
базис и выполняется по крайней мере одно из следующих условий:

а) класс [G ∩ NS] имеет счётный базис;
б) класс [G ∩ MS] имеет счётный базис и не существует функции f из
〈G ∩ (NS(k)\NS(l−1))〉, такой, что для некоторых e, d ∈ N выполняется

включение
l⋃

i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf .

3. Класс F не имеет базиса тогда и только тогда, когда класс [G ∩ NS] не имеет
базиса илиG является 0-ограниченным множеством, содержащим счётное число
попарно неконгруэнтных функций.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Пусть класс F имеет конечный
базис A. В силу леммы 5 множество G ∩ NS конечно. Если класс [G ∩ MS] имеет
конечный базис, то первое условие утверждения выполнено. Пусть класс [G ∩ MS]
не имеет конечного базиса. Положим A = G ∩ MSl. В силу леммы 10 множество A
счётно. Кроме того, из леммы 3 следует, что для любой функции f из A выполняется
соотношение f /∈ [A\{f}]. Поскольку базис A является конечным, существует конечное
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множество B ⊂ G, такое, что A ⊂ [B]. Пусть функция f из A реализуется формулой Υf

надB. Обозначим через n0 максимальное число существенных переменных в функциях
из множества B. Поскольку множество A счётно, то существует функция f(x1, . . . , xn)
из A, такая, что n > n0. Рассмотрим формулу Φ над A, реализующую функцию f, и
формулу π(Φ) над B, полученную заменой в формуле Φ каждой функции f из базиса A
на соответствующую подформулу Υf . Поскольку n > n0, формула π(Φ) не является
простой.

Пусть Φ1 —подформула формулы π(Φ), имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где g—функ-
ция из B, а B1, . . . ,Bm —простые формулы над B или символы переменных из
множества {x1, . . . , xn}. Без ограничения общности будем считать, что B1, . . . ,Bs —
символы переменных из множества {x1, . . . , xt}, t 6 n, а Bs+1, . . . ,Bm —простые
формулы. Обозначим через g1(x1, . . . , xr) функцию, которую реализует формула
g(B1, . . . ,Bs, xt+1, . . . , xr). Очевидно, что g1 ∈ 〈{g}〉. Из леммы 1 следует, что множе-
ство Ng1 содержит все наборы, имеющие вид (α̃, 1r−t), где α̃ ∈ L(e, t− e), 0 6 e 6 l.

Покажем теперь, что если выполняются условия утверждения 1, то класс F имеет
конечный базис. По условию множество G ∩ NS конечно. Если класс [G ∩MS] имеет
конечный базис, то очевидно, что множество F имеет конечный базис. Пусть класс [G∩
MS] не имеет конечного базиса и существует функция f ∈ 〈G∩ (NS(k)\NS(l−1))〉, такая,
что для некоторых e, d ∈ N выполняется включение

l⋃
i=0

L(i, d − i) × (1e) ⊂ Nf . Пусть

d0 —максимальное число, такое, что выполняется включение
d0⋃
i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf .

В силу определения множества NS выполняется неравенство d > d0.
Построим сначала функцию f1(x1, . . . , xn1) ∈ [{f}], такую, что для некоторого

d1 6 d, d1 ∈ N, выполняется включение
l⋃

i=0

L(i, d1 − i) × (1) ⊂ Nf и существует на-

бор α̃ ∈ L(l + 1, d1 − l − 1) × 1, такой, что α̃ /∈ Nf1 . Если d0 = l, то функции f и f1

совпадают. Пусть теперь d0 > l. Без ограничения общности будем считать, что набор
(1d0+1, 2d−d0−1, 1e) не содержится в Nf . Тогда

f1(x1, . . . , xn1) = f(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
d0−l+1

, x2, . . . , xl, xl+1, . . . , xl+1︸ ︷︷ ︸
e

).

Очевидно, что набор (1l+1, 2d1−l−1, 1) не содержится в Nf1 , а все наборы из множества
l⋃

i=0

L(i, d1 − i)× (1) содержатся в Nf1 .

Построим функцию f2(x1, . . . , xn1), такую, что
l⋃

i=0

L(i, d1 − i) × (1) ⊂ Nf2 и для

любого набора α̃ из L(l + 1, d1 − l − 1)× (1) набор α̃ не содержится в Nf2 .
Положим s = C l+1

d1
, X = {x1, . . . , xd1}. Обозначим через (Y 1, Z1), (Y 2, Z2), . . . ,

(Y s, Zs) всевозможные разбиения множества X на помножества, содержащие l + 1 и
d1−l−1 элементов соответственно. Пусть ỹi —некоторая фиксированная перестановка
переменных из множества Y i, а z̃i —некоторая фиксированная перестановка перемен-
ных из множества Zi, i = 1, . . . , s. Покажем, что

f2(x1, . . . , xn2) = f1(ỹ1, z̃1, f1(ỹ2, z̃2, f1(. . . (f1︸ ︷︷ ︸
s символов f1

(ỹs, z̃s, xn1 ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s

.

Для каждого t, 1 6 t 6 s определим формулу Φt. Положим Φt = f1(ỹt, z̃t, u). Рас-
смотрим набор α̃ из {1, 2}n1−1. Пусть a = |α̃| 6 l. Поскольку выполняется включение
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L(a, d1−a)×(1) ⊂ Nf1 , то для любого i, 1 6 i 6 s, верно равенство Φi(α̃, 1) = 1. Индук-
цией по глубине подформулы формулы, реализующей функцию f2, нетрудно показать,
что любая её подформула принимает значение 1 на наборе (α̃, 1). Значит, f2(α̃, 1) = 1.

Пусть теперь a = l + 1. Тогда существует разбиение (Y p, Zp), i 6 p 6 s, такое, что
все компоненты набора α̃, соответствующие переменным из множества Y p, принимают
значение 1. Поскольку f1(1l+1, 2d1−l, 1) = 0, подформула

f1(ỹp, z̃p, f1(ỹp+1, z̃p+1, f1(. . . (f1︸ ︷︷ ︸
s−p+1 символов f1

(ỹs, z̃s, xn1 ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s−p+1

принимает значение 0 на наборе (α̃, 1). В силу леммы 1 выполняется равенство
f2(α̃, 1) = 0.

Пусть g(x1, . . . , xm) —функция из G ∩ MSl, такая, что m > d1, а g1, . . . , gr — все
функции из G∩MSl, зависящие от меньшего чем m числа переменных. Покажем, что
G ∩ MSl ⊂ [{g1, . . . , gr, g, f}]. Для этого достаточно показать, что для любой функ-
ции h(x1, . . . , xp) из M l, такой, что p > m, выполняется соотношение h ∈ [{f2} ∪ {g}].
Положим s = Cd1

p , X = {x1, . . . , xp}. Обозначим через (Y 1, Z1), (Y 2, Z2), . . . , (Y s, Zs)
всевозможные разбиения множестваX на помножества, содержащие d1 и p−d1 элемен-
тов соответственно. Пусть ỹi —некоторая фиксированная перестановка переменных из
множества Y i, а z̃i —некоторая фиксированная перестановка переменных из множе-
ства Zi, i = 1, . . . , s. Покажем, что

h(x1, . . . , xp) = f2(ỹ1, z̃1, f2(ỹ2, z̃2, f2(. . . (f2︸ ︷︷ ︸
s символов f2

(ỹs, z̃s, g(x1, . . . , xm) ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s

.

Рассмотрим произвольный набор α̃ из {1, 2}p. Пусть a = |α̃| 6 l. Покажем, что для
любой подформулы Φ формулы, реализующей функцию h, выполняется равенство
Φ(α̃) = 1.

Обозначим через Φt формулу, имеющую вид

f2(ỹt, z̃t, f2(ỹt+1, z̃t+1, f2(. . . (f2︸ ︷︷ ︸
s−t+1 символов f2

(ỹs, z̃s, g(x1, . . . , xm) ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s−t+1

, 1 6 t 6 s,

а через Φs+1 —формулу g(x1, . . . , xm). Индукцией по t от s+ 1 до 1 нетрудно показать,
что для любого набора α̃ из {1, 2}p, такого, что |α̃| 6 l, выполняется Φt(α̃) = 1.

Пусть теперь l < a < p − (d1 − l) − 1. Без ограничения общности будем счи-
тать, что α̃ = (1a, 2p−a). Рассмотрим разбиение множества X следующего вида:
Y r = {x1, . . . , xl+1, xp−(d1−l)+2, . . . , xp}, Zr = {xl+2, . . . , xp−(d1−l)+1}. Рассмотрим под-
формулу Φr. Значение формулы Φr на наборе α̃ совпадает со значением функции f2

на наборе (β̃, 1), где β̃ —набор из L(l+ 1, d1− l− 1). Следовательно, Φr(α̃) = 0. В силу
леммы 1 выполняется равенство Φ1(α̃) = 0.

Пусть теперь a > p − (d1 − l + 1). Тогда |(α1, . . . , αm)| > m − (d1 − l + 1). Поэтому
g(α1, . . . , αm) = 0. В силу леммы 1 Φ1(α̃) = 0. Следовательно, формула Φ1 реализует
функцию h.

Таким образом, класс F имеет конечный базис.
Докажем утверждение 2. Пусть класс F имеет счётный базис. Очевидно, что в этом

случае множество G счётно. Поскольку G ⊂ S(k), существует число l 6 k, такое, что
множество G ∩MS является l-ограниченным. Из леммы 8 следует, что класс [G ∩ NS]
имеет базис. Если множество G ∩ NS счётно, то в силу леммы 5 класс [G ∩ NS] не
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имеет конечного базиса, а значит, он имеет счётный базис, и в этом случае утвержде-
ние доказано. Пусть множество G ∩ NS конечно. Тогда класс G ∩MS имеет счётный
базис. Если существует функция f , такая, что для некоторых e, d ∈ N выполняется

включение
l⋃

i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf , то, как показано выше, класс F имеет конечный

базис. Следовательно, такой функции не существует.
Пусть выполняется одно из условий утверждения 2. Пусть класс [G ∩ NS] имеет

счётный базис. В силу теоремы 1 множество G∩NS счётно и в силу леммы 5 класс F
не имеет конечного базиса. Поскольку для некоторого l 6 k множествоG∩MS является
l-ограниченным, в силу леммы 8 класс F имеет базис. Следовательно, класс F имеет
счётный базис.

Пусть теперь множество G ∩ NS конечно. Тогда класс [G ∩ MS] имеет счётный
базис. Поскольку для некоторого l 6 k множество G ∩MS является l-ограниченным,
применяя лемму 8, получаем, что класс F имеет базис. Предположим, что класс F
имеет конечный базис. Выше показано, что в этом случае существует функция f ,

такая, что для некоторых e, d ∈ N выполняется включение
l⋃

i=0

L(i, d − i) × (1e) ⊂ Nf .

По условию такой функции не существует. Следовательно, класс F имеет счётный
базис.

Утверждение 3 следует из справедливости утверждений 1 и 2.
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ниеG : Z2 7→ Z2 и два биективных отображенияHk, Tk,P , чтоG = Hk◦Tk,P ◦F◦H−1

k

и F = H−1
k ◦ Tk,P−1 ◦G ◦Hk.

Ключевые слова: эргодическая теория, 1-липшицевы сохраняющие меру преоб-
разования, декартово произведение, Т-функции.

DOI 10.17223/20710410/27/3

ERGODIC DYNAMICAL SYSTEMS OVER THE CARTESIAN POWER
OF THE RING OF 2-ADIC INTEGERS

V.V. Sopin

Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

E-mail: VvS@myself.com

It is proved that, for any 1-lipschitz ergodic map F : Zk2 7→ Zk2, where k > 1 and
k ∈ N, there are 1-lipschitz ergodic map G : Z2 7→ Z2 and two bijections Hk, Tk,P
such that G = Hk ◦ Tk,P ◦ F ◦H−1

k and F = H−1
k ◦ Tk,P−1 ◦G ◦Hk.

Keywords: ergodic, 1-lipschitz measure-preserving p-adic functions, p-adic analysis,
cartesian product, T-functions.

Введение
Т-функция— это такое преобразование двоичных слов в двоичные слова, что каж-

дый i-й бит выходного слова не зависит от бит с номерами i + 1, i + 2, . . . входных
слов. Все логические и большинство арифметических операций по модулю 2n, n ∈ N,
а также их композиции являются Т-функциями.

Транзитивные Т-функции (последнее означает, что последовательность n-битных
слов w, f(w), f(f(w)), . . . имеет максимально длинный период, т. е. период длины 2n)
являются криптографическими примитивами, так как на их основе можно строить
псевдослучайные генераторы с многими важными криптографическими свойствами:
высокой линейной сложностью, равномерным распределением подслов и другими, а
главное — с хорошим быстродействием, так как Т-функции легко программируются.

А. Климов и А. Шамир привлекли внимание мирового криптографического сооб-
щества к Т-функциям в своей работе [1], хотя и сами Т-функции, и важность их для
криптографии были известны значительно ранее (см., например, [2 – 5], где получе-
ны критерии транзитивности Т-функций). Отметим также, что, как указано в [2, 6],
исторически первый критерий транзитивности Т-функций (булевых отображений тре-
угольного вида) был известен ещё с 1970-х годов.
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Задача описания транзитивных Т-функций одной переменной была решена во мно-
гом благодаря p-адическому анализу, так как Т-функция— это 1-липшицево отобра-
жение в 2-адической метрике, а её транзитивность эквивалентна эргодичности [6, 7].

Более формально: рассмотрим Zk2, k ∈ N,—декартову степень кольца целых
2-адических чисел с мерой Хаара µ, нормализованной так, что µ(Zk2) = 1. Везде да-
лее будем рассматривать эргодичность только в классе сохраняющих нормированную
меру Хаара отображений.

Отображение f : Zk2 7→ Zk2 называется сохраняющим меру, если µ(f−1(S)) = µ(S)
для любого измеримого множества S ⊆ Zk2.

Сохраняющее меру отображение g : Zk2 7→ Zk2 называется эргодическим, если для
любого измеримого множества S из g−1(S) = S следует, что µ(S) = 0 или µ(S) = 1.

В главе 4.6.2 работы [6] описывается способ построения эргодического 1-липшицева
отображения на Zk2, k ∈ N, из эргодического 1-липшицева отображения на Z2. Такой
способ часто используется в вычислительной технике, но, очевидно, описывает не весь
класс эргодических 1-липшицевых отображений на Zk2 (пояснения можно найти в п. 3
данной работы) ввиду их более сложной структуры.

В работе доказано, что любое эргодическое 1-липшицево отображение F на Zk2,
k ∈ N, может быть представлено определённым образом через k сохраняющих ме-
ру 1-липшицевых отображений на Z2 и k отображений на Fk2 (векторном пространстве
размерности k над полем из двух элементов), возможно, с помощью некоторого допол-
нительного преобразования, определяющегося через перестановку степени 2k. Данный
результат представлен в п. 2.

Кроме того, для отображения F существует 1-липшицево эргодическое отображе-
ние G на Z2, что F может быть получено из G двумя преобразованиями, одному из
которых также можно поставить в соответствие некоторую перестановку степени 2k,
а второе отвечает за представление вектора длины k из целых 2-адических чисел че-
рез целое 2-адическое число. Важно, что верно обратное утверждение для F и G при
использовании обратных преобразований к описанным двум. Последний результат со-
держится в п. 3.

Краткое напоминание о 2-адических числах дано в п. 1.

1. 2-адические числа
Для произвольного ненулевого целого числа a определим ord2 a равным кратности

вхождения 2 в разложение a на простые сомножители. Для произвольного рациональ-
ного числа x = a/b положим ord2 x = ord2 a− ord2 b.

Определим на Q норму ‖ · ‖2:

‖x‖2 =

{
2−ord2 x, если x 6= 0,

0, если x = 0.

Определим расстояние между двумя числами a и b

d(a, b) = ‖a− b‖2

и тем самым зададим на кольце рациональных чисел метрику. Пополнение метриче-
ского пространства (Q, d) будем называть полем 2-адических чисел и обозначать Q2.

Множество Z2 = {x ∈ Q : ‖x‖2 6 1} называется множеством целых 2-адических
чисел. Элементы кольца Z2 называются целыми 2-адическими числами.
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Каждому целому 2-адическому числу x можно сопоставить бесконечную после-
довательность x1, x2, . . . вычетов xn по модулю 2n, 0 6 xn < 2n, удовлетворяющих
условию xn+1 ≡ xn (mod 2n), и это сопоставление взаимно-однозначное. Сложение и
умножение целых 2-адических чисел определяется как почленное сложение и умноже-
ние таких последовательностей.

Кроме того, каждому целому 2-адическому числу x можно поставить во взаимно-
однозначное соответствие ряд

∞∑
j=0

αj2
j

(
xn =

n−1∑
j=0

αj2
j

)
, где αi ∈ {0, 1}, i ∈ N.

Будем рассматривать на декартовой степени Zk2, k > 1, следующую метрику:

‖(σ1, . . . , σk)− (δ1, . . . , δk)‖2 = max{‖σi − δi‖2 : i = 1, . . . , k}

для любых σ = (σ1, . . . , σk), δ = (δ1, . . . , δk) ∈ Zk2.
Определим отображение mod 2n, n ∈ N, для любого x = (x1, . . . , xk) ∈ Zk2, k ∈ N:

(x1, . . . , xk) mod 2n = (x1
n, . . . , x

k
n) =

(
2n−1∑
i=0

α1
i 2
i, . . . ,

2n−1∑
i=0

αki 2
i

)
.

2. Описание через k отображений от одной переменной
Определение 1 [6, 7]. 1-липшицевость F : Zk2 7→ Zk2, k ∈ N, означает, что

∀x, y ∈ Zk2 (‖F (x)− F (y)‖2 6 ‖x− y‖2),

то есть F (x) ≡ F (x mod 2n) mod 2n.

Определение 2. Графом 1-липшицева сохраняющего меру отображения F :
Zk2 7→ Zk2, k ∈ N, по модулю 2n назовём ориентированный граф, вершинами кото-
рого являются векторы (i1, . . . , ik), где ij ∈ {0, . . . , 2n − 1}, j = 1, . . . , k. Из вершины y
идёт дуга в вершину z, если F (y) ≡ z mod 2n.

Определение 3. 1-липшицево сохраняющее меру отображение F : Zk2 7→ Zk2, где
k ∈ N, называется транзитивным по модулю 2n, если граф F по модулю 2n представ-
ляет собой цикл.

Из работ [6, 7] известно, что 1-липшицево сохраняющее меру отображение F на Zk2,
k ∈ N, является эргодическим тогда и только тогда, когда оно транзитивно по всем
модулям 2n, n ∈ N.

Для 1-липшицевых отображений из транзитивности по всем модулям 2n, n ∈ N,
следует сохранение меры. Кроме того, для сохранения меры 1-липшицевому отображе-
нию необходимо и достаточно быть биективным по всем модулям натуральной степени
двойки [6, 7].

В работе [6] описывается способ построения 1-липшицева эргодического отображе-
ния на Zk2, k > 1, из 1-липшицева эргодического отображения на Z2. Однако такой
способ описывает не всевозможные такие отображения на Zk2 хотя бы из тех соображе-
ний, что транзитивность по модулю два 1-липшицева сохраняющего меру отображения
f : Z2 7→ Z2 предполагает

f(0) mod 2 = 1 и f(1) mod 2 = 0,
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то есть «чётные значения» переводятся отображением f в «нечётные» и наоборот.
Предлагаемый в [6] способ разбиения на k координат сохранит данное свойство отоб-
ражения f в какой-то координате (возможно, в другом разряде, а не нулевом), что,
вообще говоря, не предполагает общий случай.

Определим класс отображений Fk, k > 1, как множество всех эргодических
1-липшицевых отображений F : Zk2 7→ Zk2, которые по модулю 2 любой вектор из Fk2
с 1 6 j 6 k нулевых координат НЕ переводят в вектор, у которого все эти j координат
также нулевые, и выполняется сравнение F ((1, . . . , 1)) ≡ (0, . . . , 0) (mod 2).

Класс отображений Fk не является пустым для любого k > 1, так как содержит
по крайней мере те 1-липшицевы эргодические отображения, граф которых по моду-
лю 2 представляет собой следующий цикл: 0, 1, 2, . . . , 2k − 1, где значения разрядов,
начиная от нулевого и заканчивая (k − 1)-м, в двоичном представлении данных чи-
сел рассматриваются как значения соответствующих координат двоичных векторов
размерности k.

Принадлежность таких отображений классу Fk становится очевидной, если уви-
деть, что последовательность 0, 1, 2, . . . , 2k − 1 генерируется отображением x + 1, и
прибавление единицы как раз и означает, что какой-то нулевой разряд станет ненуле-
вым.

Формальное доказательство существования таких отображений будет следовать
из теоремы 2 или теоремы 3. В дальнейшем мы увидим, что на самом деле графы
1-липшицевых эргодических отображений по модулю 2 имеют всевозможные циклы.

Теорема 1. Для любых F ∈ Fk и σ = (σ1, . . . , σk) ∈ Zk2 выполняется

F (σ) =
k∑
i=1

fi(σi)pi(σ mod 2), fi : Z2 7→ Z2, pi : Fk2 7→ Fk2,

где fi — 1-липшицевы сохраняющие меру отображения, у которых граф по модулю 2
есть цикл длины 2, а значения pi(σ mod 2), i = 1, . . . , k, такие, что i-я координата
равна единице, причём определитель матрицы, составленной из pi(σ mod 2), не равен
нулю.

Доказательство. Покажем, как можно построить pi; при этом необходимо пом-
нить, что fi(0) mod 2 = 1 и fi(1) mod 2 = 0, i = 1, . . . , k, ввиду условия транзитивности
по модулю 2.

Пусть вектор σ mod 2 имеет 1 6 j 6 k каких-то нулевых координат, а отображение
F mod 2 переводит его в другой вектор δ = (δ1, . . . , δk), у которого не все эти j коор-
динат нулевые (такие условия гарантирует принадлежность отображения классу Fk).
Тогда pi построим следующим образом:
— в случае σ mod 2 = (1, . . . , 1) каждому pi ставим в соответствие вектор с одной

единичной координатой на i-м месте;
— иначе

1) всем pi(σ mod 2), кроме одного произвольного pl(σ mod 2): δl = 1, σl = 0
(такой существует по условию), поставим в соответствие вектор с одной еди-
ничной координатой на i-м месте;

2) pl(σ mod 2) поставим в соответствие вектор, у которого единичная коорди-
ната стоит на l-м месте и на всех тех местах, где δm и σm mod 2 одновременно
равны нулю или единице, m = 1, . . . , k, m 6= l.

Очевидно, что построенные pi(σ mod 2) удовлетворяют заявленным условиям.
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Тем самым доказано равенство

F (σ) mod 2 =
k∑
i=1

fi(σi)pi(σ mod 2) mod 2

для любых 1-липшицевых сохраняющих меру fi, у которых граф по модулю 2 пред-
ставляет собой цикл длины 2 (fi(0) mod 2 = 1 и fi(1) mod 2 = 0, i = 1, . . . , k).

Например, рассмотрим цикл (0, 0); (1, 0); (0, 1); (1, 1), тогда

p1(0, 0) = (1, 1); p2(0, 0) = (0, 1);

p1(1, 0) = (1, 0); p2(1, 0) = (0, 1);

p1(0, 1) = (1, 1); p2(0, 1) = (0, 1);

p1(1, 1) = (1, 0); p2(1, 1) = (0, 1).

Цикл (0, 0); (1, 0); (1, 1); (0, 1) представить с линейно независимыми p1 и p2 в F2
2

уже нельзя.
Далее будем строить fi индукционно по разрядам 2-адических чисел. Опишем пе-

реход n 7→ n + 1. Рассмотрим два таких произвольных вектора σ = (σ1, . . . , σk) и
δ = (δ1, . . . , δk), что F (σ) ≡ δ (mod 2n+1), причём по предположению

F (σ mod 2n) ≡
k∑
i=1

fi(σi mod 2n)pi(σ mod 2) ≡ δ mod 2n.

Далее

F (σ)− (F (σ mod 2n) mod 2n) ≡
k∑
i=1

[fi(σi)− (fi(σi mod 2n) mod 2n)]pi(σ mod 2) ≡

≡ δ − (δ mod 2n) mod 2n+1.

Матрица из pi(σ mod 2) имеет ненулевой определитель, значит, pi(σ mod 2) являются
базисом в Fk2. Тогда по вектору 4n(δ), координаты которого равны соответствующим
n-м разрядам координат δ, можно найти единственный вектор (e1, . . . , ek), ej ∈ {0, 1},
что

(e1p1(σ mod 2)⊕ . . .⊕ ekpk(σ mod 2)) = 4n(δ).

Определим

fi(σi) mod 2n+1 = fi(σi mod 2n) mod 2n + ei2
n, i = 1, . . . , k,

и перейдём к пределу по n, который существует ввиду определения 2-адических чисел
через вычеты (см. п. 1).

Для полученных fi выполняется равенство

F (σ) =
k∑
i=1

fi(σi)pi(σ mod 2)

для любого σ = (σ1, . . . , σk) из Zk2, так как оно выполняется по любому модулю, рав-
ному натуральной степени двойки.

Действительно, если предположить противное, то существует ξ ∈ Zk2, для которого

F (ξ) 6=
k∑
i=1

fi(ξi)pi(ξ mod 2),
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значит, существует какая-то координата и разряд в этой координате, в котором значе-

ния F (ξ) и
k∑
i=1

fi(ξi)pi(ξ mod 2) отличаются, что приводит к противоречию с их равен-

ством по всем модулям натуральной степени двойки.
По построению полученные fi, i = 1, . . . , k, 1-липшицевы. Действительно, возьмём

произвольные x, y ∈ Z2, тогда для x = (0, . . . , 0, x, 0, . . . , 0), y = (0, . . . , 0, y, 0, . . . , 0) ∈
∈ Zk2 выполняется

‖fj(x)pj(x)− fj(y)pj(y) +
k∑

i=1,i 6=j
fi(0)(pi(x)− pi(y))‖2 =

= ‖F ((0, . . . , 0, x, 0, . . . , 0))− F ((0, . . . , 0, y, 0, . . . , 0))‖2 6 ‖x− y‖2.

Если x ≡ y mod 2, то pi(x) = pi(y), i = 1, . . . , k (см. определение pi), иначе справедливо
‖x−y‖2 = 1; 1 является максимальным возможным значением (см. п. 1), и неравенство
превращается в тривиальное.

Отображение fi сохраняет меру (ввиду 1-липшицевости для этого необходима и до-
статочна биективность по всем модулям 2n, n ∈ N [6]), так как, предполагая противное,
мы не получим транзитивность F по какому-то модулю ввиду того, что если

fi(σi mod 2n) ≡ fi(σi mod 2n + 2n) mod 2n+1,

то мы не получим всевозможные значения F по модулю 2n+1.
Более того, если при данных pi, i = 1, . . . , k, i-я координата отображения F вы-

ражается только через fi, то отображение fi является эргодическим, так как иначе
оно не транзитивно по какому-то модулю 2m. Следовательно, мы также не получим
все значения i-й координаты отображения F по этому модулю ввиду того, что тогда
граф fi по модулю 2m имеет не один цикл и i-я координата F mod 2m принимает только
значения вершин какого-то цикла графа fi по модулю 2m, в котором не представлены
всевозможные значения.

Все 1-липшицевы эргодические отображения сопряжены друг с другом [8]. Более
подробно об этом можно найти в работах В.Сущанского и его соавторов [9, 10]. Но для
описания всего класса 1-липшицевых эргодических отображений из какого-то одного
требуется счётное число соответствующих преобразований, вид которых может быть
очень сложным [10].

Возьмём произвольное сохраняющее меру 1-липшицево отображение F : Zk2 7→ Zk2,
где k > 1, и представим всё множество Zk2 в виде разбиения на подмножества мощно-
сти 2k следующего вида:

Fk(x0) = {x0, F (x0), . . . , F 2k−1(x0)}, x0 ∈ Zk2 x0 ≡ (0, . . . , 0) mod 2.

Подмножества Fk(x0) при различных x0 не пересекаются ввиду сохранения меры отоб-
ражением F , так как сохранение меры означает биекцию отображения [6]. А за счёт
1-липшицевости F выполняется

F 2k(x0) = x, где x ≡ (0, . . . , 0) mod 2.

Преобразование Tk,P , которому можно поставить в соответствие перестановку P
степени 2k, определяется для любого x ∈ Zk2, где x принадлежит некоторому Fk(x0),
причём F j(x0) = x, j = 0, . . . , 2k − 1, следующим образом:

Tk,P ◦ F (x) = F P (j+1)(x0).
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Теорема 2. Для любого эргодического 1-липшицева отображения F /∈ Fk суще-
ствуют такие перестановка P степени 2k и отображение G ∈ Fk, что

G = Tk,P ◦ F и F = Tk,P−1 ◦G.
Доказательство. Выберем перестановку P вершин на графе F по модулю 2

(данный граф представляет собой цикл ввиду эргодичности F [6, 7]) так, чтобы её
цикл принадлежал множеству циклов, полученных рассмотрением графов всех отоб-
ражений класса Fk по модулю 2. Такая перестановка существует, но не единственна.

Рассмотрим отображение G = Tk,P ◦ F : Zk2 7→ Zk2; оно сохраняет меру, так как
произвольная перестановка не влияет на свойство сохранения меры; 1-липшицевость
отображения G следует из 1-липшицевости F . Напомним, что 1-липшицевость означа-
ет F (x) ≡ F (x mod 2n) mod 2n для любых x ∈ Zk2, n ∈ N.

Так как эргодичность в случае 1-липшицева сохраняющего меру отображения эк-
вивалента транзитивности по любому модулю натуральной степени двойки [6, 7], а
произвольная перестановка элементов на графе 1-липшицева сохраняющего меру отоб-
ражения не влияет на транзитивность этого отображения (цикл останется циклом), то
G является эргодическим отображением. Значит, G ∈ Fk.

Равенство F = Tk,P−1 ◦G следует из определения отображения Tk,P .

3. Описание через одно отображение от одной переменной
Определим отображение Hk : Zk2 7→ Z2 для любого натурального k > 1 следующим

образом:

Hk

(
∞∑
i=0

α0
i 2
i,
∞∑
i=0

α1
i 2
i, . . . ,

∞∑
i=0

αk−1
i 2i

)
=
∞∑
i=0

k−1∑
j=0

αji2
ik+j, где αji ∈ {0, 1}.

Так как элементы Z/2nZ—кольца вычетов по модулю 2n, n ∈ N, — можно рассмат-
ривать как элементы Z2, то для любого 1-липшицева сохраняющего меру отображения
F : Zk2 7→ Zk2 определим также следующие отображения из (Z/2nZ)k в Z/2knZ:

Hk,n = Hk(x1 mod 2n, . . . , xk mod 2n) и Tk,n,P ◦ F (x) = Hk,n ◦ Tk,P ◦ F (x).

Отметим, что Tk,n,P и Hk,n, Tk,P и Hk, очевидно, имеют обратные при любых нату-
ральных k, n и любой перестановки степени 2k, так как они являются биективными
отображениями.

Для любого 1-липшицева сохраняющего меру отображения G : Z2 7→ Z2 рассмот-
рим разбиение Z2 на непересекающиеся подмножества мощности 2k следующего вида:

Gk(y0) = {y0, G(y0), . . . , G2k−1(y0)},
где y0 ∈ Z2, y0 ≡ 0 mod 2, k—некоторое натуральное. Тот факт, что это именно раз-
биение, следует из свойств отображения G и доказывается теми же рассуждениями,
что и для Fk. Таким образом, можно определить отображения Tk,P и Tk,n,P в случае
G : Z2 7→ Z2.

Теорема 3. Для любого 1-липшицева сохраняющего меру транзитивного по мо-
дулю 2 отображения F : Zk2 7→ Zk2, k > 1, существуют такие 1-липшицево сохраняющее
меру транзитивное по модулю 2k отображение G : Z2 7→ Z2 и перестановка P степе-
ни 2k, что справедливо

G = Hk ◦ Tk,P ◦ F ◦H−1
k и F = H−1

k ◦ Tk,P−1 ◦G ◦Hk,

причём F — эргодическое отображение тогда и только тогда, когда G эргодическое.
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Доказательство. Возьмём произвольное 1-липшицево сохраняющее меру тран-
зитивное по модулю 2k отображение на Z2 и вычислим его цикл C по модулю 2k.

Выберем такую перестановку P элементов цикла отображения Hk,1◦F ◦H−1
k,1 , чтобы

получившийся цикл был равен C.
Для любого натурального n рассмотрим Gn = Tk,n,P ◦F ◦H−1

k,n. Очевидно, Gn можно
описать через некоторый граф.

При переходе n 7→ n + 1, n > 1, каждый цикл графа 1-липшицева сохраняющего
меру отображения на Zk2 или увеличивает в 2k раз число своих элементов, или пре-
вращается в 2, 4, . . . , либо 2k цикла с одинаковым числом элементов (см. определение
1-липшицевости в п. 2). Каждый цикл графа 1-липшицевых сохраняющих меру отоб-
ражений на Z2 при переходе n 7→ n+ 1, n > 1, или увеличивает число своих элементов
в 2 раза, или превращается в два цикла с одинаковым числом элементов. Таким об-
разом, существует 1-липшицево сохраняющее меру отображение на Z2, что его граф
по модулю 2k(n+1) имеет такое же количество циклов соответствующей длины, что и
граф Gn+1.

Благодаря преобразованию Tk,P , которое мы применяем к F , можно утверждать,
что граф отображения Gn может быть построен с помощью некоторого 1-лип-
шицева сохраняющего меру отображения Ĝn от одной переменной ввиду F (x) ≡
≡ F (x mod 2n) mod 2n, а значит, Gn+1(y) ≡ Gn(y mod 2kn) mod 2kn (см. определе-
ние Hk), так как можно описать таким образом граф G1 (см. начало доказательства) и
соответственно — для всех последующихGn ввиду того, что при переходе kn 7→ k(n+1),
n > 1, старшие k разрядов у вершин графов по модулю 2kn+k всех 1-липшицевых сохра-
няющих меру отображений от одной переменной принимают всевозможные значения,
поэтому можем выбрать подходящее.

Отображение G определяется как предел по n отображений Ĝn mod 2n. Предел
существует ввиду определения 2-адических чисел через вычеты (см. п. 1).

Свойства 1-липшицевости и сохранения меры G следуют из 1-липшицевости и со-
хранения меры отображений Ĝn, так как 1-липшицевость очевидна (по построению,
см. определение 1-липшицевости), для сохранения меры необходима и достаточна би-
ективность по любому модулю натуральной степени двойки в случае 1-липшицевости
отображения [6], и биективность по большему модулю означает биективность по мень-
шему ввиду 1-липшицевости.

Рассмотрим Fn = T−1
k,n,P ◦ G ◦ Hk,n и теми же рассуждениями получим некоторое

сохраняющее меру 1-липшицево отображение F̃ : Zk2 7→ Zk2. Переходя к пределу, по-
строим последовательность векторов с координатами, представляющими собой вычеты
по модулю 2n, а каждая координата ввиду определения 2-адических чисел из п. 1 через
вычеты сходится к 2-адическому числу. Значит, предел существует.

Предположим, что F 6= F̃ , тогда существует x ∈ Zk2, что F (x) 6= F̃ (x). Отсюда
у векторов F (x), F̃ (x) должна существовать координата, в которой они отличаются.
Значит, существует разряд m ∈ N в этой координате, по которому F (x), F̃ (x) отлича-
ются, что, в свою очередь, приводит к противоречию с равенством F mod 2n и Fn для
любого натурального n, так как

Fn = T−1
k,n,P ◦G ◦Hk,n, G mod pkn = Tk,n,P ◦ F ◦H−1

k,n.

Теми же рассуждениями доказывается, что F = H−1
k ◦ Tk,P−1 ◦ G ◦ Hk и соответ-

ственно G = Hk ◦ Tk,P ◦ F ◦H−1
k . Очевидно, что T−1

k,P = Tk,P−1 .
Рассмотрим вопрос эргодичности.
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Необходимость следует из того, что если F транзитивно по каждому модулю нату-
ральной степени двойки (граф представляет собой один единственный цикл), то тран-
зитивным по этим модулям будет и G по построению (на самом деле по построению
следует для 2kn при любом натуральном n, но транзитивность по большему модулю
означает транзитивность по всем меньшим ввиду 1-липшицевости), а это и означает
эргодичность для 1-липшицевых сохраняющих меру отображений [6].

Действительно, воспользуемся равенством F mod 2n = T−1
k,n,P ◦ G ◦ Hk,n. Так как

произвольная перестановка элементов на графе по некоторому модулю не влияет на
свойство транзитивности по этому модулю, то Tk,n,P ◦ F ◦H−1

k,n определяет некоторый
цикл. Следовательно, G mod 2kn определит тот же цикл.

Достаточность следует из того, что все рассуждения можно повторить в обратную
сторону, воспользовавшись равенством G mod 2kn = Tk,n,P ◦ F ◦H−1

k,n.
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Введение
Обобщённые алгоритмы шифрования Фейстеля представляют естественное обоб-

щение алгоритма шифрования Фейстеля [1, 2]. Они лежат в основе таких шифрсистем,
как CAST-256, MARS, SMS4, CLEFIA, Piccolo, HIGHT и др. В основном обобщение
осуществляется посредством увеличения числа ячеек регистра сдвига и выбором яче-
ек, содержимое которых меняется нелинейными функциями усложнения, зависящи-
ми от раундового ключа. При этом для обратимости раундовой функции не требу-
ется обратимость нелинейных функций усложнения. Часто для построения функции
усложнения используется SP-сеть. В последние годы стали предлагаться модификации



38 М. А. Пудовкина, А. В. Токтарев

обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля, улучшающие их свойства рассеива-
ния [3 – 5].

Пусть K —ключевое множество; Vn — n-мерное векторное пространство над GF(2);
g

(r)
k —раундовая функция зашифрования на ключе k ∈ K; ⊕— бинарная операция по-
координатного сложения в Vn. При атаке на l-раундовый n-битный алгоритм блочного
шифрования один из этапов разностного метода и его обобщений состоит в нахождении
для некоторого числа раундов r, r 6 l, элементов матрицы p(r) =

(
p

(r)
λλ′

)
вероятностей

переходов ненулевых разностей n-битных блоков текста r-раундовой функции зашиф-
рования, т. е.

p
(r)
λλ′ = 2−n|K|−1

∣∣∣{(x, k) ∈ Vn ×K : g
(r)
k (x)⊕ g(r)

k (x⊕ λ) = λ′
}∣∣∣ .

Матрица pr также называется r-раундовой матрицей вероятностей переходов раз-
ностей. Как правило, в разностном методе ищется наибольшее r, при котором суще-
ствуют λ(0), λ(r), такие, что p(r)

λ(0)λ(r)
> 2−n, и при этом r находятся такие λ(0), λ(r), для

которых p
(r)

λ(0)λ(r)
принимает максимальное значение. Так как найти точное значение

элемента p(r)

λ(0)λ(r)
часто не удаётся, приводится нижняя оценка p̃(r)

λ(0)λ(r)
для p(r)

λ(0)λ(r)
> 2−n.

Для марковских алгоритмов блочного шифрования [6], у которых раундовые функ-
ции реализуют одно и то же отображение на декартовом произведении множества
n-битных блоков текста и множества раундовых ключей, величина p̃(r)

λ(0)λ(r)
находит-

ся с помощью разностной характеристики последовательности λ̄ = λ(0), λ(1), . . . , λ(r)

n-битных разностей промежуточных блоков текстов, у которой p(1)

λ(i)λ(i+1) > 0 для каж-

дого i ∈ {0, . . . , r − 1}, при этом полагают p̃(r)

(λ(0)λ(r))
=

(r−1)∏
i=0

p
(1)

λ(i)λ(i+1) .

Для многих алгоритмов блочного шифрования существует такое число раундов r̃,
что матрица p(r) не является положительной для каждого r ∈ {1, . . . , r̃} , т. е. среди
элементов матрицы p(r) есть нулевые. Например, при r = 1 такой матрицей является
матрица p(1) алгоритма шифрования Фейстеля.

Равенство p(r)
λλ′ = 0 для некоторых ненулевых разностей λ, λ′ ∈ Vn означает, что ни

при каком ключе шифрования k ∈ K и блоке открытого текста x ∈ Vn не выполняется
равенство g(r)

k (x)⊕ g(r)
k (x⊕ λ) = λ′.

В этом случае пара λ, λ′ называется r-раундовой невозможной разностью. Суще-
ствование невозможной разности может позволить применить атаки различения, а
также найти некоторые биты ключа шифрования или весь ключ с помощью метода
невозможных разностей, первоначально предложенного в работе [7], а затем модифи-
цированного в [8]. Часто рассматривается такая пара (Λ,Λ′) r-раундовых невозможных
множеств разностей, что каждая пара (λ, λ′) ∈ Λ×Λ′ является r-раундовой невозмож-
ной разностью.

При поиске невозможных разностей нередко применяется аналог разностной ха-
рактеристики. В этом случае рассматривается такая последовательность множеств
разностей Λ̄ = Λ0, . . . ,Λr, что Λ0 ⊂ Vn,

Λi = {gk(i)(x)⊕ gk(i)(x⊕ λ) : (λ, x, k(i)) ∈ Λi−1 × Vn ×Ki}, i = 1, . . . , r,

где Ki —множество раундовых ключей i-го раунда; gk(i) : Vn → Vn —раундовая функ-
ция на раундовом ключе k(i) ∈ Ki. Если Λr 6= Vn \ {0̄n}, то пара Λ0, Vn \ (Λr ∪ {0̄n}) яв-
ляется r-раундовым невозможным множеством разностей, где 0̄n —нулевой n-мерный
вектор.



Об оценке числа раундов с невозможными разностями 39

В данной работе рассматривается семейство обобщённых алгоритмов шифрования
Фейстеля. В частности, это семейство включает в себя сбалансированные алгоритмы
шифрования, предложенные в работах [1, 2, 5, 9, 10]. Приведены оценки сверху и
снизу максимального числа раундов, для которого вероятность любой r-раундовой
разности равна нулю для любого алгоритма шифрования из семейства. Предложен
подход получения оценок для обобщённого алгоритма шифрования Фейстеля.

В п. 1 приводятся описания рассматриваемых семейств обобщённых алгоритмов
шифрования Фейстеля. В п. 2 описаны свойства невозможных разностей и их приме-
нения к обобщённым алгоритмам шифрования Фейстеля. Пункт 3 посвящён теоретико-
графовым свойствам обобщённых алгоритмов шифрования Фестеля. В п. 4 приведе-
ны верхние и нижние оценки максимального числа раундов, для которых существует
l-раундовая невозможная разность. Доказательство оценок основано на теории число-
вых полугрупп.

1. Основные обозначения и определения
1.1. О б о з н а ч е н и я

Пусть N—множество натуральных чисел; N0 = N
⋃{0}; m, d, c ∈ N, n = dm;

c ∈ {1, . . . ,m}; B× = B\{0} при B ⊆ Vn;W = (A,A′) —разбиение множества {1, . . . ,m}
на два подмножества A,A′; W (m) —множество всех упорядоченных разбиений множе-
ства {1, . . . ,m} на два подмножества; P (B) —множество всех подмножеств множе-
ства B; S(B) —множество всех подстановок на B; k = (k1, . . . , kc) ∈ V c

d ; fi : V 2
d → Vd,

fi,ki(α) = fi(α, ki) для всех α ∈ Vd, i = 1, . . . , c;

F
(c)
d =

{
(f1, . . . , fc) : fi : V 2

d → Vd, i = 1, . . . , c
}
.

Здесь d—число бит в ячейке регистра; m—длина регистра; n—длина блока шифро-
вания; c—количество функций усложнения f1, . . . , fc на одном раунде; k1, . . . , kc —
ключи, используемые в этих функциях шифрования.

1.2. О п и с а н и е о б о б щ ё н н ы х а л г о р и т м о в
ш и ф р о в а н и я Ф е й с т е л я

Кроме классического алгоритма шифрования Фейстеля (например, используемого
в DES), существуют различные его модификации. Говоря об обобщённых алгорит-
мах шифрования Фейстеля, будем иметь в виду объединение большинства из них.
Некоторые обобщения, например алгоритмы шифрования Фейстеля 1-го, 2-го и 3-го
типов, представлены в работе [11]. Блочными шифрсистемами, построенными на осно-
ве обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля, являются Skipjack, BEAR/LION,
BlowFish, Camelia, DEAL, DES, MARS, Twofish. Обобщённые алгоритмы шифрования
Фейстеля с длиной регистра 4 отражены в работе [9]. На рис. 1 изображено 19 обоб-
щённых алгоритмов шифрования Фейстеля с длиной регистра 4.

Приведём описание математической модели, включающей эти обобщения. Рас-
смотрим семейство алгоритмов шифрования Фейстеля, заданных следующими па-
раметрами: натуральным числом c; разбиением W = (A,A′) ∈ W (m); отображе-
нием χ : A′ → P (A); f ∈ F

(c)
d ; биективными отображениями ρ ∈ S ({1, . . . ,m}),

ϕ : X(A′) → {1, . . . , c}, где X(A′) =
⋃

i∈A′,j∈χ(i)

(i, j). Отметим, что для любого A′ верно

тождество |X(A′)| = c.
Рассмотрим отображения vρ, hk ∈ S(V m

d ), определённые как

vρ : (α1, . . . , αm) 7→
(
αρ−1(1), . . . , αρ−1(m)

)
, hk : (α1, . . . , αm) 7→ (α′1, . . . , α

′
m),
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Рис. 1. Раундовые функции обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля
с длиной регистра 4

где

α′i =

αi, если i ∈ A,
αi
⊕
j∈χ(i)

fϕ(i,j),kϕ(i,j)(αj), если i ∈ A′.

Обобщённый алгоритм шифрования Фейстеля задаётся раундовой функцией
gk ∈ S(V m

d ), где gk = vρhk. Пусть gk(r) . . . gk(1) — r-раундовая функция шифрования
на ключе k = (k(1), . . . , k(r)) ∈ (V c

d )r.
Семейство обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля с фиксированными па-

раметрами (W,χ, ϕ, ρ)c будем называть (W,χ, ϕ, ρ)c-семейством. Каждый алгоритм
блочного шифрования из (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства задан фиксированным набором функ-
ций f ∈ F (c)

d и называется (W,χ, ϕ, ρ, f)c-алгоритмом шифрования. Обозначим через
Gc(W,χ, ϕ, ρ) множество всех (W,χ, ϕ, ρ, f)c-алгоритмов шифрования.

Будем писать g ∈ Gc(W,χ, ϕ, ρ), если g является раундовой функцией (W,χ, ϕ, ρ, f)c-
алгоритма шифрования. Обозначение gk(i) показывает зависимость g от конкретного
раундового ключа k(i).

Для нижнего крайнего справа семейства, изображённого на рис. 1, параметры
(W,χ, ϕ, ρ)c-семейства следующие:

gk : (α1, α2, α3, α4) 7→ (α2, α3 ⊕ f1,k1(α4), α4, α1 ⊕ f2,k2(α2)⊕ f3,k3(α4)),

W = (A,A′), A = {2, 4}, A′ = {1, 3}, χ(1) = {2, 4}, χ(3) = {4}, ϕ(1, 2) = 1, ϕ(1, 4) = 2,
ϕ(3, 4) = 3, ρ = (1, 4, 3, 2).

Заметим, что многие обобщённые алгоритмы шифрования Фейстеля основаны на
описанной конструкции и ρ−1 часто совпадает с циклом (1, 2, . . . ,m). Для обобщённых
алгоритмов шифрования Фейстеля 1-го типа [12, 13] получаем

gk : (α1, . . . , αm) 7→ (α2 ⊕ f1,k1(α1), α3, . . . , αm, α1),
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где c = 1; A′ = {2}; A = {1, . . . ,m}\{2}; χ(2) = {1}; ϕ(2, 1) = 1 и ρ−1 = (1, 2, . . . ,m).
Для обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля 2-го типа [11] и чётного числа m
получаем

gk : (α1, . . . , αm) 7→ (α2 ⊕ f1,k1(α1), α3, α4 ⊕ f2,k2(α3), α5, . . . , αm, α1),

где c = m/2; A′ = {2i : i ∈ {1, . . . ,m/2}}; A = {1, . . . ,m}\A′; χ(2i) = ϕ(2i, i− 1) = {i},
i ∈ {1, . . . ,m/2}, и ρ−1 = (1, 2, . . . ,m). В работе [9] приведены различные класси-
фикации обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля для параметров m = 4 и
ρ−1 = (1, 2, 3, 4).

Отметим, что перестановка ρ−1 может не совпадать с циклом (1, 2, . . . ,m). Такие
перестановки рассмотрены в работах [4, 5]. Например, ρ−1 = (1, 3, 5, 7)(2, 8, 6, 4) ис-
пользуется в блочной шифрсистеме Piccolo [4].

2. Невозможные усечённые разности
Существование невозможной разности для r раундов обобщённого алгоритма шиф-

рования Фейстеля означает возможность применения метода невозможных разностей.
Для анализа стойкости алгоритма важно оценивать максимальное число раундов, для
которого существуют невозможные разности.

Рассмотрим произвольное (W,χ, ϕ, ρ)c-семейство. Пусть α(0) — n-битный открытый
текст, δ—ненулевая n-битная разность. Для δ ∈ V ×n оценим верхнюю и нижнюю гра-
ницы числа раундов r = rW,χ,ϕ,ρ(δ), удовлетворяющего следующим условиям:

1) для любых g ∈ Gc(W,χ, ϕ, ρ), (k(1), . . . , k(r)) ∈ (V c
d )r, α(0) ∈ Vn и некоторого

δ′ ∈ V ×n выполняется неравенство gk(r) . . . gk(1)(α(0))⊕ gk(r) . . . gk(1)(δ ⊕ α(0)) 6= δ′;
2) для любого δ′ ∈ V ×n существуют α(0) ∈ Vn, g ∈ Gc(W,χ, ϕ, ρ), (k(1), . . . , k(r+1)) ∈
∈ (V c

d )r+1, удовлетворяющие равенству

gk(r+1) . . . gk(1)(α
(0))⊕ gk(r+1) . . . gk(1)(δ ⊕ α(0)) = δ′.

Пусть rW,χ,ϕ,ρ = max {rW,χ,ϕ,ρ(δ) : δ ∈ V ×n } и l— такое произвольное натуральное
число, что l > rW,χ,ϕ,ρ. Тогда rW,χ,ϕ,ρ —максимальное число раундов, для которого не
существует невозможной разности для любого l-раундового (W,χ, ϕ, ρ, f)c-алгоритма
шифрования. Другими словами, все элементы его разностной матрицы ненулевые.

Отметим, что если алгоритм шифрования Фейстеля не имеет невозможных разно-
стей на раунде с номером r, то он не имеет невозможных разностей на любом раунде
больше r. Действительно, пусть алгоритм шифрования не имеет невозможных разно-
стей на r раундах, а на (r+ 1)-м раунде разность α ∈ V ×n имеет парную невозможную
β ∈ V ×n . Зашифруем два открытых текста с разностью α на ключе k ∈ V c

d ; пусть при
этом выходной разностью первого раунда будет β′ ∈ V ×n . Тогда в силу того, что на
r раундах невозможных разностей нет, существуют ключи на r раундах шифрования,
переводящие блоки с разностью β′ в блоки с разностью β. Значит, существуют ключи
на r+1 раундах шифрования, переводящие блоки с разностью α в блоки с разностью β.
Получено противоречие — значит, на (r+1)-м раунде также отсутствуют невозможные
разности.

Некоторые (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства имеют невозможные разности для любого числа
раундов l ∈ N. Это означает, что для каждого l ∈ N существует такая пара (δ, δ′) ∈
∈
(
V ×d
)2, что gk(l) . . . gk(1)(α(0))⊕ gk(l) . . . gk(1)(δ ⊕ α(0)) 6= δ′ для любых g ∈ Gc(W,χ, ϕ, ρ),

(k(1), . . . , k(l)) ∈ (V c
d )l, α(0) ∈ Vn. В этом случае положим, что rW,χ,ϕ,ρ =∞. Если rW,χ,ϕ,ρ



42 М. А. Пудовкина, А. В. Токтарев

конечно, то после некоторого (конечного) числа раундов (W,χ, ϕ, ρ)c-семейство не име-
ет невозможных разностей.

Для специального типа обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля в рабо-
тах [14, 15] для параметра rW,χ,ϕ,ρ получены различные оценки.

Для получения верхней и нижней оценок параметра rW,χ,ϕ,ρ используется аддитив-
ная коммутативная полугруппа (D,⊕), заданная на множестве D = {γ,∆, 0̃}. Похожее
множество, состоящее из пяти элементов, использовано в [5] для классификации разно-
стей в ячейках регистра обобщённого алгоритма шифрования Фейстеля. Полугруппа
(D,⊕) определена следующим образом:

⊕ γ ∆ 0̃
γ ∆ ∆ γ

∆ ∆ ∆ ∆

0̃ γ ∆ 0̃

Для произвольных векторов α1 =
(
α

(1)
1 , . . . , α

(m)
1

)
, α2 =

(
α

(1)
2 , . . . , α

(m)
2

)
из V m

d

обозначим α1 → α2, если существуют такие раундовый ключ k ∈ V c
d и открытые

тексты x1, x2 ∈ V m
d , что α1 = x1 ⊕ x2, α2 = gk (x1)⊕ gk (x2).

Приведём пример, иллюстрирующий построение невозможных усеченных разно-
стей на основе введёной полугруппы. Рассмотрим обобщённый алгоритм шифрования
Фейстеля, заданный как gk : (α1, α2, α3, α4) 7→ (α2, α3 ⊕ f1,k(α4), α4, α1).

Приведём 14-раундовую усеченную разность:

(0̃, 0̃, γ, 0̃)→ (0̃, γ, 0̃, 0̃)→ (γ, 0̃, 0̃, 0̃)→ (0̃, 0̃, 0̃, γ)→ (0̃,∆, γ, 0̃)→
→ (∆, γ, 0̃, 0̃)→ (γ, 0̃, 0̃, ∆)→ (0̃,∆,∆, γ)→ (∆,∆, γ, 0̃)→ (∆, γ, 0̃,∆)→
→ (∆, γ,∆,∆)→ (γ,∆,∆,∆)→ (∆,∆,∆, γ)→ (∆,∆, γ,∆)→ (∆,∆,∆,∆).

Очевидно, что максимальное число раундов, для которого существует невозможная
разность, зависит от входной разности. Покажем, что максимальное число раундов
достигается, если у входной разности существует ненулевая координата.

Рассмотрим (W,χ, ϕ, ρ)c-семейство, s—номер раунда, x1, x2 —md-битные открытые
тексты, xi =

(
x

(1)
i , . . . , x

(m)
i

)
∈ V m

d , где i ∈ {1, 2}. Обозначим

x
(s)
i =

(
x

(1,s)
i , . . . , x

(m,s)
i

)
= gk(s)gk(s−1) . . . gk(1)

(
x

(1)
i , . . . , x

(m)
i

)
,

где x(s)
i —шифртекст после s раундов шифрования; k(1), . . . , k(s) —раундовые ключи

из V c
d . Пусть E —множество всех отображений из V 2

d в Vd.
Определим отображение λ : V m

d ×V m
d ×N→ Dm, где λ (x1, x2, s) =

(
l(1,s), . . . , l(m,s)

)
;

l(i,s) =


0̃, если ∀k(1), . . . , k(s) ∈ V c

d , ε1, . . . , εc ∈ E
(
x

(i,s)
1 = x

(i,s)
2

)
,

γ, если ∀k(1), . . . , k(s) ∈ V c
d , ε1, . . . , εc ∈ E

(
x

(i,s)
1 6= x

(i,s)
2

)
,

∆, если ∀z ∈ V c
d ∃k(1), . . . , k(s) ∈ V c

d , ε1, . . . , εc ∈ E
(
x

(i,s)
1 ⊕ x(i,s)

2 = z
)
.

Отметим, что λ (x1, x2, s) определяет усечённую разность s-го раунда. Пусть

Θx1,x2,s =
{
i ∈ {1, . . . ,m} : l(i,s) ∈

{
0̃, γ
}}

,

Ψx1,x2,s =
{
i ∈ {1, . . . ,m} : l(i,s) = ∆

}
,

Υx1,x2,s =
{
i ∈ {1, . . . ,m} : l(i,s) 6= 0̃

}
.
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Следующая лемма отражает важный факт об упомянутых выше множествах.
Зафиксируем произвольные числа i ∈ {1, . . . ,m}, s ∈ N и ненулевой вектор α ∈ Vd.
Лемма 1. Пусть x1, x2, y1, y2 — такие md-битные тесты, что

x1 ⊕ x2 =

(
0, . . . , 0, α︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0

)
∈ V m

d , y1 ⊕ y2 = (β1, β2, . . . , βm) ∈ V m
d ,

где βj1 , βj2 —ненулевые d-битные векторы для некоторых j1, j2 ∈ {1, . . . ,m}, j1 6= j2.
Тогда имеют место включения Υx1,x2,s ⊆ Υy1,y2,s, Θy1,y2,s ⊆ Θx1,x2,s, Ψx1,x2,s ⊆ Ψy1,y2,s.

Доказательство. Проводится по индукции относительно числа s и числа нену-
левых элементов среди β1, . . . , βm и представляет собой перебор всевозможных вари-
антов и проверку условия включения.

Утверждение 1. Пусть i ∈ {1, . . . ,m} и векторы

δ = (0̄d, . . . , 0̄d, δi, 0̄d, . . . , 0̄d), δ′ = (δ′1, δ
′
2, . . . , δ

′
m−1, δ

′
m)

таковы, что δi 6= 0̄d, δ′j1 6= 0̄d, δ′j2 6= 0̄d для некоторых j1, j2 ∈ {1, . . . ,m}, j1 6= j2. Тогда
rW,χ,ϕ,ρ(δ

′) 6 rW,χ,ϕ,ρ(δ) для любого (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства.
Доказательство. Пусть r1 = rW,χ,ϕ,ρ (δ) + 1, r2 = rW,χ,ϕ,ρ (δ′), x2 = x1 ⊕ δ′. Из

леммы 1 следует, что |Θx1,x2,r1| = 0, но |Θx1,x2,r2| > 0. Таким образом, rW,χ,ϕ,ρ (δ) + 1 >
> rW,χ,ϕ,ρ (δ′). Отсюда rW,χ,ϕ,ρ (δ) > rW,χ,ϕ,ρ (δ′).

Утверждение 2. Пусть i∈ {1, . . . ,m}, α∈V ×d и δ =

(
0, . . . , 0, α︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0

)
∈V m

d .

Тогда для любого (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства справедливо равенство rW,χ,ϕ,ρ = rW,χ,ϕ,ρ (δ).
Таким образом, для нахождения нижней границы параметра rW,χ,ϕ,ρ следует рас-

сматривать только разности с ровно одной ненулевой координатой.

3. Представление обобщённого алгоритма шифрования Фейстеля
в виде орграфа

Для заданного (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства рассмотрим ориентированный помеченный
граф ΓW,χ,ϕ,ρ = (X, Y ) с множествами вершин X и дуг Y . Между вершинами орграфа
ΓW,χ,ϕ,ρ и ячейками регистров обобщённого алгоритма шифрования Фейстеля суще-
ствует взаимно однозначное соответствие. Каждая вершина имеет такой же номер,
как соответствующая ячейка регистра. Вершины с номерами i и j соединены дугой,
если значение регистровой ячейки с номером j зависит от значения в регистровой
ячейке с номером i после одного раунда зашифрования, другими словами, если верно
одно из следующих условий:

1) ρ (i) = j;
2) i ∈ A и существует l ∈ A′, такое, что i ∈ χ (l), ρ (l) = j.

Если выполнено первое условие, то дуга не имеет метки; иначе дуга помечена меткой Φ.
Приведём пример орграфа, соответствующего некоторому обобщённому алгорит-

му шифрования Фейстеля. Рассмотрим обобщённый алгоритма шифрования Фейсте-
ля вида gk : (α1, α2, α3, α4) 7→ (α2, α3 ⊕ f1,k(α4), α4, α1). Он принадлежит (W,χ, ϕ, ρ)c-
семейству с параметрами

W = (A,A′) , A = {1, 2, 4}, A′ = {3}, χ(3) = {4}, ϕ(3, 4) = 1, ρ = (1, 4, 3, 2).
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Рис. 2. Орграф обобщённого алгоритма шифрования Фейстеля

Соответствующий орграф представлен на рис. 2.
Напомним некоторые определения из теории графов. Маршрут в графе (орграфе)

из вершины i в вершину j — это последовательность вершин и рёбер (дуг), инцидент-
ных двум соседним вершинам; путь — это ориентированный маршрут; длина пути—
количество дуг в нём; замкнутый путь — это путь, у которого первая и последняя вер-
шины совпадают; простой путь — это путь без повторяющихся вершин; орцепь — путь
без повторяющихся дуг; простая орцепь — орцепь без повторяющихся вершин; кон-
тур — замкнутая орцепь; простой контур— контур без повторяющихся вершин. Мак-
симальный кратчайший путь между вершинами орграфа Γ называется диаметром и
обозначается d(Γ). Примитивным орграфом называется такой сильносвязный орграф,
что наибольший общий делитель длин всех его простых контуров равен 1. Для произ-
вольного замкнутого пути w через len(w) обозначим его длину.

4. Числовые полугруппы с порождающими элементами и оценки
ПустьM —полугруппа с элементами из N0, замкнутая относительно операции сло-

жения. Числовую полугруппу, порождённую элементами d1, . . . , dv ∈ N, определим как

M = 〈d1, . . . , dv〉 =

{
v∑
i=1

nidi : ni ∈ N0

}
. Наибольшее целое число, которое не принад-

лежит числовой полугруппе M , называется числом Фробениуса полугруппы M .
Пусть U—множество всех числовых полугрупп, g(S) —число Фробениуса полу-

группы S ∈ U .
4.1. П о с т р о е н и е м н о ж е с т в а п о р о ж д а ю щ и х э л е м е н т о в

ч и с л о в о й п о л у г р у п п ы д л я к а ж д о й в е р ш и н ы
п р и м и т и в н о г о о р г р а ф а ΓW,χ,ϕ,ρ

Оценки максимального числа раундов rW,χ,ϕ,ρ, для которого существуют невозмож-
ные разности для любого алгоритма шифрования Фейстеля из (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства,
получены с использованием максимального числа Фробениуса числовых полугрупп,
соответствующих вершинам орграфа ΓW,χ,ϕ,ρ обобщённого алгоритма шифрования
Фейстеля.

Алгоритм состоит из двух шагов. На первом шаге для каждой вершины орграфа
ΓW,χ,ϕ,ρ находятся порождающие элементы соответствующей ей полугруппы. На вто-
ром шаге определяются числа Фробениуса для найденных числовых полугрупп. Затем
выбирается максимальное из полученных чисел Фробениуса.
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Пусть V —множество номеров вершин орграфа ΓW,χ,ϕ,ρ; Ci —множество его про-
стых контуров, содержащих вершину с номером i ∈ V .

Для любой вершины с номером i ∈ {1, . . . ,m} и простого контура w ∈ Ci через Ci,w
обозначим множество простых контуров, принадлежащих целиком какому-либо марш-
руту с началом в вершине i и второй вершиной, принадлежащей контуру w.

Алгоритм 1. Алгоритм нахождения максимального числа Фробениуса

Вход: орграф ΓW,χ,ϕ,ρ
Выход: gmax; множества G(i, w), G(i, w, d) для всех вершин i ∈ {1, . . . ,m} и контуров

w ∈ Ci, d ∈ Ci,w
1: Для каждой вершины i ∈ V
2: Найти все простые контуры из Ci.
3: Для каждого простого контура w ∈ Ci
4: s := w, Ci,w := {w}, G(i, w, w) := {len(w)}.
5: Для каждой вершины j, принадлежащей контуру s (за исключением верши-

ны i)
6: Найти все простые контуры (исключая s), которые содержат вершину j, но

не содержат вершину i, и поместить их в множество C ′j.
7: Если C ′j 6= ∅, то добавить все элементы множества C ′j в Ci,w.

Вычислить множество

G (i, w, s′) =
⋃

d∈Gi,w,s

{
d+

∑
s∈C′j

mi · len(s) : 0 6 mi < d

}
.

8: Для каждого простого контура s′ ∈ C ′j положить s := s′ и повторить шаги 5–7.
9: Вычислить множество G (i, w) =

⋃
d∈Ci,w

G(i, w, d).

10: Для каждой вершины с номером i ∈ V вычислить число Фробениуса полугруппы〈 ⋃
w∈Ci

G(i, w)

〉
.

11: Найти максимальное из чисел Фробениуса, вычисленных на шаге 10, и обозначить
его gmax.

Приведём пример нахождения gmax для обобщённого алгоритма шифрования Фей-
стеля с раундовой функцией gk : (α1, α2, α3, α4) 7→ (α2, α3, α4, α1⊕f1,k(α4)), которая при-
надлежит (W,χ, ϕ, ρ)c-семейству с параметрами W = (A,A′), A = {2, 3, 4}, A′ = {1}),
χ(1) = {4}, ϕ(1, 4) = 1, ρ = (1, 4, 3, 2). Соответствующий орграф представлен на рис. 3.

Прокомментируем работу алгоритма. Заметим, что орграф на рис. 3 содержит два
простых контура. Первый из них (w1) содержит все вершины из множества {1, 2, 3, 4};
второй (w2) — одну вершину 4. Приведём шаги работы алгоритма.
1–2. C1 = C2 = C3 = {w1}, C4 = {w1, w2}.
3. Для каждой вершины i ∈ {1, 2, 3} и контура w1 применим шаги 4–9 и получим

C1,w1
= C2,w1

= C3,w1
= {w2}, G (1, w1) = G (2, w1) = G (3, w1) = {4, 5, 6, 7}.

Для вершины 4 и циклов w1, w2 применим шаги 4–9 и получим C4,w1
= ∅,

C4,w2
= ∅, G (4, w1) = {4}, G (4, w2) = {1}.

10. Получим〈 ⋃
d∈C1

G(1, d)

〉
=

〈 ⋃
d∈C2

G(2, d)

〉
=

〈 ⋃
d∈C3

G(3, d)

〉
= 〈4, 5, 6, 7〉,

〈 ⋃
d∈C4

G(4, d)

〉
= 〈1, 4〉.
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Φ

Рис. 3. Орграф обобщённого алгоритма шифрования Фейстеля

Числа Фробениуса полученных числовых полугрупп:

g(〈4, 5, 6, 7〉) = 3, g(〈1, 4〉) = 0.

11. gmax = 3.
4.2. О ц е н к и м а к с и м а л ь н о г о ч и с л а р а у н д о в rW,χ,ϕ,ρ

Приведём необходимое и достаточное условие конечности параметра rW,χ,ϕ,ρ. Для
этого сформулируем и докажем ряд лемм и утверждение. Для формулировок нам
потребуются следующие обозначения.

Пусть r—номер раунда и α =
(
α(1), . . . , α(m)

)
∈ V m

d . Зададим такое отображение
θ : Vd → D, что для любой d-битной разности δ имеет место

θ(δ) =

{
γ, если δ 6= 0̄d,

0̃, если δ = 0̄d.

Для входной разности α =
(
α(1), . . . , α(m)

)
∈ V m

d зададим отображение ξ : V m
d × N →

→ Dm как

ξ (α, r) = (t1, . . . , tm) =

{
λ (α, 0̄md, r) , если r > 0,(
θ
(
α(1)
)
, . . . , θ

(
α(m)

))
, если r = 0.

Рассмотрим ориентированный помеченный орграф ΓW,χ,ϕ,ρ,α,r = (V,R, υ), соответ-
ствующий (W,χ, ϕ, ρ)c-семейству, где V = {v1, . . . , vm}— упорядоченное и пронумеро-
ванное множество вершин; R—множество дуг. Отображение υ : V → D задаёт со-
ответствие множеств вершин и меток и действует на V как υ (vi) = ti. Заметим, что
любой орграф ΓW,χ,ϕ,ρ,α,r имеет те же множества вершин и дуг, что и орграф ΓW,χ,ϕ,ρ,
но метки его вершин зависят от параметров α и r.

Лемма 2. Для любых таких чисел s, v ∈ N, d1, . . . , dv ∈ N, что (s, d1, . . . , dv) = 1,
и числовой полугруппы M = 〈d1, . . . , dv〉 положим

G (s, d1, . . . , dv) =

{
s+

v∑
i=1

midi : 0 6 mi < s

}
, I (M, s) =

{
s+

v∑
i=1

nidi : ni ∈ N
}⋃ {0} .

Тогда I (M, s) = 〈G (s, d1, . . . , dv)〉.
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Доказательство. Любой элемент из I (M, s) может быть представлен как

s+ d1u1 + . . .+ dvuv,

где u1, . . . , uv ∈ N0. Рассмотрим два случая:
1) u1 = . . . = uv = 0;
2) существует такое натуральное число j, что 1 6 j 6 v и uj 6= 0.
Пусть u1 = . . . = uv = 0. Тогда I (M, s) = {s, 0} и имеет место включение I (M, s) ⊆

⊆ G (s, d1, . . . , dv).
Пусть существует такое число j ∈ {1, . . . , v}, что uj 6= 0. Положим {m1, . . . ,mr} =

= {uj : 0 < uj < s, j ∈ {1, . . . , v}}, а соответствующие коэффициенты из {d1, . . . , dv}
обозначим как d(1)

m , . . . , d
(r)
m . Аналогично положим

{h1, . . . , hw} = {uj : uj > s, j ∈ {1, . . . , v}},

а соответствующие коэффициенты из {d1, . . . , dv} обозначим d
(1)
h , . . . , d

(r)
h . Ясно, что

каждое число из {h1, . . . , hw} представимо как hi = kis + m
(i)
h , где ki > 0; 0 6 m

(i)
h < s

для любого i ∈ {1, . . . , w}. Таким образом,

s+ d1u1 + . . .+ dvuv = s+
r∑
i=1

d
(i)
mmi +

w∑
i=1

d
(i)
h hi =

= s+
r∑
i=1

d
(i)
mmi +

w∑
i=1

(
s+ d

(i)
h m

(i)
h

)
+

w∑
i=1

(ki − 1)s.

Значит, I (M, s) ⊆ 〈G (s, d1, . . . , dv)〉. Доказательство включения 〈G (s, d1, . . . , dv)〉 ⊆
⊆ I (M, s) очевидно.

Имеет место следующая
Лемма 3. Длина замкнутого пути w представима в виде суммы длин простых

контуров (не обязательно различных), все дуги и вершины которых принадлежат это-
му пути.

Лемма 4. Для любых i ∈ {1, . . . ,m}, простого контура w, проходящего через
вершину с номером i, простого контура d ∈ Ci,w и g ∈ G(i, w, d) существует замкну-
тый путь длины g с началом и концом в вершине c номером i, где множества Ci,w и
G(i, w, d) —результаты работы алгоритма 1.

Доказательство. Для любых простых контуров w, d и вершины i, принадле-
жащей контуру w, множество G(i, w, d) образовано путём последовательного обхода
простых контуров, начиная с вершины i. Значит, для любого g ∈ G(i, w, d) существует
такая последовательность простых контуров w,s1, . . . , sk, d, что существует замкну-
тый маршрут с началом в вершине i, содержащий только эти контуры (возможно,
многократно).

Лемма 5. Пусть орграф ΓW,χ,ϕ,ρ примитивен и α =

(
0, . . . , 0, α(i)︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0

)
∈V m

d .

Тогда в орграфе ΓW,χ,ρ,α,r метка вершины i не равна 0̃ тогда и только тогда, когда

r ∈
〈 ⋃
d∈Ci

G(i, d)

〉
, где множество G(i, d) — выход алгоритма 1.
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Доказательство. Опишем процесс образования орграфа ΓW,χ,ρ,α,r+1 из орграфа
ΓW,χ,ρ,α,r.

Зафиксируем вершину с номером j. Рассмотрим все дуги (пусть их число равно
t ∈ {1, . . . ,m}) c концом в вершине j. Пусть номера вершин, являющихся началом
этих дуг, образуют множество U = {u1, . . . , ut} и в графе ΓW,χ,ρ,α,r каждая вершина из
множества U с номером uk, 1 6 k 6 t, помечена меткой vk ∈ D. Тогда метка вершины j

в графе ΓW,χ,ρ,α,r+1 равна
t⊕
i=1

vi. Значит, в орграфе ΓW,χ,ρ,α,r метка вершины i не равна 0̃

тогда и только тогда, когда r—длина замкнутого пути, проходящего через вершину i.
Рассмотрим такой произвольный замкнутый путь w, что вершина i находится только
в начале и конце этого пути.

Из лемм 2 и 3 следует, что длина любого замкнутого пути, проходящего через

вершину i, принадлежит множеству P =

〈 ⋃
d∈Ci

G(i, d)

〉
.

Рассмотрим произвольный элемент p множества P . Пусть он образован генератора-
ми g1, . . . , gk. Докажем, что существует замкнутый путь длины p c началом и концом
в вершине i. Доказательство проведём индукцией по числу k.

Пусть k = 1. Ясно, что g1 ∈ G(i, w) для некоторого простого контура w, прохо-
дящего через вершину i. Из алгоритма 1 следует, что g1 ∈ G(i, w, d) для некоторого
простого контура d ∈ Ci,w. Из леммы 4 следует, что существует замкнутый путь дли-
ны g1 c началом и концом в вершине i.

Пусть утверждение верно для k генераторов g1, . . . , gk. Докажем для k + 1.
В силу леммы 4 существует замкнутый путь с началом и концом в вершине i дли-

ны gk+1. Отсюда, учитывая предположение индукции и примитивность графа ΓW,χ,ρ,α,r,
получаем справедливость индуктивного перехода для k + 1.

Утверждение леммы 5 напрямую следует из доказанного факта и леммы 4.

Утверждение 3. Для любого (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства число rW,χ,ϕ,ρ конечно тогда
и только тогда, когда орграф ΓW,χ,ϕ,ρ примитивен.

Доказательство. Пусть орграф ΓW,χ,ρ,α,r импримитивен. Рассмотрим входную
разность

α =

(
0, . . . , 0, α(i)︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0

)
∈ V m

d .

Если орграф ΓW,χ,ρ,α,r не является сильносвязным, то существуют по крайне мере два
таких несвязных подграфа Γ1 и Γ2, что вершина i принадлежит множеству вершин
подграфа Γ1.

Метки всех вершин графа Γ2 равны 0̃. Очевидно, что невозможные разности суще-
ствуют для любого r. Отсюда rW,χ,ϕ,ρ бесконечно.

Если орграф ΓW,χ,ρ,α,r сильно связен, но наибольший общий делитель длин всех
простых контуров равен t > 1, то все графы ΓW,χ,ρ,α,tq+1, q ∈ N, имеют метку 0̃ у
вершины i. Число таких графов бесконечно. Таким образом, rW,χ,ϕ,ρ бесконечно.

Если орграф ΓW,χ,ρ,α,r примитивен, то из леммы 5 следует, что rW,χ,ϕ,ρ конечно.

Отметим, что если параметр rW,χ,ϕ,ρ бесконечен, то все алгоритмы шифрования
Фейстеля из (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства не являются стойкими к методу невозможных раз-
ностей.
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Пусть pmax —длина максимального простого контура в орграфе ΓW,χ,ϕ,ρ. В следу-
ющем утверждении приведены нижняя и верхняя оценки конечного числа rW,χ,ϕ,ρ.
Это основной результат работы.

Утверждение 4. Для любого (W,χ, ϕ, ρ)c-семейства с примитивным орграфом
ΓW,χ,ϕ,ρ справедливы неравенства

max (gmax, d (ΓW,χ,ϕ,ρ)) 6 rW,χ,ϕ,ρ 6 gmax + d (ΓW,χ,ϕ,ρ) + pmax.

Доказательство. Используем утверждение 1 и рассмотрим входную разность

α =

(
0, . . . , 0, α(i)︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0

)
∈ V m

d .

Пусть r = max (gmax, d (ΓW,χ,ϕ,ρ)). Из определения диаметра орграфа, числа Фробениу-
са и леммы 4 получаем, что орграф ΓW,χ,ρ,α,r содержит по крайней мере одну вершину
с меткой не равной ∆. Отсюда max (gmax, d (ΓW,χ,ϕ,ρ)) 6 rW,χ,ϕ,ρ.

Пусть r = gmax + d (ΓW,χ,ϕ,ρ). Очевидно, что все метки орграфа ΓW,χ,ρ,α,r принадле-
жат множеству {∆, γ}.

Пусть l = r+pmax. Из равенств γ⊕γ = ∆, γ⊕∆ = ∆, ∆⊕∆ = ∆ следует, что метки
всех вершин в орграфе ΓW,χ,ρ,α,l равны ∆. Таким образом, rW,χ,ϕ,ρ 6 gmax +d (ΓW,χ,ϕ,ρ)+
+ pmax.

Используя результаты утверждения 4, приведём пример нахождения оценок сверху
и снизу величины rW,χ,ϕ,ρ для обобщённых алгоритмов шифрования Фейстеля 1-го ти-
па. Рассмотрим такое (W,χ, ϕ, ρ)c-семейство, что |A| = {1, . . . ,m} \ {j}, |A′| = {j} для
некоторых i, j ∈ {1, . . . ,m}, χ (j) = i . Ясно, что орграф ΓW,χ,ϕ,ρ, соответствующий се-
мейству, есть объединение двух простых контуров и состоит из m вершин; он показан
на рис. 4.

!

!
!

Рис. 4. Орграф обобщённого алгоритма шифрования Фейстеля 1-го типа

Из рис. 4 видно, что d(ΓW,χ,ϕ,ρ) = m− 1. По теореме Сильвестра [16] имеем

g (〈m+ o (i, j) ,m〉) = (m+ o (i, j))m− o (i, j)− 2m.

Здесь o(i, j) —длина простого контура с началом в вершине i, проходящего через вер-
шину j и содержащего дугу с меткой Φ.
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Длина максимального простого контура равнаm. Очевидно, что g (〈m+ o (i, j) ,m〉)
максимально, если o (i, j) = m− 1. В этом случае получаем

gmax = g (〈2m− 1,m〉) = 2m2 − 4m+ 1,

2m2 − 4m+ 1 6 rW,χ,ϕ,ρ 6 2m2 − 4m+ 1 +m− 1 +m = 2m (m− 1) .

В таблице приведены сравнительные характеристики оценок числа раундов для
конкретных шифров и заявленного разработчиками числа раундов.

Алгоритм
шифрова-

ния

Оценка
снизу

Оценка
сверху

Заявленное
число

раундов
CAST-256 3 10 48

RC-6 2 10 20
MARS 9 13 32
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Пусть R = GR(qn, pn) —кольцо Галуа мощности qn и характеристики pn, где
q = pm, и Gf,R — граф биективного преобразования кольца R, задаваемого по-
линомом f(x) ∈ R[x]. Если n > 1 или q 6= p, то граф Gf,R не может быть циклом.
Максимальная длина цикла в таком графе не превосходит q(q−1)pn−2. Полиномы,
для которых граф Gf,R содержит цикл указанной длины, назовём полиномами с
максимальной длиной цикла. Для таких полиномов предложен алгоритм провер-
ки, лежит ли заданный элемент кольца на каком-либо цикле длины q(q − 1)pn−2

графа Gf,R. Алгоритм требует выполнения порядка dq операций умножения и
порядка dq операций сложения в кольце R, d = deg f(x), d < |R|. Предложен так-
же алгоритм построения системы представителей различных циклов графа Gf,R,
имеющих длину q(q − 1)pn−2. Алгоритм построения представителей всех циклов
длины q(q − 1)pn−2 требует выполнения порядка d(q − 1)qn−1 операций умноже-
ния и порядка d(q− 1)qn−1 операций сложения в кольце R. Алгоритм построения
представителей M различных циклов длины q(q− 1)pn−2 требует выполнения по-
рядка d(q−1)qk−1 операций умножения и порядка d(q−1)qk−1 операций сложения
в кольце R, где k = dlogq/pMe+ 1.

Ключевые слова: кольца Галуа, нелинейные генераторы, псевдослучайные по-
следовательности, полиномиальный конгруэнтный генератор.
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For a polynomial mapping over the Galois ring R = GR(qn, pn) with the cardinality qn

and characteristic pn, the maximal length of a cycle equals q(q−1)pn−2. In this paper,
we present an algorithm for constructing the system of representatives of all maximal
length cycles and an algorithm for constructing an element in a cycle of maximal
length for a polynomial substitution f ∈ R[x]. The complexity of the first algorithm
equals d(q − 1)qn−1 multiplication operations and d(q − 1)qn−1 addition operations
in R, the complexity of the second algorithm equals dq multiplication operations and
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dq addition operations in R where d = deg(f).

Keywords: nonlinear recurrent sequences, Galois ring.

Введение
При синтезе поточных шифрсистем актуальной задачей является построение ге-

нераторов псевдослучайных последовательностей с хорошими криптографическими
свойствами. К генераторам псевдослучайных последовательностей предъявляются та-
кие требования, как быстродействие, простота реализации, возможность гарантиро-
вания криптографических параметров. Для выработки псевдослучайных последова-
тельностей широко применяются полиномиальные конгруэнтные генераторы, кото-
рые являются обобщением хорошо известных линейных конгруэнтных генераторов.
Полиномиальный конгруэнтный генератор над кольцом R— это автомат с выходной
последовательностью x0, x1, . . . , которая определяется соотношением

xi+1 = f(xi), (1)

где x0 ∈ R; f(x) ∈ R[x].
Изучение полиномиальных генераторов началось со случая, когда R—кольцо вы-

четов. Общие свойства функций и полиномиальных преобразований примарных колец
вычетов можно найти в работе [1].

Интересен случай, когда последовательность (1) имеет наибольший период. Над
кольцом вычетов Zm наибольший период последовательности (1) равен m. Из ра-
боты [2] следует, что указанный период достижим. Полиномы, задающие последо-
вательность (1) периода m, называют полноцикловыми или транзитивными. Опи-
сание полноцикловых линейных и квадратичных полиномов над кольцами выче-
тов дано Д. Кнутом в работе [3], а общий случай рассмотрен М.В. Лариным в [4].
В.С. Анашин [5] указал классы полноцикловых полиномиальных преобразований ко-
лец вычетов.

В работе [6] изучается орграф полиномиального преобразования над коммутатив-
ным локальным кольцом, предложена классификация вершин орграфа, найдено число
его циклических точек.

А.А. Нечаевым в [7] описаны биективные полиномиальные преобразования конеч-
ных коммутативных колец главных идеалов, а также найдено их количество. Изучение
периодических свойств последовательности (1) в случае, когда R—кольцо Галуа, на-
чато в [8].

В настоящей работе на основе результатов [8] исследуются свойства графов поли-
номиальных преобразований колец Галуа, содержащих циклы максимальной длины.

1. Обозначения
Рассмотрим кольцо Галуа R = GR(qn, pn) мощности qn и характеристики pn, где

q = pm, m > 1, n > 1. Пусть f(x) ∈ R[x] —полином над кольцом R, задающий биек-
тивное преобразование этого кольца [7]. Граф указанного преобразования над коль-
цом R обозначим через Gf,R. Напомним, что цикловая структура графа— это таблица
[lk11 , . . . , l

kt
t ], указывающая, что граф состоит из k1 циклов длины l1, . . . , kt циклов дли-

ны lt. В работе [8] показано, что граф полиномиального преобразования кольца R не
содержит циклов, длина которых больше q(q − 1)pn−2.

Биективные полиномы над кольцом R, такие, что граф Gf,R содержит цикл длины
q(q− 1)pn−2, назовём полиномами с максимальной длиной цикла (МДЦ-полиномами).
Вычисления на ЭВМ показывают, что указанные полиномы существуют.
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Пример 1. Рассмотрим кольцо Галуа R = GR(15625, 125). Кольцо R изоморфно
кольцу R′ = Z125[y]/(y2 + y + 1). Элементы кольца R′ суть классы вида

[a1y + a0]y2+y+1,

которые будем обозначать векторами (a1, a0) ∈ Z2
125. Например, элемент [2y+1]y2+y+1 ∈

∈ R′ будем обозначать вектором (2, 1). Отождествим кольцо R с кольцом R′. Рассмот-
рим следующий полином f(x) ∈ R[x]:

f(x) = (1, 4)x24 + (1, 3)x23 + (4, 2)x21 + (4, 2)x20 + (0, 1)x19 + (3, 1)x18+

+(2, 2)x17 + (3, 4)x15 + (0, 1)x14 + (3, 3)x13 + (3, 0)x12 + (1, 1)x11 + (2, 2)x10+

+(3, 3)x9 + (4, 3)x8 + (2, 4)x7 + (0, 24)x6 + (0, 3)x5+

+(3, 0)x4 + (4, 1)x3 + (3, 4)x2 + (4, 3)x+ (0, 1).

Цикловая структура графа Gf,R равна [30005, 6001, 251], и f(x) является МДЦ-полином
над R.

Критерий того, что полином над кольцом R является МДЦ-полиномом, приведён
в работе [8].

Пусть далее f(x) ∈ R[x] —МДЦ-полином. При использовании f(x) в качестве крип-
тографического примитива представляются актуальными следующие задачи:

1) проверка того, что заданный элемент a ∈ R лежит на каком-то цикле макси-
мальной длины графа Gf,R;

2) эффективное построение системы представителей M различных циклов длины
q(q − 1)pn−2 графа Gf,R.

Параметр M не может превышать значения (q/p)n−2, так как в графе Gf,R содер-
жится ровно (q/p)n−2 циклов длины (q−1)qpn−2 [9]. Введём необходимые обозначения.

Обозначим через f [0] тождественное преобразование, а через f [m], m ∈ N, — преоб-
разование f ◦ f ◦ · · · ◦ f (m раз), где ◦— операция композиции; f(x) ∈ R[x].

Положим J = pR и Ri = R/J i, i ∈ {1, . . . , n}. Координатным множеством Γ(R)
кольца R называют множество элементов {x ∈ R : xq = x}. Согласно [10], всякий
элемент a ∈ R однозначно представляется в виде

a = γ0(a) + pγ1(a) + p2γ2(a) + · · ·+ pn−1γn−1(a),

где γi(a) ∈ Γ(R), i = 0, 1, . . . , n − 1. Это представление называют разложением Тейх-
мюллера элемента a ∈ R. Кольцо Ri состоит из непересекающихся классов a + J i,
a ∈ R. Элемент a называют представителем класса a + J i в кольце R. Там, где это
не будет приводить к недоразумению, элементы кольца Ri будем отождествлять с их
представителями в кольце R и вместо координатного множества Γ(Ri) писать Γ(R),
i ∈ {1, . . . , n}. Рассмотрим естественные эпиморфизмы колец

ϕi : R→ Ri

для i ∈ {1, . . . , n}, которые естественным образом продолжаются до эпиморфизмов
колец многочленов

ϕ̂i : R[x]→ Ri[x].

Положим fi(x) = ϕ̂i(f(x)), i = 1, . . . , n. Производную многочлена f(x) кольца R[x]
будем обозначать f ′(x) [11].

В дальнейшем понадобится следующее утверждение.
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Утверждение 1 [8]. Пусть f(x) ∈ R[x]. Для любых s ∈ N и x, y ∈ R верно
соотношение

f(x+ psy) ≡ f(x) + psyf ′(x) (mod Js+1).

2. Определение принадлежности элемента циклу максимальной длины
Для решения первой задачи докажем
Утверждение 2. Пусть f(x) ∈ R[x] —МДЦ-полином, F (x) = f [q](x). Элемент

a ∈ R лежит на цикле длины q(q − 1)pn−2 графа Gf,R в том и только в том случае,
если γ1(a) не является решением сравнения

F (γ0(a))− γ0(a) ≡ p(e− F ′(γ0(a)))x (mod J2). (2)

Доказательство. Так как f(x) —МДЦ-полином, из результатов работы [8] сле-
дует, что цикловая структура графа Gf2,R2 имеет вид [q(q− 1)1, q1]. При этом для того
чтобы элемент a ∈ R лежал на каком-либо цикле длины q(q − 1)pn−2, необходимо и
достаточно, чтобы элемент ϕ2(a) лежал на цикле длины q(q − 1) графа Gf2,R2 . Най-
дём необходимое и достаточное условие, при котором элемент ϕ2(a) лежит на цикле
длины q графа Gf2,R2 .

Из условия, что ϕ2(a) лежит на цикле длины q графа Gf2,R2 и утверждения 1, имеем

F (γ0(a) + pγ1(a)) ≡ F (γ0(a)) + pγ1(a)F
′
(γ0(a)) ≡ γ0(a) + pγ1(a) (mod J2).

Последнему сравнению равносильно сравнение

F (γ0(a))− γ0(a) ≡ p(e− F ′(γ0(a)))γ1(a) (mod J2),

из которого следует доказываемое утверждение.

Замечание 1. Выполнению сравнения (2) равносильно выполнение некоторого
сравнения по модулю J . Действительно, так как F (γ0(a)) ≡ γ0(a) (mod J), найдётся
элемент a′ ∈ Γ(R), такой, что F (γ0(a)) ≡ γ0(a) + pa

′
(mod J2). В таком случае срав-

нение (2) запишется в виде pa′ ≡ p(e − F ′(γ0(a)))x (mod J2). Последнему сравнению
равносильно сравнение по модулю J :

a
′ ≡ (e− F ′(γ0(a)))x (mod J). (3)

Сформулируем алгоритм, определяющий, лежит ли заданный элемент на каком-
либо цикле длины q(q − 1)pn−2 графа Gf,R.

Замечание 2. Пусть f(x) = a0+a1x+a2x
2+. . . = a0+x(a1+x(a2+. . . ) . . . ); отсюда

видно, что для нахождения значения многочлена в точке требуется d умножений и
d сложений элементов кольца, где d = deg f(x).

Оценим сложность алгоритма 1. Пусть d = deg f(x). На шаге 1 алгоритма необ-
ходимо последовательно вычислить значения f(γ0(a)), f [2](γ0(a)), . . . , f [q](γ0(a)). При
этом параллельно с шагом 1 можно выполнять шаг 2, вычисляя произведение элемен-
тов указанной цепочки, и по формуле (4) найти F

′
(γ0(a)) (mod J2). Таким образом,

для выполнения шагов 1 и 2 потребуется dq + q = (d + 1)q операций умножения и
столько же операций сложения в кольце R.

Шаг 3 алгоритма осуществляется за одну операцию умножения и одну операцию
сложения в кольце R. Общая сложность алгоритма равна (d+ 1)q + 1 операций умно-
жения и (d+ 1)q + 1 операций сложения в кольце R.

В итоге верна
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Алгоритм 1. Определение принадлежности элемента кольца R циклу максимальной
длины графа Gf,R

Вход: f(x) ∈ R[x] —МДЦ-полином, элемент a ∈ R
Выход: ДА, если элемент a лежит на цикле длины q(q − 1)pn−2 графа Gf,R; НЕТ—

иначе
1: Найти значение F (γ0(a)) (mod J2).
2: Найти значение F ′(γ0(a)) (mod J2), используя формулу

F
′
(γ0(a)) ≡ (f [q](x))

′

x=γ0(a) ≡
q−1∏
i=0

f(f [i](γ0(a))) (mod J2). (4)

3: Проверить, является ли γ1(a) решением сравнения

a
′ ≡ (e− F ′(γ0(a)))x (mod J),

где a′ находится из сравнения F (γ0(a)) ≡ γ0(a) + pa
′

(mod J2).
4: Если является, то
5: выдать ответ НЕТ,
6: иначе
7: выдать ответ ДА.

Теорема 1. Пусть f(x) ∈ R[x] —МДЦ-полином. Существует алгоритм, проверя-
ющий, лежит ли заданный элемент a ∈ R на каком-либо цикле длины q(q − 1)pn−2

графа Gf,R, требующий порядка dq операций умножения и порядка dq операций сло-
жения в кольце R.

3. Построение системы представителей циклов максимальной длины
Сначала решим задачу для M = (q/p)n−2. Обозначим систему представителей всех

различных циклов графа Gf,R длины q(q − 1)pn−2 через Wf,R. Строить набор Wf,R

будем итеративно, последовательно строя цепочку множеств

Wf1,R1 ,Wf2,R2 , . . . ,Wfn,Rn , (5)

где fi(x) = ϕ̂i(f(x)), i = 1, . . . , n. Тогда Wf,R = Wfn,Rn .
Из результатов работы [8] следует, что цикловые структуры графов Gf1,R1 и Gf2,R2

равны [q1] и [q(q − 1)1, q1] соответственно, а для k > 3 в графе Gfk,Rk содержится
(q/p)k−2 циклов длины q(q − 1)pk−2.

МножествоWf1,R1 состоит из одного элемента, так как графGf1,R1 является циклом.
Поэтому в качестве Wf1,R1 можно выбрать любое одноэлементное множество {a}, a ∈
∈ R1. Цикловая структура графаGf2,R2 имеет вид [q(q−1)1, q1]. ТогдаWf2,R2 = {a′}, где
γ0(a

′
) = a, а координату γ1(a

′
) необходимо взять отличной от решения сравнения (3).

Далее покажем, как по известному множеству Wfk,Rk построить Wfk+1,Rk+1
, k > 2.

Рассмотрим естественные эпиморфизмы ϕi : Ri+1 → Ri для i = 1, . . . , n− 1. Для каж-
дого a ∈ Wfk,Rk обозначим через Ca цикл графа Gfk,Rk , на котором лежит элемент a.

Элементы прообраза ϕ−1
k (Ca) лежат на q/p циклах длины q(q − 1)pk−1 графа

Gfk+1,Rk+1
[8, теорема 30]. Пусть Aa = {a1, a2, . . . , aq/p}—множество представителей

этих циклов. Для разных элементов a1, a2 ∈ Wfk,Rk прообразы ϕ−1
k (Ca1) и ϕ−1

k (Ca2)
не пересекаются, значит, множества Aa1 и Aa2 также не пересекаются. Из равен-
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ства
q

p
|Wfk,Rk | = |Wfk+1,Rk+1

| следует, что ⋃
a∈Wfk,Rk

Aa = Wfk+1,Rk+1
. Это означает, что

для построения системы представителей Wfk+1,Rk+1
достаточно для каждого элемента

a ∈ Wfk,Rk построить множество Aa.
Пусть a принадлежит множеству Wfk,Rk . Установим связь между элементами α

кольца Rk+1, которые лежат на одном цикле максимальной длины и обладают свой-
ством ϕk(α) = a.

Утверждение 3. Пусть элемент a ∈ Wfk,Rk является представителем цикла C
максимальной длины графа Gfk,Rk . Тогда на любом цикле C ′ максимальной длины
графа Gfk+1,Rk+1

, таком, что ϕk(C
′
) = C, лежат ровно p элементов, образ которых под

действием эпиморфизма ϕk совпадает с a.
Доказательство. Пусть F (x) = f [q(q−1)pk−2](x) есть q(q − 1)pk−2-я композици-

онная степень полинома f(x) и a′− элемент на цикле C ′ максимальной длины графа
Gfk+1,Rk+1

со свойством ϕi(a
′
) = a. Тогда для каждого k ∈ {1, . . . , p} выполняется ра-

венство ϕi(F [k](a
′
)) = a.

Лемма 1. Пусть f(x) —МДЦ-полином над кольцом R. Тогда существует элемент
c ∈ R, такой, что для любого элемента a ∈ R, лежащего на цикле длины t графа Gf,R,
верно равенство (

f [t](x)
)′
x=a

= c.

Доказательство. Обозначим через F (x) = f [t](x). Достаточно доказать, что
F ′(x) = F

′
(f(x)) для всех x ∈ R, лежащих на цикле длины t графа Gf,R.

По формуле производной сложной функции для указанных x ∈ R имеем

F
′
(x) =

(
f [t](x)

)′
= f

′ (
f [t−1](x)

) (
f [t−1](x)

)′
=

t−1∏
i=0

f
′ (
f [i](x)

)
.

С другой стороны,

F
′
(f(x)) =

t−1∏
i=0

f
′ (
f [i](f(x))

)
=

t∏
i=1

f
′ (
f [i](x)

)
= f

′
(x)

t−1∏
i=1

f
′ (
f [i](f(x))

)
=

t−1∏
i=0

f
′ (
f [i](x)

)
.

Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть a1 = a + pka
′
1, . . . , ap = a + pka

′
p — элементы на некотором

цикле максимальной длины q(q−1)pk−1 графа Gfk+1,Rk+1
, образ которых под действием

эпиморфизма ϕk совпадает с a ∈ Wfk,Rk . Тогда для некоторого r ∈ Γ(R) выполняется
соотношение a′i+1 = a

′
i + r, i = 1, 2, . . . , p− 1.

Доказательство. Пусть G(x) = f [q(q−1)pk−2](x) есть q(q − 1)pk−2-я композици-
онная степень полинома f(x). Тогда выполняются сравнения G(ai) ≡ ai+1 (mod Jk+1)
для i = 1, . . . , p− 1. Кроме того, так как G(a) ≡ a (mod Jk) и G(a) 6≡ a (mod Jk+1), то
G(a) ≡ a + pkr (mod Jk+1) для некоторого r ∈ R. Воспользуемся результатом утвер-
ждения 1 и запишем последовательность сравнений

ai+1 ≡ G(ai) ≡ G(a+ pka
′

i) ≡ G(a) + pka
′

iG
′
(a) ≡ a+ pk(a

′

iG
′
(a) + r) (mod Jk+1).

Для завершения доказательства осталось показать, что G′(a) ≡ e (mod J). Положив
F (x) = f [q](x), получим

G
′
(x) = (F [(q−1)pk−2](x))

′
=

(q−1)pk−2−1∏
i=0

F
′
(F [(q−1)pk−2](x)).
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По лемме 1 существует элемент c ∈ R, такой, что для всех элементов a ∈ R выполня-
ется равенство F ′(a) ≡ c (mod J). Тогда для любого элемента y ∈ R верны сравнения

G
′
(y) ≡

(q−1)pk−2−1∏
i=0

F
′
(F [(q−1)pk−2](y)) ≡ c(q−1)pk−2 ≡ ep

k−2 ≡ e (mod J).

Теорема доказана.

Определим на Γ(R) операции ⊕ и ⊗: если α, β ∈ Γ(R), то

α⊕ β = γ0(α + β), α⊗ β = γ0(αβ) = αβ.

Алгебра (Γ(R),⊕,⊗) изоморфна полю GF(q). Далее вместо поля (Γ(R),⊕,⊗) будем
писать просто Γ(R).

Следствие 1. Пусть a ∈ Wfk,Rk . Два элемента a + pka
′ и a + pka

′′ кольца Rk+1

лежат на одном и том же цикле максимальной длины графа Gfk+1,Rk+1
в том и толь-

ко в том случае, если элементы a
′
, a
′′ ∈ Γ(R) лежат на одном цикле графа Gx+r,Γ(R)

полиномиального преобразования x+ r, где элемент r ∈ Γ(R) находится из сравнения

G(a) ≡ a+ pkr (mod Jk+1),

а G(x) = f [q(q−1)pk−2](x) есть q(q − 1)pk−2-я композиционная степень полинома f(x).
Граф Gx+r,Γ(R) состоит из q/p циклов длины p. Элементы каждого цикла графа

Gx+r,Γ(R) образуют смежный класс аддитивной группы поля Γ(R) по подгруппе 〈r〉.
Это означает, что для нахождения q/p элементов поля Γ(R), которые лежат на разных
циклах графа Gx+r,Γ(R), достаточно найти представителей смежных классов группы
(Γ(R),⊕) по подгруппе 〈r〉.

Обозначим через Γ0(R) простое подполе [11] поля Γ(R). Если на группе (Γ(R),⊕)
ввести внешнюю операцию умножения на элементы Γ0(R), то получим векторное про-
странство размерности m. Дополнив до базиса пространства элемент r, получим базис
r, r2, . . . , rm. Рассмотрим представление пространства в виде прямой суммы подпро-
странств

Γ(R) = 〈r〉 ⊕ 〈r2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈rm〉.
Тогда множество

{〈r2〉 ⊕ · · · ⊕ 〈rm〉}
совпадает с множеством представителей смежных классов группы (Γ(R),⊕) по под-
группе (〈r〉,⊕).

Изложим алгоритм построения системы Wf,R представителей циклов максималь-
ной длины графа Gf,R.

Как отмечалось выше, в качестве Wf1,R1 можно взять любое одноэлементное мно-
жество {a}, a ∈ R1, а в качестве Wf2,R2 — одноэлементное множество {a′}, где a′ —
элемент на цикле длины q(q − 1) графа Gf2,R2 .

Покажем, как по имеющемуся элементу a ∈ Wfk,Rk построить множество из q/p
элементов Aa ⊂ Wfk+1,Rk+1

, k > 3.
Оценим сложность алгоритма 2.
Пусть d = deg f(x). Тогда значение многочлена f(x) в точке a ∈ R можно найти

за d операций умножения и d операций сложения в кольце R. Для выполнения шага 1
алгоритма необходимо q(q−1)pk−2 раз вычислить значение многочлена f(x) степени d.
На шаге 2 не требуется выполнения элементарных операций.
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Алгоритм 2. Построение множества Aa
Вход: f(x) ∈ R[x], a ∈ Wfk,Rk

Выход: множество Aa ⊂ Wfk+1,Rk+1

1: Находим элемент r ∈ Γ(R), такой, что

f [q(q−1)pk−2](a) ≡ a+ pkr (mod Jk+1).

2: Дополняем до базиса пространства Γ(R) элемент r, получим базис r, r2, . . . , rm.
Тогда множество Aa совпадает с множеством

{c2r2 + · · ·+ cmrm : ci ∈ Γ(R), i = 2, . . . ,m}.

Для построения множества Wfk+1,Rk+1
необходимо применить алгоритм 2 для каж-

дого элемента a ∈ Wfk,Rk . Следовательно, для построения множества Wfk+1,Rk+1
по

имеющемуся множеству Wfk,Rk требуется

|Wfk,Rk |dq(q − 1)pk−2 =

(
q

p

)k−2

dq(q − 1)pk−2 = d(q − 1)qk−1

операций умножения и столько же операций сложения в кольце R.
Для построения системы представителей циклов максимальной длины Wf,R гра-

фа Gf,R необходимо построить цепочку множеств (5), которая требует

n∑
i=3

d(q − 1)qk−1 = d(q − 1)
n−2∑
i=1

(
q

p

)k−2

= d(q − 1)qn−1

операций умножения и столько же операций сложения в кольце R.
В итоге верна
Теорема 3. Пусть f(x) ∈ R[x] —МДЦ-полином. Существует алгоритм постро-

ения системы Wf,R представителей всех различных циклов длины (q − 1)qpn−2 гра-
фа Gf,R, требующий порядка d(q− 1)qn−1 операций умножения и порядка d(q− 1)qn−1

операций сложения в кольце R, где d = deg f .
В работе [9] показано, что в графе Gf,R ровно qn−1 точек не лежат на циклах мак-

симальной длины. Отсюда следует, что алгоритм тотального опробования построения
системы представителей циклов максимальной длины графа Gf,R требует не менее
d(q − 1)qn−1 и не более dqn операций умножения и столько же операций сложения
в кольце R и требует объём памяти, необходимый для хранения элементов кольца R.
Предложенный алгоритм требует порядка d(q−1)qn−1 операций умножения и порядка
d(q−1)qn−1 операций сложения в кольце R и не требует хранить в памяти все элементы
кольца R.

Пусть далее 1 6 M < (q/p)n−2. Необходимо построить множество WM представи-
телей M различных циклов длины q(q−1)pn−2. Для этого построим множество Wfk,Rk

указанным выше способом, где k—минимальное натуральное число, удовлетворяющее
условию |M | < (q/p)k. Старшие n− k − 1 разрядов элементов множества Wfk,Rk зада-
дим произвольно, например нулями. Обозначим полученное множество через W ′

fk,Rk
.

Имеет место включение WM ⊆ W
′

fk,Rk
. Таким образом, для построения множества WM
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требуется порядка d(q − 1)qk−1 операций умножения и порядка d(q − 1)qk−1 опера-
ций сложения, где k = dlogq/pMe + 1. Хранить в памяти все элементы кольца R не
требуется.

Теорема 4. Пусть f(x) ∈ R[x] —МДЦ-полином. Существует алгоритм построе-
ния системыWM представителейM различных циклов длины (q−1)qpn−2 графа Gf,R,
требующий порядка d(q−1)qk−1 операций умножения и порядка d(q−1)qk−1 операций
сложения в кольце R, где k = dlogq/pMe+ 1.

Алгоритм тотального опробования построения множества WM требует не менее
dMq(q − 1)pn−2 и не более dqn−1 + dMq(q − 1)pn−2 операций умножения и столько же
операций сложения в кольце R и требует хранить в памяти все элементы кольца R.

Заключение
В работе исследуется граф преобразования, задаваемого МДЦ-полиномом. Пред-

ложены алгоритмы построения системы представителей циклов максимальной длины
графа преобразования, задаваемого МДЦ-полиномом. Построен алгоритм проверки,
лежит ли заданный элемент кольца на каком-либо цикле максимальной длины графа
преобразования.

Изучение полиномиальных конгруэнтных генераторов над кольцами Галуа далеко
от завершения. По мнению автора, перспективными задачами являются вычисление
ранга и изучение статистических свойств выходной последовательности полиномиаль-
ного конгруэнтного генератора над кольцом Галуа.
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Введение
Пусть дано поле вычетов Zp = {0, 1, . . . , p− 1}, где p—простое число, p > 3. Пусть

также u—линейная рекуррентная последовательность (ЛРП) максимального перио-
да (МП) над полем Zp с характеристическим многочленом g(x) степени m. Известно,
что период линейной рекурренты u равен T (u) = pm − 1 [1, с. 330].

Пусть целое число r удовлетворяет условиям 1 < r < p. В этом случае знаки u(i),
i > 0, ЛРП u однозначно представляются в виде

u(i) =
k∑
t=0

ut(i)r
t, (1)

где 0 6 ut(i) < r; k = [logr p].
Для каждого s ∈ {1, . . . , k} из элементов us(i) r-ичного разложения знаков ЛРП u

образуем разрядные последовательности us = (us(0), us(1), . . . ). Будем рассматривать
их как усложнения ЛРП u.
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Отметим, что в настоящее время наблюдается большой интерес к изучению p-ич-
ных разрядных последовательностей над кольцами вычетов по модулю pn. Это связа-
но с тем, что данные последовательности обладают высокой линейной сложностью и
могут рассматриваться как псевдослучайные последовательности для датчиков слу-
чайных чисел. С большим количеством работ по этой тематике можно ознакомиться
в [2, 3]. Следует также отметить работы зарубежных авторов [4, 5], в которых про-
водится анализ частотных и алгебраических свойств приведённых по модулю 2 ЛРП
МП над кольцами вычетов вида Zpn и Zpq, где q и p—различные простые числа.

Нетрудно заметить, что так как T (u) является одним из периодов ЛРП us, то,
согласно [1, с. 320], T (us) делит период ЛРП u.

Для r = 2 и для некоторых r > 3 А.С. Кузьминым в [6] найдены периоды ЛРП us,
s ∈ {1, . . . , k}. В настоящей работе этот результат обобщён для случая r > 3. Доказано,
что T (us) = T (u) для всех r > 3 и любого s ∈ {1, . . . , k}.

1. Общие сведения
Для натурального числа r, удовлетворяющего условию 2 6 r < p, рассмотрим

r-ичное разложение числа p:

p = akr
k + ak−1r

k−1 + · · ·+ a1r + a0,

где k = [logr p]; ai ∈ {0, . . . , r − 1}. Выделим s-й разряд полученного разложения:

p = θ + asr
s + a(s)rs+1, (2)

где

θ =


s−1∑
t=0

atr
t, если s 6= 0,

0, если s = 0,
a(s) =

k∑
t=s+1

atr
t−s−1,

рассмотрение a(s) при k = 0 лишено смысла.
Нетрудно заметить, что для элементов θ и a(s) справедливы следующие свойства.
Лемма 1. Во введённых обозначениях при s 6= 0 имеют место следующие соот-

ношения:
1) θ ≡ p (mod rs);
2) 0 < θ < rs;
3) θ 6≡ −1 (mod p);
4) a(s) + 1 < p.

Отметим, что, согласно работе [6], справедливы неравества
T (u)

d
6 T (us) 6 T (u),

где d—наибольший общий делитель чисел появлений элементов ω ∈ {0, . . . , r − 1} в по-
следовательности us на отрезке длины T (u).

Воспользуемся результатом, который даёт следующая теорема.
Теорема 1 [6]. Если as > 2 и r > 3, то наибольший общий делитель количеств

появлений элементов ω ∈ {0, . . . , r − 1} на отрезке длины T (u) последовательности us
равен единице. При этих условиях T (us) = T (u).

Получаем, что для всех возможных значений as, за исключением as = 0 и as = 1,
период T (us) заведомо равен периоду исходной рекурренты.

Для нахождения периодов в двух оставшихся случаях применим следующий под-
ход. Рассмотрим функции δs : Zp → Zp, s ∈ {0, . . . , k}, k = [logr p], задаваемые по
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правилу: δs(y) = ys для всех y ∈ Zp, где ys — s-я координата r-ичного разложения
числа y = y0 + y1r + · · ·+ ykr

k.
Тогда, согласно [7, с. 179], получаем, что для всех s ∈ {0, . . . , k} функции δs одно-

значно представимы над Zp полиномами вида C(s)(x) =
p−1∑
t=0

c
(s)
t xt.

Таким образом, для всех y ∈ Zp справедливо δs(y) = C(s)(y). Многочлены C(s)(x)
могут быть найдены при помощи интерполяционной формулы Лагранжа, представ-
ленной, согласно [6], в виде

C(s)(x) = δs(0)−
p−1∑
j=0

δs(j)x
p−1 −

p−2∑
k=1

xk
p−1∑
j=1

δs(j)j
p−k−1. (3)

Кроме того, в работе [6] доказана следующая лемма.
Лемма 2 [6]. Пусть u—ЛРП МП над полем Zp, T (u) = pm − 1 и многочлен

h(x) =
p−1∑
j=0

hjx
j, заданный над полем Zp, отличен от константы. Тогда период T (v)

последовательности v, знаки которой определяются равенством v(i) = h(u(i)), i > 0,
равен σ(pm − 1)/(p − 1), где (p − 1)/σ—наибольший общий делитель p − 1 и чисел
j ∈ {1, 2, . . . , p− 2}, для которых коэффициент hj при xj отличен от нуля.

Используем лемму 2 для оценки T (us) при as < 2. Для этого установим, когда
коэффициент c(s)

p−2 многочлена C(s) отличен от 0. Вычисление коэффициента c(s)
p−2 про-

изводится по той причине, что если он не сравним с нулём по модулю p, то, согласно
лемме 2, период T (us) последовательности us будет заведомо равен периоду T (u) по-
следовательности u при любом выборе s ∈ {0, . . . , k}, независимо от других коэффи-
циентов в выражении (3).

2. Основные результаты
Из формулы (3) непосредственно вытекает, что коэффициент при xp−2 в многочлене

C(s)(x) имеет вид

c
(s)
p−2 = −

p−1∑
j=0

jδs(j). (4)

Представим число p в виде (2), тогда суммирование в формуле (4) можно разбить на
три суммы: по старшим разрядам, s-му и младшим соответственно. При этом индекс
суммирования также представляется посредством r-ичного разложения с выделенным
s-м разрядом.

Формула (4) для подсчёта значений −c(s)
p−2 в случае as = 0 имеет вид

−c(s)
p−2 =

a(s)−1∑
k=0

r−1∑
t=0

rs−1∑
j=0

t(krs+1 + trs + j) +
a(s)∑

k=a(s)

0∑
t=0

θ−1∑
j=0

t(krs+1 + trs + j), (5)

а для случая as = 1 формула (5) принимает вид

−c(s)
p−2 =

a(s)−1∑
k=0

r−1∑
t=0

rs−1∑
j=0

t(krs+1 + trs + j) +
a(s)∑

k=a(s)

0∑
t=0

rs−1∑
j=0

t(krs+1 + trs + j)+

+
a(s)∑

k=a(s)

1∑
t=1

θ−1∑
j=0

t(krs+1 + trs + j).

(6)
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Так как получаемые в ходе анализа формулы (6) громоздкие выражения не дают
возможности определить, верно условие −c(s)

p−2 6= 0 или нет, применим следующий
подход: введём вспомогательные функции δ′s, определив их для любого j ∈ {0, . . . , p−1}
по правилу

δ′s(j) =

{
1, если δs(j) 6= 0,
0, если δs(j) = 0.

Таким образом произведено отождествление всех ненулевых значений функций δs.
Функции δ′s(x) также представимы многочленами C ′(s)(x) над полем Zp, которые на-
ходятся при помощи формулы (3) с заменой δs(j) на δ′s(j). При этом если u′s =
= (δ′s(u(0), δ′s(u(1) . . . ) и T (u′s) = pm − 1, то очевидно, что T (us) = pm − 1, так как
справедливы неравенства T (u) > T (us) > T (u′s).

Формула (4) для случая as = 0 принимает вид

−c′(s)p−2 =
a(s)−1∑
k=0

r−1∑
t=1

rs−1∑
j=0

(krs+1 + trs + j), (7)

а для случая as = 1

−c′(s)p−2 =
a(s)−1∑
k=0

r−1∑
t=1

rs−1∑
j=0

(krs+1 + trs + j) +
a(s)∑

k=a(s)

1∑
t=1

θ−1∑
j=0

(krs+1 + trs + j). (8)

Лемма 3. Пусть для числа p выполнены условия (2). Тогда для любого as ∈ {0, 1}
коэффициент при xp−2 в многочлене C ′(s)(x) отличен от нуля, за исключением случая
as = 0, θ = rs − 1.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай as = 0, то есть p = a(s)rs+1 + θ.
Вычислим −c′(s)p−2 по формуле (7):

−c′(s)p−2 =
a(s)−1∑
k=0

r−1∑
t=1

rs−1∑
j=0

(krs+1 + trs + j) = a(s)
r−1∑
t=1

rs−1∑
j=0

(
a(s)− 1

2
rs+1 + trs + j

)
=

= a(s)(r − 1)
rs−1∑
j=0

(
a(s)− 1

2
rs+1 +

rs+1

2
+ j

)
=

=
a(s)(r − 1)rs

2
((a(s)− 1)rs+1 + rs+1 + rs − 1) =

a(s)(r − 1)rs

2
(a(s)rs+1 + rs − 1).

Выясним, когда выполняется соотношение c′(s)p−2(x) ≡ 0 (mod p).
Заметим, что ни один из элементов, входящих в произведение a(s)(r − 1)rs/2, не

сравним с нулем по модулю p, а следовательно, и a(s)(r − 1)rs/2 6≡ 0 (mod p). Значит,
c
′(s)
p−2(x) ≡ 0 (mod p) тогда и только тогда, когда a(s)rs+1 + rs − 1 ≡ 0 (mod p), что
возможно только при θ = rs − 1.

Теперь рассмотрим случай as = 1, то есть p = a(s)rs+1 + rs+ θ. Из (7) и (8) следует,
что к вычисленной выше сумме будет добавлено слагаемое

a(s)∑
k=a

1∑
t=1

θ−1∑
j=0

(krs+1 + trs + j) =
θ−1∑
j=0

(a(s)rs+1 + rs + j) = θ (a(s)rs+1 + rs + (θ − 1)/2) .

Надо выяснить, верно ли сравнение

a(s)(r − 1)rs

2
(a(s)rs+1 + rs − 1)+θ(a(s)rs+1 + rs + (θ − 1)/2) ≡ 0 (mod p). (9)
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Так как p = a(s)rs+1 + rs + θ, то −θ ≡ rs+1 + rs (mod p).
Из (9) получаем a(s)(r − 1)rs(−θ − 1) + θ(−1 − θ) ≡ 0 (mod p). Так как, согласно

лемме 1, −1− θ 6≡ 0 (mod p), то элемент (−1− θ) является обратимым в Zp. Последнее
сравнение равносильно сравнению

a(s)(r − 1)rs + θ ≡ −rs − θ − a(s)rs + θ = −a(s)rs − rs ≡ 0 (mod p),

что выполняется тогда и только тогда, когда 1 + a(s) ≡ 0 (mod p). В итоге получаем
противоречие с видом числа p, так как, согласно лемме 1, справедливо неравенство
a(s) + 1 < p, а значит, −c′(s)p−2 6= 0, что и требовалось доказать.

Теорема 2. Пусть p = θ + asr
s + a(s)rs+1, u—ЛРП МП над полем Zp, последо-

вательности u′t для любого t ∈ {0, . . . , k}, k = [logr p], образованы из последовательно-
стей ut путём замены в формуле (3) всех значений yt = δt(j) на

δ′t(j) =

{
1, если δt(j) 6= 0,
0, если δt(j) = 0.

Тогда T (u′s) = T (u) всегда, за исключением случая as = 0, θ = rs − 1.
Доказательство. Заметим, что лемма 2 справедлива и для многочленов C ′(s)(x).

Тогда сокращение периода ЛРП u′s возможно, если наибольший общий делитель
p−1 и чисел j ∈ {1, 2, . . . , p−2}, для которых c′(s)j 6= 0, больше единицы. По лемме 3 ко-
эффициент при xp−2 в многочлене C ′(s)(x) отличен от нуля, и так как (p−2, p−1) = 1,
то и наибольший общий делитель всех j ∈ {1, 2, . . . , p − 2}, таких, что c′(s)j 6= 0, равен
единице. Значит, выполняется равенство T (u′s) = pm − 1 = T (u).

Следствие 1. В условиях теоремы2 верно равенство T (ut) = T (u).

Доказательство следствия вытекает из двойного неравенства T (u) > T (ut) > T (u′t)
для любого t ∈ {0, . . . , k}, k = [logr p].

Таким образом, остался не исследованным вопрос о равенстве нулю коэффициента
при xp−2 в случае θ = rs − 1, as = 0, то есть в случае p = a(s)rs+1 + rs − 1.

Лемма 4. Пусть p = a(s)rs+1 + rs − 1. Тогда коэффициент при xp−2 в много-
члене C(s)(x) отличен от нуля при r > 3.

Доказательство. Заметим, что a(s) 6= 0, так как иначе получим противоречие
с леммой 1. Вычислим сумму (5), учитывая, что p > r > 3:

−c(s)
p−2 =

a(s)−1∑
k=0

r−1∑
t=0

rs−1∑
j=0

t(krs+1 + trs + j) +
a(s)∑

k=a(s)

0∑
t=0

θ−1∑
j=0

t(krs+1 + trs + j) =

=
r−1∑
t=0

rs−1∑
j=0

t

(
a(s)(a(s)− 1)

2
rs+1 + ta(s)rs + a(s)j

)
=

=
rs−1∑
j=0

(
a(s)r(r − 1)(a(s)− 1)

4
rs+1 +

a(s)rs+1(r − 1)(2r − 1)

6
+
a(s)r(r − 1)j

2

)
=

=
a(s)r(r − 1)(a(s)− 1)

4
r2s+1 +

a(s)(r − 1)(2r − 1)

6
r2s+1 +

a(s)(rs − 1)(r − 1)rs+1

4
=

=
a(s)rs+1(r − 1)

12
(3rs+1(a(s)− 1) + 2rs(2r − 1) + 3(rs − 1)).
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Так как
a(s)rs+1(r − 1)

12
6≡ 0 (mod p), сравнение (9) эквивалентно сравнению

3rs+1(a(s)− 1) + 2rs(2r − 1) + 3(rs − 1) ≡ 0 (mod p). (10)

Раскроем в полученном выражении скобки. Учитывая сравнение

a(s)rs+1 ≡ 1− rs (mod p),

получаем, что выполнение сравнения (10) эквивалентно выполнению сравнения

3(1− rs) + rs+1 + rs − 3 ≡ 0 (mod p).

Следовательно, rs+1−2rs ≡ 0 (mod p). Поэтому rs(r−2) ≡ 0 (mod p), что равносильно
сравнению r − 2 ≡ 0 (mod p). Последнее не выполняется, так как 3 6 r < p.

Таким образом, коэффициент при xp−2 в многочлене C(s)(x) отличен от нуля.

Теорема 3. Пусть p = a(s)rs+1 + rs − 1, r > 3, u—ЛРП МП над полем Zp,
последовательности us образованы из последовательности u по правилу (1). Тогда
T (us) = T (u).

Доказательство. Согласно лемме 2, сокращение периода ЛРП ut возможно,
если наибольший общий делитель p − 1 и чисел j ∈ {1, 2, . . . , p − 2}, для которых
c

(s)
j 6= 0, больше единицы. Согласно лемме 4, коэффициент при xp−2 в многочлене
C(s)(x) отличен от нуля, и так как (p− 2, p− 1) = 1, то и наибольший общий делитель
всех j, таких, что c(s)

j 6= 0, равен единице. Значит, T (ut) = T (u) = pm − 1.

Замечание 1. Пусть r = 2. Тогда для каждого нечётного простого числа p, не
являющегося числом Мерсенна, найдётся такое s, что p = 2s − 1 + a(s)2s+1. Для так
выбранного s в работе [6] доказано, что T (us) = T (u)/2, и T (ut) = T (u) для всех t 6= s.

Заключение
Из следствия к теореме 2 и теоремы 3 следует, что периоды всех разрядных после-

довательностей us равны периоду последовательности u во всех случаях, за исключе-
нием r = 2, θ = rs − 1 и a(s) 6= 0.
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УДК 519.214.5
О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ЧИСЛА ЕДИНИЦ В ДВОИЧНОЙ
МУЛЬТИЦИКЛИЧЕСКОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ1
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Работа посвящена исследованию устойчивости теоретико-вероятностной модели,
описывающей генератор Пола. Для этого изучено распределение случайной вели-
чины, равной числу единиц в выходной последовательности мультициклического
генератора над полем GF(2) в случае, когда двоичные случайные величины, за-
полняющие регистры, независимы, а вероятности появления единиц в регистрах
отличны от 1/2 и могут меняться с ростом длин регистров. Получены точные вы-
ражения математического ожидания и дисперсии для этой случайной величины.
В случае когда число регистров фиксировано, получены условия, при которых
распределение нормированного числа единиц сходится к распределению произ-
ведения независимых случайных величин, каждая из которых распределена по
стандартному нормальному закону. Доказана нормальная предельная теорема
для нормированного числа единиц в случае, когда число регистров стремится
к бесконечности. Результаты показывают, что нарушение свойства равновероят-
ности распределения знаков в регистрах приводит к существенным изменениям
свойств указанных предельных распределений по сравнению с равновероятным
случаем.

Ключевые слова: мультициклическая последовательность, генератор Пола,
центральная предельная теорема.
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The work is devoted to studying the stability of probability-theoretical model which
describes Pohl generator. For the purpose, we investigate the distribution of random
variable equalled to the number of ones in the outcome sequence of a multicycle
generator over the field GF(2) in the case when binary random variables filling the
registers are independent and the probabilities of one’s occurrences in registers differ
from 1/2 and can change with growing the registers lengths. The exact expressions
for expectation and variance of the random variable are given. For the case when the
number of registers is finite, we derive the conditions under which the distribution of
normalized number of ones converges to the distribution of the product of independent
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random variables each of which is distributed by standard normal law. We prove the
central limit theorem for normalized number of ones when the number of registers
tends to infinity. It is shown that breaking the property of equiprobable distribution
for binary characters in registers results in significant differences of properties of the
limit distributions compared to equiprobable case.

Keywords: multicycle sequence, Pohl generator, central limit theorem.

Введение

Пусть X(i) =
(
X

(i)
0 , . . . , X

(i)
ni−1

)
, i = 1, . . . , r;

P{X(i)
j = 1} = 1−P{X(i)

j = 0} = pi, j = 0, . . . ;ni − 1, (1)

случайные величины, образующие наборы X(1), . . . , X(r), независимы в совокупности.
При этом знаки X

(i)
j , j = 0, . . . , ni − 1, представляют собой заполнения i-го реги-

стра X(i), i = 1, . . . , r. Обычно считается, что числа n1, . . . , nr попарно взаимно просты.
Пусть последовательность Zt, t = 0, . . . , n1, . . . nr − 1, образована по правилу

Zt =
r⊕
i=1

X
(i)
t(ni)

, (2)

где t(n) = t mod n. Последовательность Zt, построенную по формуле (2), принято
называть мультициклической [1, 2].

Если случайные величины, представляющие заполнения регистров, независимы
в совокупности и распределены равновероятно, то последовательность представляет
собой естественную теоретико-вероятностную модель выходной последовательности
мультициклического генератора с r регистрами (генератора Пола).

Свойства мультициклической последовательности Zt при равновероятном распре-
делении знаков в наборах X(1), . . . , X(r) изучены в работах [2 – 5]. В [2] отмечено, что
если выходная последовательность Zt имеет длину порядка

√
n1 . . . nr и менее, то она

обладает свойствами, аналогичными свойствам последовательности из независимых
равновероятно распределённых двоичных случайных величин. Это позволяет исполь-
зовать генератор Пола в качестве генератора псевдослучайных чисел с большой дли-
ной цикла (примеры других генераторов с большой длиной цикла можно найти в [6, 7]).

В работах [3 – 5] изучен случай, когда длина выходной последовательности рав-
на длине полного цикла n1 · . . . · nr. В [3] в предположении, что регистры заполнены
равновероятными независимыми случайными величинами, получены оценки точности
аппроксимации распределения числа единиц в мультициклической случайной последо-
вательности логнормальным распределением и распределением произведения r неза-
висимых нормальных случайных величин.

Интересным представляется вопрос, как изменится предельное распределение чис-
ла единиц в выходной последовательности при нарушении условий модели, связанных
с независимостью случайных величин, представляющих заполнения регистров. В [5]
показано, что замена условия независимости знаков, образующих заполнения реги-
стров, на условие их конечной зависимости не меняет вид предельных распределений.

В настоящей работе проведено исследование устойчивости данной модели для слу-
чая, когда двоичные знаки, образующие наборы X(1), . . . , X(r), независимы, а их ве-
роятности могут меняться с ростом длин регистров. Оказывается, что в этом случае
предельные распределения числа единиц в выходной последовательности могут суще-
ственно отличаться от предельных распределений, приведённых в работах [3, 5].
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1. Основные результаты
Обозначим

Si =
ni−1∑
j=0

X
(i)
j , i = 1, . . . , r, ξr =

n1...nr−1∑
j=0

Zj.

Известно [3], что
n1 . . . nr − 2ξr = (n1 − 2S1) . . . (nr − 2Sr). (3)

Теорема 1. Пусть случайные величины в наборах X(1), . . . , X(r) независимы в со-
вокупности и имеют распределения (1). Тогда

Eξr =
1

2
n1 . . . nr

(
1−

r∏
i=1

(1− 2pi)

)
; (4)

Dξr =
1

4

(
r∏
i=1

(
n2
i (1− 2pi)

2 + 4nipi(1− pi)
)
−
(
n1 . . . nr

r∏
i=1

(1− 2pi)

)2
)
. (5)

Доказательство. Вычислим математическое ожидание случайной величины ξr.
Из (3) следует, что

Eξr =
1

2
(n1 . . . nr − E(n1 − 2S1) . . . (nr − 2Sr)) =

=
1

2
(n1 . . . nr − (n1 − 2ES1) . . . (nr − 2ESr)) =

=
1

2
(n1 . . . nr − (n1 − 2n1p1) . . . (nr − 2nrpr)) =

1

2
n1 . . . nr

(
1−

r∏
i=1

(1− 2pi)

)
.

Теперь вычислим дисперсию. Из (3) получим

Dξr =
1

4
D ((n1 − 2S1) . . . (nr − 2Sr)) =

=
1

4

(
E
(
(n1 − 2S1)2 . . . (nr − 2Sr)

2)− (E(n1 − 2S1) . . . (nr − 2Sr))
2) =

=
1

4

(
E(n1 − 2S1)2 . . .E(nr − 2Sr)

2 − ((n1 − 2n1p1) . . . (nr − 2nrpr))
2) .

Так как

E(ni − 2Si)
2 = E(ni − 2nipi + 2nipi − 2Si)

2 = (ni − 2nipi)
2 + 4E(nipi − Si)2 =

= n2
i (1− 2pi)

2 + 4DSi = n2
i (1− 2pi)

2 + 4nipi(1− pi),

то

Dξr =
1

4

(
r∏
i=1

(
n2
i (1− 2pi)

2 + 4nipi(1− pi)
)
−
(
n1 . . . nr

r∏
i=1

(1− 2pi)

)2
)
.

Теорема доказана.

Замечание 1. При p1 = . . . = pr = 1/2 формулы (4) и (5) совпадают с формула-
ми (4) работы [3].

Пусть S∗i =
Si − nipi√
nipi(1− pi)

, i = 1, . . . , r. Тогда

ni − 2Si = ni(1− 2pi)− 2
√
nipi(1− pi)S∗i = 2

√
nipi(1− pi)

(
ni(1− 2pi)

2
√
nipi(1− pi)

− S∗i

)
.
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Обозначим ai =
ni(1− 2pi)

2
√
nipi(1− pi)

, ξ̃r =
n1 . . . nr − 2ξr

2r
(

r∏
i=1

nipi(1− pi)
)1/2

. Из (3) следует, что

ξ̃r =
r∏
i=1

(ai − S∗i ). (6)

Перенумеруем векторы X(1), . . . , X(r) так, что |a1| 6 |a2| 6 . . . 6 |ar|.
Теорема 2. Пусть случайные величины в наборах X(1), . . . , X(r) независимы в со-

вокупности и имеют распределения (1). Пусть n1, . . . , nr → ∞ и вероятности pi =
= pi(ni), i = 1, . . . , r, меняются так, что nipi(1− pi)→∞, i = 1, . . . , k. Тогда если

ai → ci ∈ R, i = 1, . . . , k, |ai| → +∞, i = k + 1, . . . , r, 1 6 k 6 r − 1,

то
ξ̃r

ak+1 . . . ar

d−→
k∏
i=1

ηi, где случайные величины η1, . . . , ηr независимы и имеют нор-

мальный закон распределения со средними c1, . . . , cr соответственно и единичными
дисперсиями.

Доказательство. Заметим, что при указанных условиях выполнены условия
теоремы Муавра —Лапласа для случайных величин S∗i , i = 1, . . . , k [8, гл. I, § 6], значит,
при k = r утверждение теоремы очевидно. Пусть k 6 r − 1. Из (6) следует, что

ξ̃r
ak+1 . . . ar

=
1

ak+1 . . . ar

r∏
i=1

(ai − S∗i ) =

= (a1 − S∗1) . . . (ak − S∗k)
(

1− 1

ak+1

S∗k+1

)
. . .

(
1− 1

ar
S∗r

)
.

(7)

При i = k + 1, . . . , r из неравенства Чебышева имеем

P

{∣∣∣∣1− 1

ai
S∗i − 1

∣∣∣∣ > x

}
= P {|S∗i | > |ai|x} 6

1

(aix)2DS
∗
i =

1

(aix)2 . (8)

Так как правая часть в неравенстве (8) стремится к нулю в условиях теоремы, то
из (7) и (8) следует, что

ai − S∗i
d−→ ηi, ai → ci, i = 1, . . . , k,

1− 1

ai
S∗i

P−→ 1, |ai| → +∞, i = k + 1, . . . , r.

Тогда из (7) и независимости случайных величин S∗1 , . . . , S
∗
r получаем утверждение

теоремы.

Замечание 2. Условия теоремы 2 выполнены, если, например,

pi =
1

2
− ci√

ni
, i = 1, . . . , k, pi =

1

2
− Ai√

ni
, i = k + 1, . . . , r,

где c1, . . . , ck —постоянные, а Ak+1, . . . , Ar — бесконечно большие величины, такие, что
Ai/
√
ni → 0 при n1, . . . , nr → ∞. В этом случае главный член дисперсии случайной

величины ξr (см. (5)) равен

4r
r∑

i=k+1

√
niAi

∏
j=k+1,...,r;

j 6=i

njA
2
j

k∏
l=1

nlc
2
l .
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Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2 и ai → 0 ∈ R, i = 1, . . . , r.

Тогда ξ̃r
d−→

r∏
i=1

ηi, где случайные величины η1, . . . , ηr независимы и имеют стандартный

нормальный закон распределения.
Замечание 3. Следствие 1 указывает условия на характер изменения вероятно-

стей p1, . . . , pr, при выполнении которых сохраняет свой вид предельное распределение
следствия 2 работы [3].

Теорема 3. Пусть случайные величины в наборах X(1), . . . , X(r) независимы в со-
вокупности и имеют распределения (1). Пусть при n1, . . . , nr → +∞ вероятности
pi = pi(ni), i = 1, . . . , r, меняются так, что nipi(1 − pi) → ∞. Если |ai| → +∞,

i = 1, . . . , r, то закон распределения случайной величины
ξ̃r − a1 . . . ar

a1 . . . ar
√

1
a21

+ 1
a22

+ . . .+ 1
a2r

сходится к стандартному нормальному закону.
Доказательство. Из (6) имеем

ξ̃r
a2 . . . ar

=
1

a2 . . . ar

r∏
i=1

(ai − S∗i ) = (a1 − S∗1)

(
1− 1

a2

S∗2

)
. . .

(
1− 1

ar
S∗r

)
=

= a1

(
1−

r∑
i=1

S∗i
ai

+
r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(−1)i
S∗j1 . . . S

∗
ji

aj1 . . . aji

)
= (9)

= a1 −
r∑
i=1

a1S
∗
i

ai
+

r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(−1)i
a1S

∗
j1
. . . S∗ji

aj1 . . . aji
.

Заметим, что при x > 0 в силу неравенства Чебышева

P

{∣∣∣∣∣ r∑i=2

∑
16j1<...<ji6r

(−1)i
a1S

∗
j1
. . . S∗ji

aj1 . . . aji

∣∣∣∣∣ > x

}
6

1

x2
D

(
r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(−1)i
a1S

∗
j1
. . . S∗ji

aj1 . . . aji

)
6

6
1

x2

r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

r∑
i′=2

∑
16k1<...<ki′6r

(−1)i+i
′
cov

(
a1S

∗
j1
. . . S∗ji

aj1 . . . aji
,
a1S

∗
k1
. . . S∗ki′

ak1 . . . aki′

)
6 (10)

6
1

x2

r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

r∑
i′=2

∑
16k1<...<ki′6r

∣∣∣∣ a1

aj1 . . . aji

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a1

ak1 . . . aki′

∣∣∣∣ ∣∣∣cov
(
S∗j1 . . . S

∗
ji
, S∗k1 . . . S

∗
ki′

)∣∣∣.
Заметим, что

D
(
S∗j1 . . . S

∗
ji

)
= E

(
S∗j1 . . . S

∗
ji

)2
= E

(
S∗j1
)2
. . .E

(
S∗ji
)2

= DS∗j1 . . .DS
∗
ji

= 1.

Если существует l, для которого jl /∈ {k1, . . . , ki′}, то

cov
(
S∗j1 . . . S

∗
ji
, S∗k1 . . . S

∗
ki′

)
= E

(
S∗j1 . . . S

∗
ji
S∗k1 . . . S

∗
ki′

)
=

= ES∗jlE
(
S∗j1 . . . S

∗
jl−1S

∗
jl+1 . . . S

∗
ji
S∗k1 . . . S

∗
ki′

)
= 0.

Значит, cov
(
S∗j1 . . . S

∗
ji
, S∗k1 . . . S

∗
ki′

)
6= 0 только при i = i′, j1 = k1, . . . , ji = ki′ и

cov
(
S∗j1 . . . S

∗
ji
, S∗j1 . . . S

∗
ji

)
= D

(
S∗j1 . . . S

∗
ji

)
= 1.

Подставляя последнюю оценку в (10), получаем

P

{∣∣∣∣∣ r∑i=2

∑
16j1<...<ji6r

(−1)i
a1S

∗
j1
. . . S∗ji

aj1 . . . aji

∣∣∣∣∣ > x

}
6

1

x2

r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(
a1

aj1 . . . aji

)2

. (11)
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Так как
a1

aj1 . . . aji
→ 0 при любом i > 2, правая часть формулы (11) стремится к нулю.

Значит,

ξ̃r − a1 . . . ar

a1 . . . ar
√

1
a21

+ . . .+ 1
a2r

= −

 r∑
i=1

S∗i

ai
√

1
a21

+ . . .+ 1
a2r

+
1

a1

√
1
a21

+ . . .+ 1
a2r

η

 , (12)

где

η =
r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(−1)i
a1S

∗
j1
. . . S∗ji

aj1 . . . aji

P−→ 0. (13)

Далее из свойств нормального распределения, ограниченности коэффициентов
1

ai
√

1
a21

+ . . .+ 1
a2r

при всех i = 1, . . . , r выражения
r∑
i=1

S∗i

ai
√

1
a21

+ . . .+ 1
a2r

, независимости

случайных величин S∗1 , . . . , S
∗
r и сходимости их распределений к стандартному нор-

мальному закону получаем, что случайная величина
r∑
i=1

S∗i

ai
√

1
a21

+ . . .+ 1
a2r

имеет в пре-

деле стандартный нормальный закон распределения. Значит, из формул (12), (13) и
симметричности плотности распределения стандартного нормального закона следует
утверждение теоремы.

Замечание 4. Условия теоремы 3 выполнены, если, например, случайные ве-
личины в наборах X(1), . . . , X(r) независимы в совокупности, ni → +∞ при всех
i = 1, . . . , r, а вероятности pi остаются постоянными.

Теперь обратимся к случаю, когда число регистров r при переходе к пределу стре-
мится к бесконечности.

Теорема 4. Пусть случайные величины в наборах X(1), . . . , X(r) независимы в со-
вокупности и имеют распределения (1), pi = pi(ni), i = 1, . . . , r. Пусть при r → +∞
величины n1, . . . , nr и p1, . . . , pr меняются так, что

r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(
a1

aj1 . . . aji

)2

→ 0 и

r∑
i=1

|ai|−3(pi(1− pi))−3/4

(
r∑
i=1

1

a2
i

)3/2
→ 0. (14)

Тогда закон распределения случайной величины
ξ̃r − a1 . . . ar

a1 . . . ar
√

1
a21

+ . . .+ 1
a2r

сходится

к стандартному нормальному закону.
Доказательство. Воспользуемся представлением (9). Из оценки (11) и первого

из условий (14) следует соотношение (13). Значит, остаётся показать, что при r → ∞
случайная величина ν =

r∑
i=1

S∗i

ai
√

1
a21

+ . . .+ 1
a2r

сходится по распределению к стандарт-

ному нормальному закону.
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Для этого воспользуемся неравенством Берри—Эссеена [8, с. 356], согласно кото-
рому при любом x ∈ R

|Fν(x)− Φ(x)| 6 C

r∑
i=1

E

∣∣∣∣a1S
∗
i

ai

∣∣∣∣3(
1 +

(
a1

a2

)2

+ . . .+

(
a1

ar

)2
)3/2

= C

r∑
i=1

E

∣∣∣∣S∗iai
∣∣∣∣3(

1

a2
1

+ . . .+
1

a2
r

)3/2
. (15)

Оценим отдельно каждое слагаемое в числителе правой части последней оценки.
В силу неравенства Ляпунова [9, с. 48] имеем

E

∣∣∣∣S∗iai
∣∣∣∣3 =

1

|ai|3
E|S∗i |3 6

1

|ai|3
(
E(S∗i )

4)3/4
.

Для вычисления E(S∗i )
4 воспользуемся производящей функцией моментов для би-

номиальной случайной величины Si. Обозначим через gX(t) = EetX производящую
функцию моментов случайной величины X. Имеем

gSi−nipi(t) = Eet(Si−nipi) = e−tnipiEetSi = e−tnipigSi (t) = e−tnipi
(
1− pi + pie

t
)n
.

Тогда

E(S∗i )
4 =

1

(nipi(1− pi))2

d4

dt4
gSi−nipi(t)

∣∣
t=0

=

=
1

(nipi(1− pi))2

nipi(1− pi)
24

(1 + 3(ni − 2)pi(1− pi)) =

=
1

24nipi(1− pi)
(1 + 3(ni − 2)pi(1− pi)) 6

6
1

24nipi(1− pi)

(
1 +

3

4
(ni − 2)

)
6

1

24nipi(1− pi)
3

4
ni =

1

32pi(1− pi)
.

Поэтому в правой части неравенства (15) получим

|Fν(x)− Φ(x)| 6 C

(32)3/4

r∑
i=1

|ai|−3(pi(1− pi))−3/4

(
1

a2
1

+ . . .+
1

a2
r

)3/2
.

В условиях теоремы правая часть последней оценки стремится к нулю при r →∞.

Замечание 5. Условия теоремы 4 выполнены, если, например, случайные вели-
чины в наборах X(1), . . . , X(r) независимы в совокупности, r → +∞, ni → +∞, а

вероятности pi остаются постоянными,
r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

n1

nj1 . . . nji
→ 0 и

r∑
i=1

n
−3/2
i(

r∑
i=1

1

ni

)3/2
→ 0.

Замечание 6. Вместо условий (14) теоремы 4 можно написать более простые, но
несколько более грубые условия:

r

a2

→ 0, max
{

(pi(1− pi))−3/4
} a3

r

a2
1

√
r
→ 0.
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Действительно,

r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(
a1

aj1 . . . aji

)2

6
r∑
i=2

∑
16j1<...<ji6r

(
a1

a1aj2 . . . aji

)2

<

<
r∑
i=2

Ci
ra
−2(i−1)
2 = a2

2

r∑
i=2

Ci
ra
−2i
2 =

= a2
2

(
(1 + a−2

2 )
r − 1− r

a2
2

)
6 a2

2

(
er/a

2
2 − 1− r

a2
2

)
6 a2

2

r2

2a4
2

er/a
2
2 =

r2

2a2
2

er/a
2
2 .

Значит, если r/a2 → 0, то выполнено первое из условий (14).
Аналогично

r∑
i=1

|ai|−3(pi(1− pi))−3/4

(
r∑
i=1

1

a2
i

)3/2
6 max

{
(pi(1− pi))−3/4

} r∑
i=1

|ai|−3

(
r∑
i=1

1

a2
i

)3/2
6

6 max
{

(pi(1− pi))−3/4
} r

|a1|3(ra−2
r )3/2

= max
{

(pi(1− pi))−3/4
} |ar|3
|a1|3
√
r
.

Значит, если правая часть последней формулы стремится к нулю, то выполнено второе
условие в (14).

Заключение
Проведено исследование устойчивости модели, описывающей генератор Пола.

Для этого изучены вероятностные свойства числа единиц в выходной последователь-
ности мультициклического генератора над полем GF(2) в случае, когда двоичные слу-
чайные знаки, заполняющие регистры, независимы, а вероятности появления единиц
в регистрах отличны от 1/2 и могут меняться с ростом длин регистров. Для случая
фиксированного числа регистров доказана предельная теорема о сходимости распре-
деления нормированного числа единиц к распределению произведения независимых
случайных величин, каждая из которых распределена по стандартному нормальному
закону. Доказана также нормальная предельная теорема для нормированного числа
единиц в случае, когда число регистров стремится к бесконечности. Результаты пока-
зывают, что нарушение свойства равновероятности распределения знаков в регистрах
приводит к существенным изменениям свойств указанных предельных распределений
по сравнению с равновероятным случаем.

Автор выражает признательность В. Г. Михайлову за ценные замечания и посто-
янное внимание к работе.
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Рассматривается задача разложения простой однородной цепи Маркова Γ в сумму
s > 2 взаимно независимых составляющих цепей Маркова Γ(i), заданных на ко-
нечной абелевой группе G. Данная задача связана с известной процедурой укруп-
нения состояний цепи Маркова. Описывается широкий класс цепей, допускающих
такое разложение в сумму двух цепей бесконечным числом способов. Результаты
данной работы могут быть полезны при оценке возможностей восстановления па-
раметров исходных цепей Маркова, поступающих в узел суммирования, по резуль-
тирующей последовательности. Такого сорта задачи возникают при построении и
исследовании свойств генераторов случайных последовательностей.

Ключевые слова: разложение цепи Маркова, сумма цепей Маркова, укрупнение
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The problem for the decomposition of a given simple homogeneous Markov chain into
the sum of the components of the chain is considered. The class of chains allowing
this decomposition in the infinite number of ways is described.

Keywords: decomposition of a Markov chain, the summation of Markov chains.

1. Постановка задачи
Пусть Γ(i) = γ1(i), γ2(i), . . ., i = 1, . . . , s—независимые реализации простых одно-

родных цепей Маркова на конечной абелевой группе G = (G,+) с соответствующими
матрицами переходных вероятностей

π(i) = ||p(i)(g, h)||, g, h ∈ G, i = 1, 2, . . . , s.

Положим Γ = γ1, γ2, . . ., где

γj =
s∑
i=1

γj(i), j = 1, 2, . . .
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В работах [1, 2] исследовались условия, при которых элементы результирующей по-
следовательности Γ также связаны простой однородной цепью Маркова с некоторой
матрицей переходных вероятностей

π = ||p(g, h)||, g, h ∈ G,

которая не зависит от начального распределения исходных цепей (т. е. от распределе-
ния величин γ1(i), i = 1, 2, . . . , s). В этом случае будем говорить, что цепь Γ разложи-
ма в сумму цепей Маркова. Отметим, что рассматриваемая задача разложения цепи
Маркова в сумму цепей тесным образом связана с известной процедурой укрупнения
состояний цепи Маркова [3].

С каждой строкой матрицы π(i) = ||p(i)(g, h)||, g, h ∈ G, свяжем элемент группового
кольца DG (определение группового кольца см. в [4])

p(i)(g) =
∑
h∈G

p(i)(g, h) · h,

где D—поле действительных (рациональных) чисел. Элемент p(i)(g) будем называть
характеристической функцией соответствующей строки матрицы π(i). В [1, теорема 1 и
лемма 3] найдено следующее строение матрицы переходных вероятностей π = ||p(g, h)||
цепи Γ, являющейся суммой исходных цепей Γ(i).

Теорема 1. Пусть сумма s > 2 цепей Маркова с матрицами переходных вероят-
ностей π(i) = ||p(i)(g, h)||, g, h ∈ G, i = 1, 2, . . . , s, является цепью Маркова с матрицей
переходных вероятностей π = ||p(g, h)||, g, h ∈ G. Тогда для характеристических функ-
ций p(g) строк матрицы π в групповом кольце DG выполняются соотношения

p(0) = p(1)(0) · p(2)(0) · . . . · p(s)(0), p(g) = p(0)f(g), g ∈ G, (1)

где f — гомоморфизм группы G в группу мультипликативно обратимых элементов
кольца DG; 0 —нулевой элемент группы G.

Вопрос о том, всегда ли цепь с матрицей π = ||p(g, h)||, характеристические функ-
ции строк которой удовлетворяют соотношениям (1), разлагается в сумму s цепей,
является открытым. При этом известно следующее достаточное условие марковости
для суммы цепей.

Теорема 2 [2, теорема 3]. Пусть на конечной абелевой группе G заданы s > 2
цепей Маркова Γ(i) с матрицами переходных вероятностей

π(i) = ||p(i)(g, h)||, g, h ∈ G, i = 1, 2, . . . , s.

Сумма цепей Маркова Γ(i) также является цепью Маркова, если характеристические
функции строк матриц π(i) удовлетворяют соотношениям

p(i)(g) = p(i)(0)f(g), g ∈ G, i = 1, 2, . . . , s,

где f — гомоморфизм группы G в группу мультипликативно обратимых элементов
кольца DG.

В дальнейшем потребуются два вспомогательных утверждения. Элемент

p =
∑
h∈G

p(h) · h

группового кольца DG будем называть вероятностным, если
∑
h∈G

p(h) = 1, p(h) > 0.
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Лемма 1. Пусть G—конечная абелева группа, D—поле действительных (раци-
ональных) чисел, f(g) =

∑
h∈G

f(g, h) ·h—произвольный гомоморфизм группы G в груп-

пу мультипликативно обратимых элементов кольца DG, такой, что
∑
h∈G

f(g, h) = 1 для

любого элемента g ∈ G, M —максимальное значение абсолютных величин коэффици-
ентов f(g, h), g, h ∈ G.

Тогда для любого вероятностного элемента вида

p =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

ε(h)h, |ε(h)| < 1

|G|2M ,
∑
h∈G

ε(h) = 0

произведение p · f(g) также является вероятностным элементом при любом g ∈ G.
Доказательство. Заметим, что

p · f(g) =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

∑
r∈G

(ε(r)f(g, h− r))h.

Кроме того, справедливо неравенство

| ∑
r∈G

ε(r)f(g, h− r)| < 1

|G|2MM · |G| = 1/|G|.

Отсюда следует, что все коэффициенты элемента p·f(g) положительны, и утверждение
леммы 1 доказано.

Лемма 2. Пусть p =
1

|G|
∑
h∈G

h +
∑
h∈G

ε(h)h,
∑
h∈G

ε(h) = 0, — произвольный вероят-

ностный элемент. Тогда справедливо разложение

p = L ·R,

L =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

ε · h+ δ · 0, ε 6= 0, δ 6= 0, ε|G|+ δ = 0,

R =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

r(h)h, r(h) = ε(h)/δ.

Справедливость леммы 2 проверяется непосредственными расчётами.

2. Основные результаты
Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть цепь Маркова Γ имеет матрицу переходных вероятностей π =

= ||p(g, h)||, для характеристических функций строк которой выполнены следующие
условия:

1) p(0) =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

ε(h)h, |ε(h)| < (1/|G|)4(1/M)2,
∑
h∈G

ε(h) = 0;

2) p(g) = p(0)f(g), g ∈ G,
где f(g) =

∑
h∈G

f(g, h)h— заданный гомоморфизм группы G в группу мультипликатив-

но обратимых элементов кольца DG; M —максимальное значение абсолютных вели-
чин коэффициентов f(g, h), g, h ∈ G.

Тогда существует разложение p(0) = p(1)(0)p(2)(0), при котором цепь Γ представ-
ляется суммой цепей Γ = Γ(1) + Γ(2) c матрицами переходных вероятностей π(i) =
= ||p(i)(g, h)||, g, h ∈ G, i = 1, 2, характеристические функции строк которых имеют
вид

p(i)(g) = p(i)(0)f(g), g ∈ G, i = 1, 2.
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Доказательство. В соответствии с леммой 2 для характеристической функ-
ции p(0) справедливо разложение

p(0) = p(1)(0)p(2)(0) = L ·R,

L =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

ε · h+ δ · 0, ε 6= 0, δ 6= 0, ε|G|+ δ = 0,

R =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

r(h)h, r(h) = ε(h)/δ.

Положим в данном разложении

|ε| = (1/|G|)3(1/M). (2)

Тогда

|δ| = |ε| · |G| = (1/|G|)2(1/M), |ε+ δ| = |ε|(|G| − 1) < (1/|G|)2(1/M); (3)
|r(h)| = |ε(h)/δ| < (1/|G|)4(1/M)2δ−1 = (1/|G|)2(1/M). (4)

Из соотношений (2)–(4) следует, что при указанном выборе параметра ε каждая из
функций p(j)(0), j = 1, 2, удовлетворяет условиям леммы 1. Тем самым при любом
g ∈ G элемент p(j)(0)f(g) является вероятностным. Теперь справедливость теоремы
вытекает из теоремы 2.

Следующее утверждение показывает, что разложение Γ = Γ(1) + Γ(2) в условиях
теоремы 3 является неоднозначным.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда существует бесконечное
множество разложений p(0) = p(1)(0)p(2)(0), при каждом из которых цепь Γ представ-
ляется суммой цепей Γ = Γ(1) + Γ(2) c матрицами переходных вероятностей

π(i) = ||p(i)(g, h)||, g, h ∈ G, i = 1, 2,

характеристические функции строк которых имеют вид

p(i)(g) = p(i)(0)f(g), g ∈ G, i = 1, 2.

Доказательство. Пусть в представлении

p(0) =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

ε(h)h, |ε(h)| < (1/|G|)4(1/M)2,
∑
h∈G

ε(h) = 0

имеет место 0 < β < max
h∈G
{|ε(h)|}/((1/|G|)4(1/M)2) < 1. Пусть α—произвольное фик-

сированное число, β < α < 1. В соответствии с леммой 2 для характеристической
функции p(0) справедливо разложение

p(0) = p(1)(0)p(2)(0) = L ·R, (5)

L =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

ε · h+ δ · 0, ε 6= 0, δ 6= 0, ε|G|+ δ = 0,

R =
1

|G|
∑
h∈G

h+
∑
h∈G

r(h)h, r(h) = ε(h)/δ.
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Положим в разложении (5)
|ε| = (1/|G|)3(1/M)α. (6)

Тогда

|δ| = |ε| · |G| = (1/|G|)2(1/M)α, |ε+ δ| = |ε|(|G| − 1) < (1/|G|)2(1/M)α; (7)
|r(h)| = |ε(h)/δ| < β(1/|G|)4(1/M)2δ−1 = (β/α)(1/|G|)2(1/M). (8)

Из соотношений (6)–(8) следует, что при указанном выборе параметра ε каждая из
функций p(j)(0), j = 1, 2, удовлетворяет условиям леммы 1. Тем самым при любом
g ∈ G элемент p(j)(0)f(g) является вероятностным. Следовательно, учитывая теоре-
му 2, исходная цепь Γ является суммой цепей Γ = Γ(1) + Γ(2) c матрицами переходных
вероятностей

π(i) = ||p(i)(g, h)||, g, h ∈ G, i = 1, 2,

характеристические функции строк которых имеют вид

p(i)(g) = p(i)(0)f(g), g ∈ G, i = 1, 2.

При этом различные параметры α (β < α < 1) отвечают разным матрицам π(i) пере-
ходных вероятностей.

3. Заключительные замечания
Отметим, что из разложения p(0) = p(1)(0)p(2)(0) и вероятностности многочленов

p(0)f(g), g ∈ G, не всегда «автоматически» следует вероятностность всех многочленов
p(j)(0)f(g), j = 1, 2. Об этом свидетельствует следующий пример. Рассмотрим группу
G = Zm = {0, 1, 2, 3} вычетов по модулю m = 4. В этом случае кольцо DG есть
кольцо многочленов D[x]/(x4 − 1) по модулю многочлена x4 − 1. И соответственно
вероятностные элементы кольца DG принимают вид многочленов

p =
∑
h∈G

p(h)h =
∑
j∈Zm

p(j)xj = p(0) + p(1)x+ p(2)x2 + p(3)x3.

Рассмотрим вероятностные многочлены

p = p(x) = p(1)(x)p(2)(x),

p(1)(x) = p(2)(x) = (1/2 + ε) + (1/2− ε)x, 0 < ε < 1/2(
√

2− 1),

а также гомоморфизм f группы Zm в группу мультипликативно обратимых элементов
кольца D[x]/(x4 − 1) :

f(m) = θm, θ = 1/2(1 + x+ x2 + x3)− 1, m ∈ {0, 1, 2, 3}.
Так как p(1)(x)θ = −ε + εx + 1/2 · x2 + 1/2 · x3, многочлен p(1)(x)f(1) не является
вероятностным. В то же время любой многочлен p(x)f(m) является вероятностным
в силу того, что

1) θ2 = 1;
2) все коэффициенты многочлена p(x) = (1/2 + ε)2 + (1/2 − 2ε2)x + (1/2 − ε)2x2

меньше 1/2;
3) p(x)θ = 1/2(1 + x+ x2 + x3)− p(x).

Результаты данной работы являются развитием аналогичного сорта результатов
относительно разложимых законов распределения на конечной абелевой группе (см.,
например, [5]) и могут быть полезны при оценке возможностей восстановления пара-
метров исходных цепей Маркова, поступающих в узел суммирования, по результиру-
ющей последовательности. Такого сорта задачи возникают при построении и исследо-
вании свойств генераторов случайных последовательностей.
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Введение
Граф G с множеством вершин V (|V | = n) называется k-дольным графом, если

вершины графа разбиты на k непересекающихся непустых подмножества Vi так, что
k⋃
i=1

Vi = V ; Vi 6= ∅; |Vi| = ni > 0; Vi ∩ Vj = ∅, i, j = 1, . . . , k, i 6= j,
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и нет рёбер, соединяющих вершины одного и того же подмножества [1 – 3]. При этом
1-дольный граф— это множество вершин без рёбер, а 0-дольным графом является
только пустой граф. Очевидно, что любой k-дольный граф при k < n можно пре-
образовать в (k + 1)-дольный, разбив вершины на большее количество подмножеств.
В общем случае k-дольный граф (k > 0) состоит из s > 1 компонент связности, каждая
из которых является связным li-дольным графом (i = 1, . . . , s, li = 1, . . . , k).

Определим множество X как множество номеров долей графа:

X = {1, 2, . . . , k}. (1)

Множество номеров долей любой из компонент связности графа является подмноже-
ством X. Мощность этого подмножества равна количеству долей компоненты связ-
ности. Так как несколько различных компонент связности графа могут иметь сов-
падающие множества номеров долей, семейство всех множеств номеров долей всех
компонент связности k-дольного графа может содержать повторяющиеся подмноже-
ства и в общем случае является повторяющимся покрытием множества X. Для того
чтобы избавиться от повторяющихся подмножеств, введём следующее понятие.

Пусть набор связных l-дольных графов (0 < l 6 k) — это все компоненты связности
исходного графа, множества (мощности l) номеров долей которых тождественны. Лю-
бой несвязный k-дольный граф можно разбить на наборы связных li-дольных графов.
Каждый набор определяется уникальным множеством номеров долей. У двух любых
наборов множества номеров их долей отличаются. Тогда семейство множеств номе-
ров долей наборов связных li-дольных графов является неповторяющимся покрытием
множества X.

В работе [4] введены комбинаторные числа неупорядоченных покрытий конечного
множества мощности n подмножествами с фиксированными мощностями

nN(k1, k2, . . . , kn), (2)

где ki —количество подмножеств мощности i в покрытии. В случае, когда часть коэф-
фициентов ki = 0, используется альтернативное обозначение

nN
k1k2···km
l1 l2···lm ,

где ki —количество подмножеств мощности li в покрытии. Если все подмножества
в покрытии имеют мощность l, то коэффициент имеет вид nN

k
l .

В работах [5, 6] рассматриваются производящие функции последовательности чи-
сел (2):
обычная

F (x;A1, A2, A3, . . .) =
∑
j>0

xj
j∑

k=0

Ck
j (−1)k

j−k∏
i=1

(1 + Ai)
Cij−k =

∑
j>0

xj
j∏
i=1

(1 + Ai)
Cij

(1 + x)j+1
(3)

и экспоненциальная

E(x;A1, A2, A3, . . .) =
∑
j>0

xj

j!

j∑
k=0

Ck
j (−1)k

j−k∏
i=1

(1 + Ai)
Cij−k = e−x

∑
j>0

xj

j!

j∏
i=1

(1 + Ai)
Cij . (4)

Числа (2) в этих функциях являются коэффициентами перед мономами xn
∏
i

Akii в слу-

чае обычной производящей функции и перед выражением
xn

n!

∏
i

Akii — в случае экс-

поненциальной. В разложении функции E по степеням x выражения перед
xn

n!
(для
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функции F —перед xn) являются производящими функциями последовательности чи-
сел (2) с фиксированным n:

n∑
k=0

Ck
n(−1)k

n−k∏
i=1

(1 + Ai)
Cin−k .

Для введённых комбинаторных чисел в работе [4] получена формула

nN
k1k2···km
l1 l2···lm =

m∏
i=1

Cki

C
li
n

+
∑
i>1

(−1)iCi
n

m∏
j=1

C
kj

C
lj
n−i

,

где Ci
j =

j!

i!(j − i)! — биномиальный коэффициент. Там же получено значение суммы

чисел покрытий, состоящих из множеств одной мощности

∑
n>1

(−1)n

n
nN

k
l =

(−1)k+l−1

kl
, (5)

и значение суммы для случая, когда в покрытии подмножества разной мощности
(m>1) ∑

n>1

(−1)n

n
nN

k1k2···km
l1 l2···lm = 0. (6)

1. Экспоненциальные производящие функции
Экспоненциальную производящую функцию последовательности чисел наборов

связных k-дольных графов по переменным x1, x2, . . . , xk (индексы переменных опреде-
ляют номера долей) определим как

Ak(1, 2, . . . , k) =
∑
ni>0

xn1
1 x

n2
2 · · ·xnkk

n1!n2! · · ·nk!
ak(n1, n2, . . . , nk), (7)

а экспоненциальную производящую функцию последовательности чисел связных
k-дольных графов как

Dk(1, 2, . . . , k) =
∑
ni>0

xn1
1 x

n2
2 · · ·xnkk

n1!n2! · · ·nk!
dk(n1, n2, . . . , nk), (8)

где ak и dk — соответственно числа наборов связных k-дольных графов и числа связ-
ных k-дольных графов, имеющих в каждой доле с номером i определённое коли-
чество ni вершин. Сумма выполняется по n1 > 0, n2 > 0, . . . , nk > 0, таким,
что n1 + n2 + . . . + nk = n. Параметрами функций являются номера долей графов.
Если связные l-дольные графы являются компонентами k-дольного графа и l < k, то
экспоненциальные производящие функции записываются следующим образом:

Al(i1, i2, . . . , il) и Dl(i1, i2, . . . , il), где 1 6 i1 < i2 < . . . < il 6 k,

то есть множество номеров долей связных l-дольных графов и множество номеров
долей набора связных l-дольных графов являются подмножествами множества X (1).
Переменными функций Al и Dl являются xi1 , xi2 , . . . , xil .

Рассмотрим набор, состоящий из m > 1 связных k-дольных графов. Каждая доля
исходного графа разбита наm непустых подмножеств. Каждое подмножество является
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долей связного k-дольного графа. Пусть nij —мощность доли с номером i связного
k-дольного графа с номером j. Очевидно,

∀i, j (nij > 0); (9)
m∑
j=1

nij = ni. (10)

Количество разбиений множества мощности ni на m непустых подмножеств равно

1

m!

∑∑
nij=ni

ni!
m∏
j=1

nij!
,

где суммирование идёт по всем возможным значениям nij, удовлетворяющим соотно-
шениям (9), (10); множитель 1/m! необходим, так как связные графы, образующие
набор, неразличимы. Тогда числа ak и dk связаны формулой

ak(n1, n2, . . . , nk) =
∑
m>0

k∏
i=1

ni!

m!

∑∑
nij=ni

m∏
j=1

1

n1j!n2j! . . . nkj!
dk(n1j, n2j, . . . , nkj),

где сумма идёт по всем возможным m-разбиениям k долей исходного графа.
Просуммировав по всем возможным ni и поменяв порядок суммирования, с учё-

том (7) и (8) получим формулу для производящей функции последовательности чисел
наборов k-дольных графов:

Ak =
∑
m>0

1

m!

∑
ni>0

∑∑
nij=ni

m∏
j=1

x
n1j

1 x
n2j

2 . . . x
nkj
k

n1j!n2j! . . . nkj!
dk(n1j, n2j, . . . , nkj) = eDk − 1. (11)

Вывод соотношения (11), как и сама формула, аналогичен выводу экспоненциальной
формулы [1].

Экспоненциальную производящую функцию последовательности чисел k-дольных
графов определим аналогично функциям (7) и (8):

Fk(1, 2, . . . , k) =
∑
ni>0

xn1
1 x

n2
2 . . . xnkk

n1!n2! . . . nk!
fk(n1, n2, . . . , nk), (12)

где fk —число k-дольных графов, имеющих в каждой доле (с номером i) определённое
количество (ni) вершин. Сумма выполняется по n1 > 0, n2 > 0, . . . , nk > 0, таким, что
n1 + n2 + . . .+ nk = n.

Проведём преобразования, аналогичные выводу формулы (11). Учтём, что:
1) множество номеров долей набора связных k-дольных графов является подмно-

жеством множества X (1), а семейство всех таких множеств номеров долей
является покрытием множества X;

2) так как множества номеров долей двух любых наборов связных k-дольных гра-
фов не равны друг другу, все наборы связных графов различимы. Значит, мно-
житель 1/m! не нужен.

Таким образом, получаем

Fk =
∑

S={Uα}

∏
Uα

A|Uα|(Uα), (13)
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где сумма идёт по всем покрытиям S множества X, а произведение — по всем подмно-
жествам Uα, входящим в покрытие S. Применив соотношение (11), в итоге получаем

Fk =
∑

S={Uα}

∏
Uα

(expD|Uα| − 1). (14)

Частные случаи:

F0 = 1,

F1 = A1 = ex1 − 1,

F2 = A2(1, 2)(1 + A1(1) + A1(2)) + A1(1)A1(2) = eD2(1,2)+x1+x2 − ex1 − ex2 + 1.

Изначально на k-дольные графы G не было введено никаких ограничений. Из про-
ведённых преобразований видно, что полученные соотношения являются верными для
всех классов графов, удовлетворяющих следующим критериям:

1) если в класс входит k-дольный граф G, то в этот класс должны входить и все
k-дольные графы, получаемые из G перестановками вершин в любой из k долей;

2) если в класс входит k-дольный граф, имеющий несколько компонент связности,
то должны входить и все эти компоненты связности.

Обобщениями графов являются мультиграфы и гиперграфы. В гиперграфах одно
ребро может соединять более двух вершин, а в мультиграфах между двумя вершина-
ми может быть больше одного ребра (кратные рёбра) [1, 2]. Обобщением k-дольного
графа является k-дольный гиперграф— вершины гиперграфа V разбиты на k непе-
ресекающихся непустых подмножеств Vi так, что нет рёбер, соединяющих вершины
одного и того же подмножества. Аналогичные определения можно дать для k-доль-
ного мультиграфа и k-дольного мультиграфа-гиперграфа (кратные рёбра соединяют
более двух вершин). Вывод соотношений (11) и (14) для мультиграфов, гиперграфов и
мультиграфов-гиперграфов эквивалентен выводу соотношений для экспоненциальной
производящей функции последовательности чисел k-дольных графов.

2. Анализ функций
Приравняв в соотношении (14) все переменные xi одной переменной x, получим

Fk =
∑
i>0

kN(i1, i2, . . . , ik)
∏
j

A
ij
j =

∑
i>0

kN(i1, i2, . . . , ik)
∏
j

(eDj − 1)ij , (15)

где kN(i1, i2, . . . , ik) —комбинаторные числа (2), а суммирование идёт по всем ij > 0;
Aj и Dj являются функциями только от переменной x.

Используем (4) и (11):

Fk =
k∑
j=0

Cj
k(−1)j

k−j∏
i=1

(1 + Ai)
Cik−j =

k∑
j=0

Cj
k(−1)j exp(

k−j∑
i=1

DiC
i
k−j). (16)

Просуммируем все функции Fk, домножив в одном случае на yk, а в другом на
yk/k!, и воспользуемся соотношениями (3) и (4):

∑
k>0

ykFk =
∑
k>0

yk
k∏
i=1

(1 + Ai)
Cik

(1 + y)k+1
=
∑
k>0

yk exp

(
k∑
i=1

DiC
i
k

)
(1 + y)k+1

,

∑
k>0

ykFk
k!

= e−y
∑
k>0

yk

k!

k∏
j=0

(1 + Aj)
Cjk = e−y

∑
k>0

yk

k!
exp

(
k∑
j=0

Cj
kDj

)
.
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Частные случаи формулы (16):

F0 = 1,

F1 = A1 = ex − 1,

F2 = A2(1 + 2A1) + A2
1 = (A2 + 1)(A1 + 1)2 − 2(A1 + 1) + 1 = eD2+2x − 2ex + 1,

F3 = (A3 + 1)(A2 + 1)3(A1 + 1)3 − 3(A2 + 1)(A1 + 1)2 + 3(A1 + 1)− 1 =

= eD3+3D2+3x − 3eD2+2x + 3ex − 1.

Пусть есть функция f(G), ставящая в соответствие каждому графу какое-то число.
Для функции выполняются следующие условия:

1) значение функции от пустого графа равно 1;
2) значение функции от графа, имеющего несколько компонент связности, равно

произведению значений функции от компонент связности;
3) значение функции не зависит от нумерации вершин, а значит, и от перестановок

строк или столбцов в матрице смежности.
Примером такой функции является хроматическая функция [3].
Пусть необходимо найти сумму значений этой функции от всех дольных графов

S =
∑
k

bk
∑
Gk

1

|V1|! . . . |Vk|!
f(Gk(V1, . . . , Vk))Fk(1, 2, . . . , k),

где суммирование идёт по всем k-дольным графам Gk, разбитым на k непустых до-
лей Vi, а коэффициенты bk —параметры суммы. Тогда из (12), (13), (15) и (16) следует

S =
∑
k

bk
∑
i>0

kN(i1, i2, . . . , ik)
∏
j

Ã
ij
j =

∑
k

bk
k∑
j=0

Cj
k(−1)j

k−j∏
i=1

(1 + Ãi)
Cik−j ,

где Ãj — сумма значений функции от всех наборов связных j-дольных графов: Ãj =

= eD̃j − 1; D̃j — сумма значений функции от всех связных j-дольных графов.
Для bk = (−1)k/k (без пустого графа) при учёте (5) и (6) сумма S примет вид

S =
∑
k>0

∑
l>0

(−1)k+l−1

kl
Ãkl =

∑
l>0

(−1)l

l
ln(1 + Ãl) =

∑
l>0

(−1)l

l
D̃l, (17)

где мы воспользовались разложением в ряд натурального логарифма

ln(1 + x) =
∑
n>0

(−1)n−1xn

n
.

Таким образом, сумма значений функций от всех дольных графов с коэффици-
ентом (−1)k/k (k—количество долей графа) равна сумме значений этой функции от
всех связных дольных графов с этим же коэффициентом.

Заключение
В работе введён специальный вид экспоненциальной производящей функции после-

довательности чисел k-дольных графов. Выводится соотношение, являющееся обоб-
щением экспоненциальной теоремы для данного вида экспоненциальных производя-
щих функций. Анализируется полученное выражение. Определена связь между компо-
нентами связности k-дольных графов и покрытиями множеств. Аналогично понятию
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k-дольных графов вводится понятие k-дольных гиперграфов и мультиграфов. Делает-
ся вывод о возможности обобщения выражения для экспоненциальной производящей
функции последовательности чисел k-дольных графов для случая k-дольных гипер-
графов и мультиграфов.

Полученные результаты, в частности (16) и (17), могут быть использованы для
упрощения оперирования с диаграммами Фейнмана в квантовой теории, диаграмма-
ми теории возмущений в теории струн [7] и статистической физике [8 – 10]. Диаграммы
Феймана и их аналоги являются по сути k-дольными графами и мультиграфами, что
позволяет применять методы теории графов для упрощения выражений и вычисления
бесконечных рядов таких диаграмм. Полученные соотношения можно также исполь-
зовать для анализа схем в схемотехнике, блок-схем в теории информационных систем,
структур баз данных с сетевой моделью, криптостойкости алгоритмов в криптоло-
гии [11] и т. п.
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Введение
Все использованные в данной работе, но не определенные в ней обозначения и

понятия соответствуют принятым в [1]. Множества вершин и рёбер графа G будем
обозначать V (G) и E(G) соответственно, степень вершины v и максимальную степень
вершины графа— dGv и ∆(G). Для цикломатического числа |E(G)| − |V (G)|+ 1 связ-
ного графа G примем обозначение γ(G).

Разные содержательные аспекты проблемы оптимизации расписания не раз осве-
щались в литературе, начиная с известной NP-полной задачи «Составление учебного
расписания» [2, с. 311]. Задача построения безоконных расписаний в общем виде от-
носится к числу NP-полных задач. Принято считать, что существующих в настоящее
время методов недостаточно, чтобы выяснить разрешимость NP-полных задач за по-
линомиальное время; более точно — проверить гипотезу P 6=NP. Поэтому выделение
нетривиальных частных случаев NP-полных задач, разрешимых за полиномиальное
время, заслуживает внимания, особенно когда они имеют практические приложения,
как в нашем случае.

Укажем на сравнительно недавние результаты в данном направлении.
Для случая, когда количество занятий в каждом классе равно пяти, а количе-

ство занятий каждого учителя— двум, условия существования расписания длины 5
1Работа поддержана проектом № 2014/33 на выполнение государственных работ в сфере научной

деятельности в рамках базовой части госзадания Минобрнауки России, а также ОМИ ДНЦ РАН.
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без окон для учителей получены в [3]. Здесь и далее под длиной расписания понима-
ется продолжительность времени (в академических часах) от начала первого занятия
до завершения последнего занятия расписания (считается, что продолжительность за-
нятия равна одному академическому часу).

Связный граф G будем называть примитивом, если γ(G) 6 1 и ∆(G) = 3. Пусть
G— связный граф, такой, что ∆(G) = 2p + 1, p ∈ Z+. Разбиение графа G на p рё-
берно-непересекающихся примитивов Gi (i = 1, . . . , p) будем называть сбалансирован-
ным разбиением на примитивы, если для каждой вершины v графа G и для каждого
i = 1, . . . , p в примитив Gi включены ddGv/pe либо bdGv/pc рёбер, инцидентных вер-
шине v. Сбалансированные разбиения на примитивы востребованы в задачах оптими-
зации расписаний и интервальных раскрасок графов.

Теорема 1 [4]. Пусть G— связный граф, ∆(G) = 2p + 1 (p ∈ Z+). Граф G до-
пускает сбалансированное разбиение на примитивы тогда и только тогда, когда для
каждого подграфа G′ графа G справедливо неравенство

|E(G′)| 6 p|V (G′)|. (1)

Теорема 2 [5]. Проверка условий (1) для всех подграфов графа G может быть
выполнена за время O(|V (G)|3 log |V (G)|).

Из теоремы 1 видна актуальность рассмотрения случая, когда граф G являет-
ся примитивом. Этому случаю и посвящена настоящая работа. Найдены эффективно
проверяемые необходимые и достаточные условия существования безоконного распи-
сания длины 3. Показано применение рёберно-вершинных инцидентных паросочетаний
к решению задачи оптимизации расписания.

1. Рёберно-вершинные инцидентные паросочетания
и безоконные расписания

Пусть исходные данные к школьному расписанию учебных занятий заданы связ-
ным графом G, ∆(G) = 3; каждое ребро e соответствует учителю t = t(e), а концевые
вершины ребра e—классам c1(t) и c2(t), в каждом из которых учитель t должен про-
вести по одному занятию. Требуется выяснить существование расписания длины 3,
в котором учителя и классы не имеют окон.

Инъективное отображение E(G) → V (G) множества рёбер графа в множество
вершин, такое, что каждое ребро отображается в одну из своих инцидентных вер-
шин, называется рёберно-вершинным инцидентным паросочетанием (р-вип) графа G.
Понятно, что для существования у графа G р-вип необходимо выполнение неравенства
|E(G)| 6 |V (G)|, равносильного, очевидно, неравенству

γ(G) 6 1. (2)

Другими словами, для существования р-вип необходимо, чтобы граф G содержал не
более одного цикла. Покажем, что это условие является и достаточным.

Рассмотрим два случая.
С л у ч а й 1: связный граф G содержит единственный цикл C.
Сориентировав рёбра цикла C, получим ориентированный цикл, для которого со-

храним обозначение C. Каждой дуге цикла C сопоставим её концевую вершину, после
чего удалим из G все такие вершины цикла C, для которых dGv = 2.

Если граф G является циклом, искомое р-вип построено. В противном случае рас-
смотрим лес T , который получится после процедуры удаления. Заметим, что каждое
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из деревьев t, образующих лес T , имеет точно одну вершину rt, общую с циклом C;
выбрав rt в качестве корня дерева t, сориентируем рёбра дерева так, чтобы получить
ориентированное корневое дерево; затем каждой дуге сопоставим её концевую верши-
ну. В результате получим искомое р-вип.

С л у ч а й 2: связный граф G является деревом. Для построения р-вип достаточно
применить к G рассуждения, приведённые в предыдущем абзаце для дерева t.

Замечание 1. За исключением тривиального случая, когда G является деревом,
построенное отображение является биекцией: в нём участвует не только каждая дуга,
но и каждая вершина.

Таким образом, доказано следующее
Утверждение 1. Условие (2) необходимо и достаточно для существования р-вип

у графа G.
Замечание 2. Заметим, что ограничение ∆(G) = 3 в доказательстве утвержде-

ния не использовано; другими словами, утверждение 1 справедливо для любого ∆(G).
Вопросы существования р-вип и других близких по смыслу паросочетаний рассмотре-
ны в [1, c. 93–94].

Набор пар вида «учитель–класс», индуцированный построенным р-вип, составляет
второе по порядку из трёх занятий искомого расписания; во втором занятии задейство-
ваны все учителя и все классы (кроме тривиального исключения; см. замечание 1).

Любая корректная достройка построенной части расписания до всего расписания
приведёт к искомому расписанию без окон. Для выполнения достройки заметим, что
в результате упомянутых выше ориентаций рёбер у каждой невисячей вершины оргра-
фа G имеются либо два потомка («левый» и «правый»), либо единственный потомок
(«левый»). Рассмотрим класс c, соответствующий вершине u: если вершина v—левый
потомок вершины u, то в качестве первого занятия классу c назначим занятие с учи-
телем a = (u, v); если вершина u обладает также и правым потомком w, то в качестве
третьего занятия назначим классу c занятие с учителем b = (u,w). Таким образом,
доказана следующая

Теорема 3. Для существования безоконного расписания длины 3, соответству-
ющего связному графу G с ∆(G) = 3, необходимо и достаточно выполнение условия
γ(G) 6 1.

Следствие 1. Пусть условие (2) выполнено. Если G не является деревом, то су-
ществует безоконное расписание длины 3, во втором занятии которого задействованы
не только все учителя (для безоконного расписания длины 3 с двумя занятиями у каж-
дого учителя это свойство, очевидно, всегда выполнено), но и все классы. Если G—
дерево, v0 —произвольно выбранная вершина G, а c0 —класс, соответствующий вер-
шине v0, то существует безоконное расписание длины 3, во втором занятии которого
задействованы все учителя и все классы, отличные от c0.

Следствие 2. Если условие (2) выполнено, то существует безоконное расписание
длины 3, где третье занятие проводится лишь в тех классах, которые соответствуют
вершинам степени 3.

Заключение
Условия существования р-вип получены новым (по сравнению с [1]) способом.

В теореме 3 выявлена связь р-вип с существованием безоконного расписания длины 3.
Дополнение теорем 1 и 2 теоремой 3 открывает перспективы для исследования условий
существования безоконных расписаний (нечётной длины) в общем случае.
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Введение
Рассмотрим только конечные классические графы, исключая все остальные слу-

чаи: ориентированные, кратные, а также графы с петлями и бесконечным числом
вершин.

Определение 1. Классическим графом (или просто графом) будем называть па-
ру G = (V,E), где множество вершин V —любое конечное множество; множество рёбер
E ⊆ V × V — бинарное отношение, для которого выполняется:

1) ∀a, b ∈ V ((a, b) ∈ E ⇒ (b, a) ∈ E) — отношение симметрично;
2) ∀a ∈ V ((a, a) /∈ E) — отношение антирефлексивно.
Фактически это означает, что из рассмотрения исключаются рёбра-петли (b, b), а

все остальные рёбра (a, b) ∈ E можно считать неупорядоченными парами.
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Определение 2. Пусть G = (V,E) —произвольный1 граф. Назовём частичным
группоидом графа множество (V, ·), определив операцию как{

a · b = a, если (a, b) ∈ E,
a · b = θ, если (a, b) /∈ E. (1)

Группоиды вида (1) впервые предложены в работе [1] в 1983 г. и впоследствии
нашли широкое применение на стыке теории графов и других математических дисци-
плин, таких, как алгебра [2, 3], теория языков и автоматов [4], топология [5]. Однако у
данного определения есть ряд недостатков, которые делают его менее ценным с алгеб-
раической точки зрения; в частности, не представляется возможным связать понятие
конгруэнции с нетривиальными свойствами структуры графов. Для преодоления это-
го недостатка предлагается альтернативное определение группоида для классических
графов.

Определение 3. Пусть G = (V,E) —классический граф. Будем называть мно-
жество (V, ◦) группоидом классического графа, определив операцию как{

a ◦ b = a, если (a, b) ∈ E,
a ◦ b = b, если (a, b) /∈ E. (2)

Замечание 1. Отметим, что по группоиду (V, ◦), заданному на основе (2), можно
восстановить как граф без петель, так и граф, у которого все вершины имеют петли,
так как все вершины являются идемпотентами: a ◦ a = a. Поскольку рассматриваются
только классические графы, случай с петлями (a, a) ∈ E отбрасывается.

1. Общие алгебраические свойства группоидов графов
Напомним, что конгруэнцией на группоиде называется такое отношение эквива-

лентности ρ, которое сохраняет операцию: ∀a, b, c ((a, b) ∈ ρ⇒ (ac, bc) ∈ ρ∧(ca, cb) ∈ ρ).
Классом [a] конгруэнции ρ называется множество [a] = {a∗ : (a, a∗) ∈ ρ}. Понятие кон-
груэнции определено для произвольной алгебраической системы; в частности, можно
его применить для группоидов (V, ◦). В этом случае конгруэнция ρ задаёт разбиение
множества вершин V графа на классы эквивалентности (пример такого разбиения см.
на рис. 1).

c e
b

d

a

G a b c d e f g h
a 0 1 0 0 0 1 1 1
b 1 0 1 0 1 0 0 0
c 0 1 0 1 1 0 0 0
d 0 0 1 0 1 0 0 0
e 0 1 1 1 0 0 0 0
f 1 0 0 0 0 0 0 0
g 1 0 0 0 0 0 0 1
h 1 0 0 0 0 0 1 0

G

f g h

Рис. 1. Пример конгруэнции на группоиде графа с классами {a}, {b}, {c, e}, {d}, {f, g, h}

Теорема 1. Пусть G = (V,E) —произвольный классический граф. Тогда для лю-
бого элемента c ∈ V и любого класса [a] произвольной конгруэнции ρ выполняется одно
из трёх условий:

1) c ∈ [a];
1Данное определение применимо и для графов с петлями, а также для ориентированных.
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2) (c, a∗) ∈ E для всех a∗ ∈ [a];
3) (c, a∗) /∈ E для всех a∗ ∈ [a].
Доказательство. По определению конгруэнции для любых вершин графа вы-

полняется (a, b) ∈ ρ ⇒ (a ◦ c, b ◦ c) ∈ ρ ∧ (c ◦ a, c ◦ b) ∈ ρ. Рассмотрим все варианты
значений произведений a◦c и b◦c на группоиде графа и проверим, когда эти значения
лежат в одном классе конгруэнции ρ.

С л у ч а й 1: обе пары вершин связаны рёбрами: (a, c) ∈ E и (b, c) ∈ E. В этом
случае a◦c = a и b◦c = b, и поскольку (a, b) ∈ ρ, результаты умножения лежат в одном
классе без дополнительных ограничений. Если рассмотрим другой элемент d ∈ [a], то,
с одной стороны, при d ◦ c = d получим (d, c) ∈ E без дополнительных условий на ρ.
С другой стороны, в случае d ◦ c = c получаем, что ρ является конгруэнцией тогда и
только тогда, когда (a ◦ c, d ◦ c) = (a, c) ∈ ρ. Продолжая итерационно процесс для всех
элементов класса [a] конгруэнции ρ, получим, что либо на каком-то шаге c ∈ [a], либо
для всех a∗ ∈ [a] выполняется (c, a∗) ∈ E.

С л у ч а й 2: (a, c) ∈ E и (b, c) /∈ E. Тогда a ◦ c = a и b ◦ c = c. Как следствие,
результаты будут в одном классе конгруэнции, только если (a, c) ∈ ρ. По определению
получаем, что c ∈ [a].

С л у ч а й 3: (a, c) /∈ E и (b, c) ∈ E. Этот вариант полностью аналогичен случаю2,
за тем лишь исключением, что необходимо потребовать, чтобы (b, c) ∈ ρ. Пользуясь
транзитивностью отношения ρ, вновь получаем, что c ∈ [a].

С л у ч а й 4: (a, c) /∈ E и (b, c) /∈ E. По определению получаем a◦c = b◦c = c, и так
как (c, c) ∈ ρ, не требуется дополнительных ограничений для того, чтобы произведения
a ◦ c и b ◦ c лежали в одном классе конгруэнции. Если рассмотрим другой элемент
d ∈ [a], то, с одной стороны, при d ◦ c = c получим (d, c) /∈ E без дополнительных
условий на ρ. С другой стороны, в случае d ◦ c = d получаем, что ρ есть конгруэнция
тогда и только тогда, когда (a ◦ c, d ◦ c) = (c, d) ∈ ρ. Продолжая итерационно процесс
для всех элементов класса [a] конгруэнции ρ, получим, что либо на каком-то шаге
c ∈ [a], либо для всех a∗ ∈ [a] имеет место (c, a∗) /∈ E.

Рассмотрев все четыре возможных значения для произведений c◦a и c◦b, получим
в точности аналогичный результат.

Напомним, что правыми конгруэнциями называются такие отношения эквивалент-
ности ρ, для которых выполняется ∀a, b, c ((a, b) ∈ ρ⇒ (ac, bc) ∈ ρ), а левыми— такие
отношения эквивалентности µ, для которых ∀a, b, c ((a, b) ∈ µ⇒ (ca, cb) ∈ µ).

Следствие 1. На любом группоиде графа все левые конгруэнции являются од-
новременно правыми, а все правые— левыми.

Доказательство. Результат в доказательстве теоремы 1 получен независимо
для случая умножения на c как слева, так и справа. Это означает, что структура
классов не зависит от того, является ли конгруэнция правой или левой, а условие
теоремы 1 выполняется для обоих типов конгруэнций.

Определение 4. Пусть G = (V,E) —классический граф, а ρ—конгруэнция на
его группоиде. Назовём фактор-графом по ρ граф G/ρ = (Vρ, Eρ), где

1) Vρ —множество классов конгруэнции ρ;
2) ([a], [b]) ∈ Eρ тогда и только тогда, когда (a, b) ∈ E.
Пример построения фактор-графа для конгруэнции ρ с классами {a}, {b}, {c, e},

{d}, {f}, {h, g, k}, {l} представлен на рис. 2.
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Рис. 2. Пример фактор-графа

Как известно, идеалом на группоиде (D, ·) называется такое множество I, для кото-
рого любые произведения элементов группоида на элементы идеала лежат в идеале I.
Можно по отдельности определить односторонние идеалы:

1) IL —левый идеал, если d · i ∈ IL для любых d ∈ D и i ∈ IL;
2) IR —правый идеал, если i · d ∈ IR для любых d ∈ D и i ∈ IR.
Понятия левого и правого идеалов можно, в частности, применить для группоидов

графов (V, ◦). На рис. 3 представлены примеры левых идеалов на G1 и правых идеалов
на G2.

G1

IL1

IL2IL3 IR1

IR2

G2

Рис. 3. Примеры левых и правых идеалов на графах

Напомним, что компонентой связности графа G = (V,E) называется такое подмно-
жество вершин I ⊆ V , что одновременно выполняются следующие два условия:
— любые две вершины u, v ∈ I можно соединить путём;
— множество I максимально по включению.

Теорема 2. Минимальный по включению левый идеал IL — это компонента связ-
ности графа. Любой другой левый идеал является объединением минимальных.

Доказательство. Компонента связности IL является левым идеалом, так как
вершины из IL не связаны ни с одной другой вершиной графа G = (V,E), и как
следствие V ◦IL ⊆ IL (примеры: IL1 , IL2 , IL3 на рис. 3). Если допустить, что существует
меньший по включению идеал I∗L ⊂ IL, то найдётся вершина u ∈ IL \ I∗L, которая
связана ребром с некоторой вершиной i из I∗L. В результате получим противоречие
с определением идеала: u ◦ i = u /∈ I∗L.

Аналогично доказывается вторая часть теоремы. Если допустить, что произволь-
ный левый идеал IL — это не объединение компонент связности, то в множестве V \ IL
найдётся вершина u, которая связана ребром хотя бы с одной вершиной i из предпо-
лагаемого идеала IL: u ◦ i = u /∈ IL.

Определение 5. Пусть дан граф G = (V,E). Подмножество вершин I ⊂ V будем
называть долей графа G, если для любых i ∈ I и v ∈ V \ I верно, что (i, v) ∈ E.

Теорема 3. Минимальный по включению правый идеал IR — это доля графа.
Любой другой правый идеал является объединением долей графа.
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Доказательство. Аналогично доказательству теоремы2.

Теорема 4. Любой произвольный левый IL (правый IR) идеал на графе является
классом некоторой конгруэнции ρ.

Доказательство. В качестве классов конгруэнции ρ рассмотрим IL, а осталь-
ные классы возьмём одноэлементными. Из теоремы2 следует, что ни одна вершина
из множества V \ IL не связана ребром ни с одной вершиной из идеала IL. В резуль-
тате получим корректное разбиение на классы, согласно теореме 1, и определяющее
условие конгруэнции будет выполнено. Аналогично доказывается утверждение и для
случая правых идеалов IR, за той лишь разницей, что все вершины идеала IR связаны
со всеми вершинами из множества V \ IR.

Следствие 2. У произвольного графа G = (V,E) не может быть левого идеала
I 6= V , который одновременно был бы правым.

Доказательство. Если допустить, что такой идеал I существует, то он од-
новременно является объединением компонент связности и объединением долей. Это
возможно только в случае V \ I = ∅.

Теорема 5. Группоид графа G является полугруппой тогда и только тогда, когда
G— это либо полный граф Kn, либо пустой граф On.

Доказательство. Необходимость очевидна, так как для полного графаKn груп-
поид (V, ◦) является полугруппой левых нулей, а для On —полугруппой правых нулей.

Доказательство достаточности проведём перебором всех вариантов произведений
для троек вершин a, b, c с проверкой на ассоциативность.

С л у ч а й 1: три вершины не связаны ни одним ребром: (a, b) /∈ E, (b, c) /∈ E,
(a, c) /∈ E. Ассоциативность выполняется: a ◦ (b ◦ c) = c = (a ◦ b) ◦ c.

С л у ч а й 2: три вершины связаны ровно одним ребром: (a, b) /∈ E, (b, c) ∈ E,
(a, c) /∈ E. Ассоциативность нарушена, так как a ◦ (b ◦ c) = c 6= b = (a ◦ b) ◦ c.

С л у ч а й 3: три вершины связаны ровно двумя рёбрами: (a, b) ∈ E, (b, c) ∈ E,
(a, c) /∈ E. Ассоциативность также нарушена, так как a ◦ (b ◦ c) = a 6= c = (a ◦ b) ◦ c.

С л у ч а й 4: три вершины связаны тремя рёбрами: (a, b) ∈ E, (b, c) ∈ E, (a, c) ∈ E.
Ассоциативность выполняется: a ◦ (b ◦ c) = a = (a ◦ b) ◦ c.

Таким образом, для любых трёх вершин графа для выполнения условия ассоци-
ативности они должны быть либо соединены тремя рёбрами друг с другом, либо не
соединены ни одним ребром. Подобное условие верно для всех вершин только в случае,
если граф G является полным Kn либо пустым On.

Класс группоидов классических графов можно задать аксиоматически. Для этого
достаточно потребовать выполнения следующих трёх аксиом:

аксиома 1: ∀a (a2 = a) (идемпотентность);
аксиома 2: ∀a, b (a 6= b⇒ ab 6= ba) (антикоммутативность);
аксиома 3: ∀a, b (ab = a ∨ ab = b).
Продемонстрируем, что если группоид (Vs, ◦) удовлетворяет аксиомам 1–3, то он

порождает некоторый графGs = (Vs, Es). Для этого нужно гарантировать однозначное
восстановление множества рёбер Es на основе множества с операцией (Vs, ◦).

Определение 6. Назовём граф Gs = (Vs, Es) порождённым на основе группоида
(Vs, ◦), если его множество рёбер Es задано по правилу

∀a ((a, a) /∈ Es(G)) ∧ (∀b 6= a (a, b) ∈ Es(G)⇔ a ◦ b = a) .
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Достаточно показать, что определение порождённого графа корректно при усло-
вии, что группоид Vs удовлетворяет аксиомам 1–3. Пусть a ◦ b = a, тогда по аксио-
мам 2 и 3 получим b ◦ a = b, а ребро будет задано корректно для классического графа:
(a, b) ∈ Es и (b, a) ∈ Es. Аналогично рассматривается случай a ◦ b = b.

В свою очередь, аксиома 1 позволяет гарантировать, что у итогового графа все
вершины не имеют петель в соответствии с замечанием 1 к определению 3.

Напомним, что в теории универсальных алгебр многообразием называется такой
класс алгебр, который замкнут относительно взятия подалгебр, фактор-алгебр и пря-
мого произведения алгебр. Под прямым произведением двух группоидов D1 × D2 =
= {(d1, d2) : d1 ∈ D1, d2 ∈ D2} подразумевается группоид, для которого умножение
определено покомпонентно для всех его элементов (d1, d2) · (e1, e2) = (d1e1, d2e2) че-
рез умножения на D1 и D2. Отметим, что полученный на основе аксиом 1–3 класс
объектов не является многообразием, так как он замкнут только относительно подал-
гебр и фактор-алгебр, а прямое произведение в классическом смысле не определено
для графов. Действительно, если допустить, что у некоторых двух графов ab = a
для a, b ∈ V (G1) и cd = d для c, d ∈ V (G2), то для прямого произведения получим
(a, c) · (b, d) = (a, d), что является нарушением аксиомы 3.

В теории графов понятие подграфа вводится двумя разными способами. Подгра-
фом в слабом смысле Gs ⊆ G называется такой граф, для которого Vs ⊆ V и Es ⊆ E.
Подграфом в сильном смысле называется такой подграф, для которого дополнительно
требуется, чтобы Es было максимальным по включениям, т. е. содержало бы все рёбра,
которые соединяют вершины из Vs ⊆ V в исходном графе G (пример на рис. 4).
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Рис. 4. Пример подграфа H ⊂ G в сильном смысле

Теорема 6. Для любого графа G = (V,E) и любого непустого подмножества
вершин Vs ⊆ V верно:

1) (Vs, ◦) —подгруппоид исходного группоида (V, ◦);
2) граф Gs = (Vs, Es), порождённый (Vs, ◦), является подграфом в сильном смысле

для G.
Доказательство. Для группоида (V, ◦) выполняются аксиомы 1–3. Поскольку

они определены для всех элементов a, b ∈ V , они также выполняются и на произ-
вольном подмножестве Vs ⊆ V . Аксиома 3 гарантирует, что при умножении элементов
выйти за пределы Vs не получится, а значит, Vs замкнут относительно операции, и как
следствие — это подгруппоид для V .

Порождённым графом на основе (Vs, ◦) по определению 6 является такой граф
Gs = (Vs, Es), у которого рёбра заданы правилом: (a, b) ∈ Es ⇔ a ◦ b = a. Очевидно,
что данный граф является подграфом в сильном смысле графа G, так как он содержит
все рёбра, которые соединяют вершины из Vs в исходном графе G.
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2. Практическое приложение группоидов графов
Наиболее часто для представления графов в памяти компьютера используется мат-

рица смежности для вершин графа. Напомним, что матрицей смежности графа G
называется такая булева матрица An×n, которая индексирована множеством вершин
V (G) и для которой A(x, y) = 1 ⇔ (x, y) ∈ E(G). С точки зрения компактного хране-
ния данный способ является сильно избыточным. В первую очередь это связано с тем,
что матрица смежности любого классического графа симметрична, а на её главной
диагонали стоят только нули. Однако даже хранение только верхней части матрицы
избыточно, так как хранить в общем случае имеет смысл только реально существую-
щие рёбра (x, y) ∈ E(G), для которых A(x, y) = 1, а остальные по умолчанию можно
считать отсутствующими (A(x, y) = 0). Это подводит нас к рассмотрению первого
примера реализации компактного хранения.

Пример 1. Вводим на множестве вершин V (G) любой линейный порядок (V,<),
например, перейдя к канонической форме графа Canon(G) или любым другим ме-
тодом [6]. Для компактного хранения в память заносим список рёбер Em, пользуясь
правилом (x, y) ∈ Em ⇔ ((x, y) ∈ E(G) ∧ x < y). В результате в память будут занесе-
ны все рёбра графа G, и каждое ровно по одному разу.

Отметим, что способ примера 1 не позволяет полностью избавиться от избыточ-
ности в хранении графа. В частности, вершина с первым номером будет многократно
повторена в записи (x, y1), . . . , (x, yk). Более экономично указывать её один раз, а затем
перечислять все связанные с ней вершины.

Пример 2. Вводим на множестве вершин графа V (G) (|V | = n) любую взаим-
но-однозначную индексацию N : V → {1, . . . , n}. Для компактного хранения будем
последовательно заносить в память двойки (xi, U(xi)) следующего вида:

xi : N(xi) = i, U(xi) = {y : (x, y) ∈ E(G) ∧ ∀j < i (y /∈ U(xj))} .

Для дополнительной экономии при хранении графа можно оборвать запись в память
на первой паре (xi, U(xi)), для которой U(xi) = ∅.

От элементарных примеров сжатия данных для графов перейдём непосредствен-
но к приложению конгруэнций и фактор-графов для компактного хранения графов.
Общая идея заключается в том, чтобы вместо самого графа G хранить фактор-
граф G/ρ по максимальной нетривиальной конгруэнции ρ, а также все нетривиаль-
ные (содержащие больше одной вершины) классы [a] конгруэнции ρ как подграфы G.

Ш а г 1: пользуясь результатом теоремы 1, ищем максимальную по включениям
конгруэнцию ρ, исключая тривиальный случай разбиения на один класс [a] = V ;

Ш а г 2: определяем, какие из классов состоят более чем из одного элемента;
Ш а г 3: для всех нетривиальных классов [a], определённых на шаге 2, рассмат-

риваем подграфы G1, . . . , Gk ⊂ G, порождённые группоидами ([a], ◦);
Ш а г 4: в каждом классе [a] конгруэнции ρ выбираем произвольного представителя

a∗ ∈ [a];
Ш а г 5: вводим новый граф G∗/ρ = (V ∗ρ , E

∗
ρ), заменяя в фактор-графе G/ρ классы

вершин [a] на представителей a∗, выбранных на шаге 4;
Ш а г 6: заменяем исходный графG полученным набором графов (G∗/ρ,G1, . . . , Gk).
Согласно теореме 1, исходный граф G можно однозначно восстановить на осно-

ве (G∗/ρ,G1, . . . , Gk). Наличие ребра в G∗/ρ между двумя представителями a∗ и b∗

разных классов означает, что все элементы из класса [a∗] попарно смежны со всеми
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элементами из класса [b∗]. Аналогично, если ребра между a∗ и b∗ нет в G∗/ρ, то клас-
сы [a∗] и [b∗] также не связаны друг с другом ни одним ребром. Сжатие данных при
этом достигается за счёт удаления из рассмотрения всех «лишних» рёбер, которые свя-
зывают элементы различных классов (остаётся лишь один экземпляр такого ребра).
Естественно, что положительный результат с точки зрения сжатия достигается лишь
в том случае, если для хранения (G∗/ρ,G1, . . . , Gk) использован способ примера 1 или
примера 2.

Пример работы алгоритма сжатия представлен на рис. 5. Важно отметить, что в об-
щем случае если исходный граф G связный, то граф G∗/ρ также связный. Однако при
этом подграфы G1, . . . , Gk, которые соответствуют нетривиальным классам конгруэн-
ции ρ, вполне могут получиться несвязными (см. в качестве примера G1 на рис. 5).
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Рис. 5. Пример использования алгоритма сжатия графов

Замечание 2. Применение алгоритма сжатия для несвязных графов является
нецелесообразным. Это связано с тем, что компоненты связности, согласно теоремам 2
и 4, являются классами конгруэнций, так же как и объединение компонент связности.

Заключение
Предложенный способ описания графов может быть также полезен при решении

других задач теории графов. Например, его можно использовать для оптимизации ре-
шения задачи о клике. В классической постановке данной задачи необходимо найти
внутри произвольного графа G максимальный полный подграф Kn. Согласно теоре-
ме 6, группоид для такого подграфа является полугруппой, а значит, можно воспользо-
ваться для его поиска тестами на ассоциативность (тестами Лайта или их вероятност-
ными модификациями [7]). Можно также переформулировать задачу о восстановлении
графа по подграфам на языке алгебры, что потенциально может упростить её решение
(см. подробнее о задаче восстановления в [8]).

В работе [9] предложен способ задания метрических пространств (D, ρR) и (D, ρL)
на основе бинарной операции на группоиде D. Метрические пространства, которые
получены с помощью определения из [9], для рассмотренных в данной работе группо-
идов графов обладают следующим свойством: если две вершины графа автоморф-
ны (x ∼ y), то для любой другой вершины z расстояния до x и y совпадают:
ρR(x, z) = ρR(y, z) и ρL(x, z) = ρL(y, z). В результате по отношению к группоидам
графов сформулирована следующая гипотеза.

Гипотеза 1. Если применить к группоидам графов алгоритм поиска метрики,
изложенный в работе [9], то две вершины графа автоморфны тогда и только тогда,
когда для любой вершины z выполняется ρR(x, z) = ρR(y, z) ∧ ρL(x, z) = ρL(y, z).



104 М. Н. Назаров

ЛИТЕРАТУРА
1. McNulty G. F. and Shallon C.R. Inherently nonfinitely based finite algebras // Universal

algebra and lattice theory. Lecture Notes in Math. 1983. V. 1004. P. 206–231.
2. Lee S.M. Simple graph algebras and simple rings // Southeast Asian Bull. Math. 1991. V. 15.

P. 117–121.
3. Oates-Williams S. On the variety generated by Murskii’s algebra // Algebra Universalis. 1984.

V. 18(2). P. 175–177.
4. Kelarev A.V., Miller M., and Sokratova O.V. Languages recognized by two-sided automata of

graphs // Proc. Estonian Acad. Sci. 2005. V. 54(1). P. 46–54.
5. Trent Y. Groupoid models for the C∗-algebras of topological higher-rank graphs // J. Operator

Theory. 2006. No. 4. P. 95–120.
6. Назаров М.Н. Альтернативные подходы к описанию классов изоморфных графов // При-

кладная дискретная математика. 2014. №3. С. 86–97.
7. Rajagopalan S. and Schulman L. J. Verification of identities // SIAM J. Comput. 2000. V. 29.

P. 1155–1163.
8. Harary F. A survey of the reconstruction conjecture // Graphs and Combinatorics. Lecture

Notes in Math. 1974. V. 406. P. 18–28.
9. Назаров М.Н. Собственная метрика на группоидах и её приложение к анализу межкле-

точных взаимодействий в биологии // Фундамент. и прикл. матем. 2013. №3. С. 149–160.

REFERENCES
1. McNulty G. F. and Shallon C.R. Inherently nonfinitely based finite algebras. Universal algebra

and lattice theory. Lecture Notes in Math., 1983, vol. 1004, pp. 206–231.
2. Lee S.M. Simple graph algebras and simple rings. Southeast Asian Bull. Math., 1991, vol. 15,

pp. 117–121.
3. Oates-Williams S. On the variety generated by Murskii’s algebra. Algebra Universalis, 1984,

vol. 18(2), pp. 175–177.
4. Kelarev A.V., Miller M., and Sokratova O.V. Languages recognized by two-sided automata of

graphs. Proc. Estonian Acad. Sci., 2005, vol. 54(1), pp. 46–54.
5. Trent Y. Groupoid models for the C∗-algebras of topological higher-rank graphs. J. Operator

Theory, 2006, no. 4, pp. 95–120.
6. Nazarov M.N. Al’ternativnye podhody k opisaniju klassov izomorfnyh grafov. Prikladnaya

Diskretnaya Matematika, 2014, no. 3, pp. 86–97. (in Russian)
7. Rajagopalan S. and Schulman L. J. Verification of identities. SIAM J. Comput., 2000, vol. 29,

pp. 1155–1163.
8. Harary F. A survey of the reconstruction conjecture. Graphs and Combinatorics. Lecture Notes

in Math., 1974, vol. 406, pp. 18–28.
9. Nazarov M.N. Sobstvennaja metrika na gruppoidah i ejo prilozhenie k analizu mezhkletochnyh

vzaimodejstvij v biologii. Fundament. i Prikl. Matem., 2013, no. 3, pp. 149–160. (in Russian)



2015

ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Дискретные модели реальных процессов № 1(27)

ДИСКРЕТНЫЕ МОДЕЛИ РЕАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ

УДК 621.391.1:004.7

РЕЖИМЫ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ АСИНХРОННЫХ
КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ, МОДЕЛИРУЮЩИХ

НЕЛИНЕЙНУЮ ПРОСТРАНСТВЕННУЮ ДИНАМИКУ1

О.Л. Бандман

Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН,
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Сдвиг научного интереса от физических явлений, подчиняющихся законам термо-
динамики, к нелинейным диссипативным процессам, содержащим химические и
биологические превращения, привёл к аналогичному повороту в математическом
моделировании: от решения дифференциальных уравнений к прямому дискретно-
му стохастическому моделированию. Математическим фундаментом дискретного
моделирования является асинхронный клеточный автомат — стохастический ана-
лог клеточного автомата фон Неймана. Систематической методологии построения
асинхронного клеточного автомата, моделирующего процессы, состоящие из мно-
гих действий, совместно преобразующих общее дискретное пространство, пока
не существует. Нет ответа на вопрос, насколько и чем различаются результаты
моделирования при разных способах организации (режимах) взаимодействий ло-
кальных операторов, составляющих сложный процесс. В работе делается попытка
ответить на этот вопрос путём проведения серии вычислительных экспериментов
по моделированию трёх типовых реакционно-диффузионных процессов при раз-
ных асинхронных режимах и сравнительного анализа их эволюций. Результат
состоит в том, что качественный характер процессов не зависит от способа ком-
позиции, а количественные различия могут быть скорректированы.

Ключевые слова: дискретное математическое моделирование, асинхронный
клеточный автомат, режимы функционирования, реакционно-диффузионные
процессы, пространственная самоорганизация.
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The shift of scientific interest from physical phenomena obeying laws of thermodyna-
mics towards nonlinear dissipative processes containing chemical and biological trans-
formations stimulates a similar turn in mathematical modeling: from differential equa-
tion solution to direct and stochastic simulation. A foundation for discrete simulation
is the asynchronous cellular automaton — a stochastic analogue of von-Neumann’s
cellular automaton. For the time being, there is no systematic methodology for con-
structing asynchronous cellular automata simulating processes composed of many ac-
tions transforming a common discrete space. It is not known, how different are simula-
tion results obtained by different ways of composing simple operations for organizing a
complex computational process. In the paper, an attempt is made to answer this ques-
tion by means of performing a series of simulation of three typical reaction-diffusion
processes with different asynchronous modes of functioning, and comparative analysis
of their evolutions and invariants. The obtained result shows that qualitative charac-
ter of the process under simulation does not depend on the composition mode, and
quantitative differences may be corrected.

Keywords: discrete mathematical modeling, asynchronous cellular automaton, modes
of functioning, reaction-diffusion processes, spacial self organization.

Введение
Наряду с теоретическими и экспериментальными видами научной деятельности

развивается третья её cоставляющая— компьютерное моделирование исследуемых
процессов. В частности, с помощью имеющихся мощных компьютеров стало возмож-
ным изучение механизмов химических и биологических процессов на микро- и на-
ноуровнях, которые трудно или невозможно моделировать, основываясь на традици-
онных моделях математической физики, так как исследуемые явления нелинейны,
разрывны и диссипативны. Поиски новых нетрадиционных моделей привели к пере-
осмысливанию идеи клеточного автомата (КА) [1] и появлению множества его моди-
фикаций. Среди них значительное место занимают КА-модели явлений, которые могут
быть представлены композицией простейших действий типа «движение» и «превраще-
ние» элементарных частиц и составляют класс реакционно-диффузионных процессов.
Движения обычно подчиняются законам диффузии или конвекции, а превращения
имитируют химические реакции. Все действия представляются как случайные про-
цессы [2], поскольку в естественных условиях нет для них специальной синхрониза-
ции. Известно несколько методов моделирования случайных процессов, происходящих
в пространстве. В разных предметных областях они имеют свои названия и отли-
чаются способами объединения элементарных действий в единый пространственно-
распределённый процесс. В материаловедении и микроэлектронике — это «кинетиче-
ский метод Монте-Карло» [3, 4]. В каталитической химии— это просто «метод Монте-
Карло» [2, 5]. На самом деле они все являются вариантами асинхронного КА, отлича-
ющимися способами построения правил перехода.

Математические модели реакционно-диффузионных явлений, выраженные в тер-
минах асинхронных КА [6, 7], а также исследование методов композиции КА [8] позво-
лили обобщить накопленный опыт построения сложных КА-моделей и выделить три
главных режима взаимодействия элементарных операторов, называемых подстанов-
ками:
— стохастический режим, когда каждая случайно выбранная подстановка приме-

няется к случайно выбранной клетке, и так для всех подстановок и всех клеток;
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— локальная суперпозиция, когда все подстановки в случайном порядке применяются
к одной и той же случайно выбранной клетке, и так для всех клеток;

— глобальная суперпозиция, когда каждая случайно выбранная подстановка приме-
няется ко всем случайно выбираемым клеткам, и так для всех подстановок.
Для правильного выбора способа композиции при синтезе КА-модели полезно

знать, как этот выбор влияет на результат моделирования, т. е. насколько различны
эволюции асинхронных КА, отличающихся только способом композиции подстановок.
Есть предположение, что влияние это незаметно или очень мало. В каких случаях
это предположение подтверждается — на этот вопрос далее делается попытка отве-
тить путём проведения вычислительных экспериментов над несколькими типовыми
КА-моделями.

Работа организована следующим образом. В п. 2 дана формальная постановка за-
дачи. В п. 3, 4 и 5 приводятся результаты экспериментального моделирования для
процессов движения фронта, агрегации вещества и самоорганизации соответственно.
Заключение содержит сравнительный анализ полученных результатов.

1. Формальное представление асинхронных КА-моделей
Формально асинхронный КА задаётся тройкой понятий ℵ = 〈A,X,Θ(X)〉, где

A— алфавит состояний клеток, т. е. множество символов или чисел, обозначаю-
щих вещества, участвующие в процессе, или условия, определяющие их свойства;
X = {xk : k = 1, . . . , N}—множество имён клеток, которое обычно задаётся мно-
жеством координат дискретного пространства конечных размеров; Θ(X) — глобаль-
ный оператор, определяющий функционирование асинхронного КА. Пара (u, x), где
u ∈ A, x ∈ X, называется клеткой. Множество клеток Ω = {(uk, xk) : uk ∈ A, xk ∈ X,
∀k, l (k 6= l⇒ xk 6= xl)} образует клеточный массив, а перечень состояний всех клеток
массива ΩA = (u1, u2, . . . , u|X|) — глобальное состояние.

В пространстве X определены подмножества имён клеток, называемые шаблонами
соседства:

Tn(x) = {x, x+ a1, . . . , x+ an−1},
где aj — вектор смещения; n = |Tn(x)|. Шаблон Tn(xk) соседства выделяет в клеточ-
ном массиве Ω подмножество клеток-соседей для конкретной клетки xk, состояния
которых составляют локальную конфигурацию

S(xk) = {u0, u1, . . . , un−1},

где u0, u1, . . . , un−1 — состояния клеток xk, xk + a1, . . . , xk + an−1 соответственно.
Элементарная операция, изменяющая состояние клеток-соседей x ∈ Ω, имеет вид

подстановки
θ(x) : S(x)

p−→ S ′(x),

где p— вероятность применения подстановки, вычисляемая исходя из известных ско-
ростей моделируемых элементарных действий.

Применение подстановки θ к клетке xk сводится к замене всех или некоторых со-
стояний uj ∈ S(xk) на новые значения u′j ∈ S ′(xk):

u′j = fj(u0, . . . , un−1), n = |S(xk)|, (1)

где fj(u0, . . . , un−1) —функция перехода.
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Применение подcтановки к клетке xk ∈ X считается успешным, если все клетки с
именами из Tn(xk) содержатся в Ω:

{(u0, xk), . . . , (un−1, xk + an−1)} ⊆ Ω. (2)

При этом клетка (u, x) с переменным состоянием u считается принадлежащей Ω, если
u определено в A.

Простым далее называется такой КА, у которого глобальный оператор Θ(X) =
= Ψ(θ) состоит из одной подстановки. Асинхронный режим простого КА предполагает
следующий алгоритм применения подстановки:

1) с вероятностью p = 1/|X| выбирается клетка (u, xk) ∈ Ω;
2) к выбранной клетке применяется подстановка θ(x);
3) если условие (2) для θ(x) выполнено, то состояния uj ∈ S(xk) немедленно ме-

няются на значения функций переходов (1);
4) условно принимается, что |X| повторений п. 1 и 2 составляет одну итерацию.
Сложная асинхронная КА-модель обычно задаётся не одной, а набором подстано-

вок Θ = {θ1, . . . , θm} и способом их композиции Ψ(Θ). Набор подстановок соответству-
ет набору элементарных действий в моделируемом процессе, причём так как скорости
K1, . . . , Km выполнения этих действий различны, то каждая подстановка θi снабжается
вероятностью своего применения

pi =
Ki

K1 +K2 + . . .+Km

. (3)

Поскольку
m∑
1

pi = 1, значения вероятностей в интервале (0, 1) можно расположить так,

чтобы каждому pi назначался подинтервал πi =

(
i−1∑
j=1

pj,
i∑

j=1

pj

]
. Случайным выбором

подстановки θi ∈ Θ далее называется такой её выбор, что случайное число η ∈ πi.
Применение глобального оператора Θ(X) к массиву Ω(t) изменяет его глобальное

состояние Ω(t)→ Ω(t+ 1), составляя одну итерацию. Последовательность

Ω(0), . . . ,Ω(t), . . . ,Ω(T )

называется эволюцией КА.
Способ композиции подстановок Ψz(Θ) в глобальном операторе определяет алго-

ритм их применения к клеткам клеточного массива Ω(t) в течение одной итерации.
Далее изучаются три основных способа композиции: стохастический (z = S), локаль-
ный (z = L) и глобальный (z = G), на которых могут строиться ещё более сложные
композиционные конструкции.

Стохастическая композиция ΨS предусматривает следующий алгоритм примене-
ния подстановок:

1) с вероятностью p = 1/|X| выбирается клетка (u, xk) ∈ Ω;
2) случайно выбирается подстановка θi, которая сразу применяется к xk;
3) условно принимается, что |X|·m повторений п. 1 и 2 составляют одну итерацию.
Из приведённого алгоритма следует, что при стохастической композиции каж-

дая случайно выбранная подстановка θi ∈ Θ в течение одной итерации выполняется
pi · |X| раз, всякий раз для случайно выбранной клетки xk ∈ X.

Локальная суперпозиция ΨL предусматривает следующий алгоритм применения
подстановок:
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1) с вероятностью p = 1/|X| выбирается клетка (u, xk) ∈ Ω;
2) случайно выбирается подстановка θi ∈ Θ и применяется к клетке xk, затем

выбирается следующая подстановка θj ∈ Θ, которая применяется к той же
самой клетке, и так m раз;

3) условно принимается, что |X| повторений п. 1 и 2 составляют одну итерацию.
Из приведённого алгоритма следует, что при локальной суперпозиции каждая слу-

чайно выбранная подстановка θi ∈ Θ в течение одной итерации выполняется pi·|X| раз,
как и при стохастической композиции. Однако отличие состоит в том, что здесь все
подстановки применяются к одной и той же случайно выбранной клетке.

Глобальная суперпозиция ΨG предусматривает следующий порядок применения
подстановок:

1) случайно выбирается подстановка θi ∈ Θ;
2) θi применяется последовательно к случайно выбираемым с вероятностью p =

= 1/|X| клеткам (u, xk) ∈ Ω;
3) условно принимается, что m повторений п. 1 и 2 составляют одну итерацию.
Из приведённого алгоритма следует, что при глобальной суперпозиции каждая слу-

чайно выбранная подстановка θi ∈ Θ в течение одной итерации выполняется pi·|X| раз,
так же, как в обоих предыдущих случаях. Однако отличие состоит в том, что здесь
одна и та же случайно выбранная подстановка применяется ко всем случайно выби-
раемым клеткам.

Три приведённых способа композиции подстановок в асинхронных КА-моделях
различаются степенью вводимого в алгоритмы порядка, который можно оценивать
вероятностью qz каждого применения подстановки в течение одной итерации. Эта ве-
роятность равна обратной величине числа возможностей. Легко подсчитать, что для
каждого способа композиции она равна

qS =
2(Q− 2)!

Q!
, qL = qG =

m!(Q−m)!

Q!
,

где Q = |X| ·m.
Сравнение эволюций КА-моделей при трёх приведённых способах композиции ло-

кальных операторов выполнялось для трёх типовых реакционно-диффузионных про-
цессов: распространение фронта, агрегация вещества и самоорганизация в системе
«хищник—жертва». Вычислительные эксперименты были поставлены следующим об-
разом:

1) для каждого процесса были выбраны одна или несколько основных величин,
характеризующих его эволюции;

2) каждый процесс моделировался трижды; КА-модели отличались только спосо-
бом композиции подстановок. На каждой итерации выводились значения вы-
бранных характеристик;

3) исследовались различия полученных значений для трёх способов композиции.

2. Распространение фронта двумерной волны
Первая математическая модель процесса распространения фронта волны исследо-

вана в [10, 11]. В [10] процесс называется «диффузией, соединенной с возрастанием
количества вещества». Результаты оказались необычайно плодотворными не только
в части математического анализа этого нелинейного явления, но и в части приме-
нения их для моделирования подобных процессов, например распространения огня,
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распространения сорняков и эпидемий, химичеcких превращений веществ в активных
средах. КА-модели процесса распространения фронта также предлагались и изуча-
лись для разных применений [12]. Для современного моделирования процесс «распро-
странение фронта» может рассматриваться как типовая составляющая более сложных
явлений [13] и, следовательно, должен быть изучен подробно.

Кинетика процесса представлена как множество частиц, распределённых по про-
странству с неравномерной плотностью. Частицы диффундируют из области с боль-
шей плотностью на свободные места. Однако плотность в каждой точке изменяется не
только в результате диффузионного перемещения, но также из-за реакции среды на
эти изменения. Реакция описывается логистической функцией, имеющей вид полино-
ма n-го порядка. В простейшем случае это функция следующего вида:

F (u, x) = α〈u(x)〉(1− 〈u(x)〉), (4)

где 〈u(x)〉—плотность вещества в клетке x, равная осреднённому значению состояния
по окрестности осреднения:

〈u(x)〉 =

∑
xj∈Av(x)

u(xj)

|Av| . (5)

Здесь Av(x) — окрестность осреднения, состоящая их множества клеток, отдалённых
от x не более чем на заданное l.

Асинхронный КА, моделирующий распространение фронта волны в двумерном
пространстве ℵ = 〈A,X,Θ(X)〉, в своем классическом виде работает с булевым ал-
фавитом A = {0, 1}, множеством имён клеток X = {(i, j) : i, j = 0, . . . , N} и глобаль-
ным оператором Θ(X) = Ψz(θd(x), θr(x)), где Ψz — один из способов композиции ΨS,ΨL

или ΨG; θd —локальный оператор диффузии, θr —локальный оператор реакции, кото-
рые могут быть выражены одноимёнными элементарными подстановками.

Подстановка θd(x) определена на пятиточечном шаблоне

T5(i, j) = {(i, j), (i, j + 1), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i− 1, j)} (6)

и имеет вид
θd : {u0, u1, u2, u3, u4} pd−→ {u′0, u′1u′2, u′3, u′4} (7)

Применение θd к случайно выбранной клетке (u0, xk) ∈ Ω состоит в замене её со-
стояния u0 на состояние ul одной из соседних клеток, выбранных равновероятно, т. е.

(u′0 = ul) & (u′l = u0), если (l − 1)/4 < rand1 < l/4 & rand2 < pd, l = 1, 2, 3, 4,

где rand1, rand2 — случайные числа в интервале (0,1).
Начальным глобальным состоянием выбран клеточный массив размера 701× 701.

В центре массива находится круг радиуса R = 30, в котором все клетки имеют состоя-
ния v = 1, в остальных клетках массива состояния v = 0. При функционировании КА
круг расширяется, постепенно заполняя единицами всю область. Вычислительный экс-
перимент состоял из запуска параллельной программы моделирования эволюций трёх
КА, отличающихся способами композиции глобального оператора. Каждому способу
композиции Ψz, z ∈ {ΨS,ΨL,ΨG}, отводился один OpenMP-поток на четырёхядерном
компьютере Intel Core i7 920. В эксперименте выполнялось по 100 прогонов с разными
начальными значениями генератора случайных чисел и последующим вычислением
математического ожидания ū(x) результирующих состояний. Для каждого способа
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композиции на t-й итерации выводилось по два числа, характеризующих моделируе-
мый процесс:

Γz(t) =
∑
x∈X

ū(x), Vz(t) =
1√
π

(√
Γz(t)−

√
Γz(t− 1)

)
,

где Γz — суммарное состояние; Vz — скорость распространения фронта. Вычислитель-
ные эксперименты различались соотношением вероятностей диффузии и реакции
(pd; pr), которые равнялись (0,1; 0,9), (0,2; 0,8), (0,5; 0,5), (0,9; 0,1), (0,95; 0,05). Полу-
ченные значения Γz(t) и Vz(t) (рис. 1) показывают, что все три способа композиции
глобального оператора на качественном уровне неразличимы, так как разность между
суммарными состояниями ΓS(t)−ΓL(t), ΓS(t)−ΓG(t) ни в одном эксперименте ни при
одном t не превышает 3%. На размер разницы не влияет также соотношение вероят-
ностей (pd; pr), от которого зависит скорость распространения фронта (рис. 2).

б

V(t)

t t

a

Рис. 1. Результаты вычислительного эксперимента при pd = pr = 0,5: а — суммарные
состояния в зависимости от времени; б — скорости распространения фронта
волны от времени

В p

Рис. 2. Зависимость скорости распространения фронта волны V от
значения вероятности применения подстановки диффузии pd.
Значения VS , VL, VG для всех случаев совпадают
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3. Агрегация, ограниченная диффузией
Явление, которое называется «агрегация, ограниченная диффузией» (diffusion

limited aggregation, DLM), далее — просто агрегация, не может быть представлено в
виде дифференциального уравнения. Его первая модель была описана в виде взаи-
модействий и движений частиц в дискретном пространстве и сразу реализована на
компьютере [14]. В [14] модель не была причислена ни к какому направлению матема-
тического моделирования, хотя по сути является асинхронным КА. Модель агрегации
является абстракцией таких процессов, как электрогальванизация [15], образование
кристаллических структур [16], рост городов [17] и др. Наиболее известны асинхронные
КА-модели, в которых диффузионная составляющая описывает случайное блуждание
частиц в пространстве, а реакционная составляющая преобразует блуждающую ча-
стицу в неподвижную, если она оказывается достаточно близко к другой неподвижной
(явление «прилипания»).

Процессу соответствует эволюция асинхронного КА ℵ = 〈A,X,Θ(X)〉, где A =
= {0, 1, b}, X = {(i, j)}. Локальный оператор Θ(i, j) = Φz(θd(i, j), θr(i, j)), где θd(i, j) —
подстановка наивной диффузии (7), θr(i, j) —подстановка прилипания. Обе подста-
новки вероятностные, значения вероятностей pd, pr определяются по (3), исходя из
известных значений коэффициентов диффузии и прилипания. Подстановка прилипа-
ния построена на шаблоне T5 (6) и имеет тот же вид, что и θd(i, j), отличаясь только
функцией перехода, которая здесь равна

u′0 =

{
b, если (u0 = 1) & (ul = b) & (rand < pr),
u0 в остальных случаях, l = 1, 2, 3, 4.

Исходное глобальное состояние Ω(0) —равномерное с плотностью 0,5 распреде-
ление «единиц» по всему массиву, кроме пятна из клеток-зародышей в состоянии
v(i, j) = b размера 2 × 4, расположенного в середине нижней границы массива.
В процессе эволюции вокруг зародышей образуется растущая древовидная структура
(рис. 3), похожая на коралл или мох.

а                                                 б

Рис. 3. Древовидные структуры, построенные асинхронным КА агрегации
при стохастической композиции подстановок θd(i, j) и θr(i, j): а —при
(pd; pr) = (0,5; 0,5) и t = 520; б —при (pd; pr) = (0,9; 0,1) и t = 2500

Вычислительные эксперименты проводились для клеточного массива размера
500× 200. Промоделированы три случая, отличающиеся соотношениями вероятностей
(pd; pr) = (0,5; 0,5), (0,8; 0,2) и (0,95; 0,05). Во всех случаях каждому способу компо-
зиции Ψz, z ∈ {S, L,G}, отводился один OpenMP-поток на четырёхъядерном ком-
пьютере Intel Core i7 920. В эксперименте выполнялось по 100 прогонов с разными
начальными значениями генератора случайных чисел и последующим вычислением
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математического ожидания состояний ū(x). Для каждого способа композиции выво-
дились зависимости ∆z(t) для z ∈ {S, L,G} (рис. 4) и вычислялись значения δz(t) при
двух значениях радиуса R = 30 и 60:

∆z(t) =
∑
x∈X

ū(x), δz(t) = log(Nz(R))/ log(πR2),

где ∆z(t) — суммарная масса на t-й итерации; δz —фрактальная размерность построен-
ной структуры; Nz(R) —количество клеток в состоянии b, находящихся на расстоянии
не более чем R от зародыша (таблица).

t t

а                                                          б                                                    в   

t

Рис. 4. Зависимости суммарных масс ∆L(t), ∆G(t) и ∆S(t) для трёх случаев соот-
ношения интенсивностей диффузии и прилипания: а — (pd; pr) = (0,5; 0,5);
б — (pd; pr) = (0,8; 0,2); в — (pd; pr) = (0,95; 0,05)

Фрактальные размерности древовидных структур,
построенных в ходе моделирования процесса агрегации

R 30 60
(pd; pr) (0,5; 0,5) (0,95; 0,05) (0,5; 0,5) (0,95; 0,05)

ΨL 1,65621 1,64746 1,65243 1,69751
ΨG 1,65953 1,64608 1,6517 1,70208
ΨS 1,64146 1,6474 1,65126 1,69346

Полученные результаты показывают, что кривые суммарных масс для локаль-
ной ΨL, глобальной ΨG и стохастической ΨS композиций для каждого случая (pd; pr)
имеют одинаковый характер, но различаются при разных соотношениях интенсивно-
сти диффузии и прилипании. Так, при (pd; pr) = (0,5; 0,5) и (0,8; 0,2) скорость роста
суммарной массы при локальной композиции больше, чем при стохастической, пример-
но на 5 %, тогда как при (pd; pr) = (0,95; 0,05) разницы в скоростях роста суммарной
массы незаметно.

Различия в значениях фрактальных размерностей δz(t) от способа композиции не
заметны (< 1 %). То же самое можно сказать и по поводу пространственного образа
древовидной структуры (см. рис. 3).

Общий вывод из проведённого вычислительного эксперимента состоит в том, что
свободный выбор способа композиции локальных операторов допустим, если нет силь-
ных ограничений по точности. Кроме того, всегда возможна корректировка масштабов
при переходе от модельных к физическим шагам по времени и пространству. Важно,
что инвариант КА одинаков при разных способах композиции.
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4. Самоорганизация в системе «хищник—жертва»
Исследование взаимоотношений хищников с жертвами [18], обитающих совмест-

но в замкнутом пространстве, является типовой задачей самоорганизации [19], кото-
рая привлекает внимание не только экологов, но и математиков, физиков, химиков и
даже социологов. В традиционной математике системы «хищник—жертва» описыва-
ются дифференциальными уравнениями в частных производных с полиномиальными
нелинейными функциями. Поведенческие свойства изучаются при помощи качествен-
ной теории нелинейных систем. Компьютерная имитация выполняется путём решения
систем нелинейных дифференциальных уравнений [18]. Возможности этих методов
ограничены, во-первых, размерностью фазового пространства, во-вторых, трудностя-
ми решения нелинейных уравнений на суперкомпьютерах. Клеточно-автоматные мо-
дели систем «хищник—жертва» изучались также в синхронном [20] и асинхронном
вариантах [21].

Взаимодействия между хищниками и жертвами происходят следующим образом.
Хищники (щуки, лисы) питаются жертвами (планктоном, зайцами). Если в каком-то
месте пищи достаточно (плотность жертв больше, чем плотность хищников), то плот-
ность хищников увеличивается: хищники размножаются с вероятностью, пропорцио-
нальной их плотности. Если пищи не хватает (плотность жертв меньше, чем плотность
хищников), то плотность хищников уменьшается: они умирают от голода с вероятно-
стью, пропорциональной недостатку пищи. Жертвы всегда пытаются размножаться
с вероятностью, пропорциональной логистической функции [18]. И хищники, и жертвы
перемещаются в пространстве по закону диффузии, причём хищники более подвижны,
чем жертвы.

Асинхронный КА, моделирующий систему из одного вида хищников и одного вида
жертв, описывается параллельной композицией из двух диффузионно-реакционных
КА ℵv = 〈A,Xv,Θv(X)〉 и ℵu = 〈A,Xu,Θu(X)〉, где A— булев алфавит; Xv = {(i, j)v}
и Xu = {(i, j)u}—два изоморфных друг другу множества, определяющих клеточные
массивы Ωv и Ωu, на которых отображаются эволюции хищника и жертвы соответ-
ственно. Пара клеток, связанных отношением изоморфизма, обозначается (i, j) (без
индексов) и называется парой клеток-близнецов.

Глобальный оператор Θ(X) является композицией следующих подстановок:
— θdv((i, j)v) —диффузия хищника по массиву Ωv;
— θdu((i, j)u) —диффузия жертв по массиву Ωv;
— θrv((i, j)v) —реакция (изменение плотности) хищников;
— θru((i, j)u) —реакция жертв.

Подстановки наивной диффузии (7) θdv((i, j)v) и θdu(i, j)u) применяются каждая на
своём клеточном массиве, различаясь только коэффициентами диффузии (Dv � Du).

Подстановки реакций построены на шаблоне T2 = {(i, j)v, (i, j)u}, содержащем пары
близнецов:

θrv((i, j)v) : (〈v〉, 〈u〉) pr−→ (v′, u′), (8)

θru((i, j)u) : (〈u〉, 〈v〉) pr−→ (u′, v′),

где 〈v〉 и 〈u〉— осреднённые по окрестности Av = {(i+ a, j + b) : a, b = −r, . . . , 0, . . . , r}
величины, имеющие смысл плотности (5) организмов в точках, соответствующих ко-
ординатам клеток (i, j)v и (i, j)u.
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Новые состояния u′, v′ в (8) зависят от плотностей обоих организмов следующим
образом:

v′0 =

{
0, если 〈u〉 > 〈v〉 & rand < pv→0,
1, если 〈v〉 > 〈u〉 & rand < pv→1,

(9)

где вероятности pv→0 и pv→1 определяются на основе следующих соображений. Если
〈v〉 > 〈u〉, то избыток хищников (〈v〉 − 〈u〉) на площади Av((i, j)v) не имеет пищи и
умирает. Следовательно, (〈v〉 − 〈u〉) клеток из T ((i, j)v) должны сменить состояния
v = 1 на v = 0. Если 〈u〉 > 〈v〉, то хищнику достаточно пищи, он размножается в
соответствии с логистической функцией Fv(〈v〉) вида (4). Отсюда вероятности в (9)
равны

pv→0 = 〈v〉 − 〈u〉, если 〈v〉 > 〈u〉,
pv→1 = Fv(〈v〉), если 〈u〉 > 〈v〉.

Функция перехода θru выглядит так же, как (8), отличаясь только вероятностя-
ми pu→0 и pu→1, значения которых определяются на основе следующих соображений.
Если 〈u〉 < 〈v〉 (жертва поедается хищником), её плотность уменьшается пропорцио-
нально плотности хищника. Если же 〈u〉 > 〈v〉, то жертва размножается с вероятно-
стью, пропорциональной (〈u〉 − 〈v〉):

pu→0 = 〈v〉, если 〈v〉 > 〈u〉,
pu→1 = F (〈u〉 − 〈v〉), если 〈u〉 > 〈v〉.

Вычислительные эксперименты проводились для клеточного массива Ω(0) =
= Ωv(0) ∪ Ωu(0) размера |Xv| = |Xu| = 400 × 800 (рис. 5). В начальном состоянии
жертвы распределены по пространству равномерно: ∀(u, (i, j)u) ∈ Ωu(0) (〈u〉 = 0,4).
Хищник же собран в плотную полосу в середине области:

〈v〉 =

{
0,6 для всех (i, j)v : i = 0, . . . , 399, j = 369, . . . , 439,
0,2 в остальных (i, j)v ∈ Ωu(0).

Константы скоростей для диффузии и реакций приняты равными Kdv = 10, Kdu = 0,1,
Krv = 0,2, Kru = 0,2, что соответствует следующим вероятностям (3) применения
локальных операторов θdv, θdu, θrv, θru:

pdv = 0,952; pdu = 0,00952; prv = 0,01904; pru = 0,01904.

а б

Рис. 5. Начальное состояние Ω(0) КА, моделирующего самоорганизацию
в системе «хищник—жертва» при появлении «косяка» хищника в ви-
де полосы шириной 60 клеток и плотностью 〈v〉 = 0,6 при исход-
ной плотности хищника 〈v〉 = 0,2 (а) и исходной плотности жертвы
〈u〉 = 0,4 (б )



116 О. Л. Бандман

Моделирование проводилось для трёх исследуемых способов композиции подста-
новок, которые для случая двух организмов и двух клеточных массивов выполняются
по следующим алгоритмам.

1. Стохастическая композиция ΨS. Случайно выбирается клетка (i, j) ∈ X. В соот-
ветствии с распределением вероятностей из четырёх подстановок θdv, θdu, θrv, θru вы-
бирается одна, которая применяется к соответствующей клетке-близнецу ((i, j)v или
(i, j)u). Итерация содержит 4|X| таких шагов.

2. Локальная композиция ΨL. Случайно выбирается клетка (i, j) ∈ X. Все четыре
подстановки применяются к этой клетке последовательно в случайно выбранном по-
рядке, каждая— к соответствующему близнецу. Итерация содержит X таких шагов.

3. Глобальная композиция ΨG. Случайно выбирается одна из подстановок и при-
меняется ко всем случайно выбираемым клеткам соответствующего ей подмассива.
Итерация содержит 4 таких шага.

В процессе эволюции происходит постепенное перераспределение хищников и
жертв по пространству, в результате которого достигается устойчивое равновесие
в виде скоплений хищников и жертв, имеющих форму круглых или овальных пятен
(рис. 6).

а                                                        б

Рис. 6. Глобальные устойчивые состояния хищника (а) и жертвы (б ) при сто-
хастической композиции, полученные в результате моделирования

Каждому способу композиции Ψz, z ∈ {S, L,G}, отводился один OpenMP-поток
на четырёхъядерном компьютере Intel Core i7 920. В эксперименте выполнялось по
100 прогонов с разными начальными значениями генератора случайных чисел и по-
следующим вычислением математического ожидания ū(x) и v̄(x). На каждой итерации
в файл выводились суммарные массы хищников и жертв:

Σz(t) =
∑

(i,j)v∈Xv
(v̄, (i, j)v), Λz(t) =

∑
(i,j)u∈Xu

(ū, (i, j)v).

Сравнение эволюций для трёх способов композиции проводилось по суммарным
массам Σz(t) хищников и Λz(t) жертв (см. рис. 7) , а также по количеству элементов
связности (плотных скоплений) σz и λz в устойчивом состоянии. Сравнение по суммар-
ным массам показывает максимальную разницу не более 3 %. Количество скоплений
в устойчивых состояниях везде равно 23.

Заключение
Проведено исследование способов построения глобального оператора асинхронно-

го КА, моделирующего реакционно-диффузионный процесс. Цель исследования— от-
ветить на вопрос, насколько отличаются эволюции асинхронного КА при трёх спо-
собах композиции подстановок при построении глобального оператора: стохастиче-
ском, локальном и глобальном. Исследование проведено методом вычислительного
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t t

а                                                                                        б

Рис. 7. Зависимости суммарных масс хищников (а) и жертв (б ) от времени, полученные
в результате экспериментального моделирования

моделирования для трёх типовых реакционно-диффузионных процессов: распростра-
нение фронта, агрегация вещества из раствора, самоорганизация в системе «хищник—
жертва». Возможность выбора способа композиции полезна при синтезе сложных
КА-моделей, так как позволяет разработчику согласовать вычислительный процесс
с архитектурой суперкомпьютера, а также рационально встраивать его в систему бо-
лее сложных моделей.

Главный вывод из проведённого исследования состоит в том, что результаты мо-
делирования при выбранных способах построения глобального оператора качественно
совпадают. Более того, количественные различия заметны (> 5 %) только для процес-
са агрегации. Следует отметить, что в случае моделирования естественных процессов
качественные совпадения часто вполне достаточны, а расхождения количественных
значений получаемых характеристик до 10 % считаются допустимыми. В тех особых
случаях, когда полученные количественные расхождения недопустимы, можно внести
коррекцию в масштабы шагов по времени или пространству. Качественная идентич-
ность эволюций позволяет это сделать, хотя потребует дополнительных исследований.
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Описывается двухслойный тоталистический клеточный автомат, позволяющий ге-
нерировать компьютерное представление пористых сред со сложной неоднород-
ной морфологией. Двухслойный клеточный автомат представляет собой компози-
цию двух клеточных автоматов: тоталистического (первого слоя) и асинхронного
(второго слоя). Наличие второго слоя даёт возможность формировать сложные
неоднородные структуры, похожие на наблюдаемые в природе. Для анализа фор-
мируемых структур в процессе моделирования вычисляются численные характе-
ристики: пористость, перколяция, процент единичных (заполненных) клеток, на
основании которых может быть выбран пористый материал с нужной морфоло-
гией.
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Введение
Пористые материалы— это твердые тела, содержащие в своем объёме свободное

пространство в виде полостей, каналов и пор. Исследование пористых материалов
представляет интерес для многих областей науки и техники. В промышленности по-
ристые материалы применяются в качестве фильтров, теплоизоляционных материа-
лов, катализаторов и осушителей. По сравнению с плотными материалами пористые
структуры являются более износоустойчивыми и могут подвергаться воздействию бо-
лее высоких и низких температур, благодаря чему они эффективно используются
в автомобиле- и самолётостроении. Кроме того, пористые материалы являются незаме-
нимыми в медицине и фармацевтике для изготовления имплантов, повязок, протезов
и других инновационных биотехнологических продуктов. Эффективность применения
материалов зависит от их пористых характеристик: диаметра и объёма пор, наимень-
шего сквозного диаметра, проницаемости, распределения пор, гидрофобности и гид-
рофильности пор. Важно также знать, как структура вещества может меняться при
внешнем воздействии, например при влиянии температуры и давления.

Компьютерное моделирование позволяет конструировать виртуальные пористые
материалы с различной морфологией, исследовать их и подбирать образцы с нужны-
ми характеристиками. Однако построение неоднородных пористых сред со сложной
морфологией сопряжено с определёнными трудностями, так как пористые среды—
это сложная нерегулярная система сообщающихся пустот, трещин и каверн, в кото-
рой трудно выделить отдельные поровые каналы. В простых случаях для описания
пористых сред часто используют идеализированные модели, например представление
среды в виде множества шаров и трубок различного диаметра. Для конструирования
пористых материалов со сложной морфологией более эффективным является клеточ-
но-автоматный (КА) подход.

КА-метод получения компьютерного представления пористых сред [1] основан на
формировании устойчивых структур в результате эволюции КА. В основе КА-моделей
структурообразования [2 – 4] лежит активаторно-ингибиторный механизм, описанный
в [5 – 7]. Суть этого механизма заключается в том, что новые состояния клеток вы-
числяются в зависимости от взвешенной суммы состояний соседних клеток. Такие КА
называются тоталистическими (ТКА). Для создания компьютерного представления
пористых сред со сложной неоднородной морфологией в работе предлагается исполь-
зовать двухслойный ТКА, который позволяет формировать устойчивые структуры,
сходные с реальными паттернами, возникающими в природе.

Целью работы является разработка двухслойной ТКА-модели процессов струк-
турообразования, позволяющей генерировать компьютерное представление пористой
среды, а также исследование зависимости морфологии генерируемой среды от значе-
ний активаторов и ингибиторов.

В п. 1 приводятся определения ТКА и двухслойного ТКА. В п. 2 представлены
устойчивые структуры, формирующиеся в результате эволюции ТКА в двумерном и
трёхмерном случае, приведены примеры компьютерного представления пористых сред
для различных значений активаторов и ингибиторов, а также описаны характеристики
пористых сред, вычисляющиеся в течение эволюции КА.
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1. Двухслойный тоталистический клеточный автомат
1.1. О п р е д е л е н и е т о т а л и с т и ч е с к о г о к л е т о ч н о г о а в т о м а т а
ТКА, согласно [2, 8], определяется следующими понятиями:

ℵTCA = 〈ATCA, X
d
TCA,ΘTCA, ν〉, (1)

где ATCA — алфавит состояний клеток;Xd
TCA —конечное множество имён клеток, опре-

деляющих координаты клеток в дискретном пространстве; ΘTCA —локальный опера-
тор, задающий правила изменения состояний клеток; ν —режим функционирования
клеточного автомата.

Каждая клетка КА определяется парой (a,x), где a ∈ ATCA — состояние клет-
ки; x ∈ Xd

TCA —имя клетки. Множество клеток, не содержащее клеток с одинако-
выми именами, называется клеточным массивом Ω. Алфавит состояний ТКА булев:
ATCA = {0, 1}. Множество имён Xd

TCA в двумерном случае (d = 2) представимо в ви-
де решётки X2

TCA = {(i, j) : i = 1, . . . ,Mi, j = 1, . . . ,Mj}, а в трёхмерном (d = 3) —
в виде куба X3

TCA = {(i, j, k) : i = 1, . . . ,Mi, j = 1, . . . ,Mj, k = 1, . . . ,Mk}. На мно-
жестве имён Xd

TCA задаются именующие функции ϕk : Xd
TCA → Xd

TCA, определяющие
для клетки x ∈ Xd

TCA одного из её соседей. Конечное множество именующих функций
называется шаблоном соседства TTCA(x). Далее в качестве шаблона соседства исполь-
зуется квадрат K × K клеток в двумерном случае и куб K × K × K в трёхмерном
случае:

TTCA(x) = {x} ∪ {x + a : a ∈ {−bK/2c, . . . , 0, . . . , bK/2c}d}.
Локальный оператор ΘTCA(x) определяется на основании активаторно-ингиби-

торного механизма формирования структур; он вычисляет новое состояния клет-
ки x в зависимости от взвешенной суммы состояний соседних клеток (uk, ϕk(x)),
k = 1, . . . , |TTCA(x)|, по следующей формуле:

ΘTCA(x) : (u,x)→ (u′,x), где u′ =

 0, если s(x) =
|TTCA(x)|∑

k=0

wkuk 6 B,

1 иначе.

Здесь wk — это элементы матрицы весов W , |W | = |TTCA(x)|. Константа B ∈ R—
порог функции s(x), далее в экспериментах используется B = 0. Весовые коэффици-
енты wk ∈ W принимают положительные и отрицательные значения. Положительные
коэффициенты играют роль активаторов (p), а отрицательные— ингибиторов (n).
Активаторы отвечают за распространение и рост устойчивых структур, а ингибиторы
являются фактором, сдерживающим их рост.

Применение локального оператора ΘTCA(x) ко всем клеткам x ∈ XTCA называет-
ся итерацией. Далее используются синхронный (σ) и асинхронный (α) режимы при-
менения локального оператора ΘTCA(x) к клеткам массива. При синхронном режи-
ме для вычисления новых состояний клеток используются состояния, полученные на
предыдущей итерации, и только после применения ΘTCA(x) ко всем клеткам массива
x ∈ XTCA их состояния одновременно изменяются. При асинхронном режиме локаль-
ный оператор применяется к случайно выбранным клеткам массива, сразу же изменяя
их состояния, таким образом, новые состояния клеток вычисляются от состояний, по-
лученных на предыдущей и на текущей итерациях.

Множество состояний всех клеток x ∈ XTCA на t-й итерации называется глобальной
конфигурацией клеточного массива Ω(t). Последовательность глобальных состояний
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Σ(Ω) = Ω(0), . . . ,Ω(t), . . . ,Ω(tfin), полученная в результате итеративного функциониро-
вания КА, называется эволюцией, Ω(0) — это исходное состояние клеточного массива,
Ω(t) — состояние массива на t-й итерации, tfin —число итераций.

1.2. О п р е д е л е н и е д в у х с л о й н о г о т о т а л и с т и ч е с к о г о
к л е т о ч н о г о а в т о м а т а

Двухслойный тоталистический КА является однонаправленной параллельной ком-
позицией двух КА [9]: тоталистического ℵTCA и асинхронного КА второго слоя ℵ2L:

ℵS = Υ(ℵTCA,ℵ2L).

Между множествами имён X2L и XTCA определяется взаимно-однозначное соответ-
ствие: Xd

TCA = γ(Xd
2L), |Xd

TCA| = |Xd
2L|. Состояния клеток ℵTCA зависят не только от

состояний их соседних клеток, но и от состояний клеток второго слоя ℵ2L.
В результате исследования эволюции двухслойного ТКА при различных ℵ2L в каче-

стве второго слоя выбран КА «Лесной пожар» (Forest fire) [10], так как в общем случае
эволюция этого КА имитирует пространственно-неоднородное динамически изменяю-
щееся распределение трёх произвольных веществ: химических реагентов, молекул либо
атомов.

КА-модель распространения огня в лесу, описанная в [10], определяется следую-
щими понятиями:

ℵ2L = 〈A2L, X
d
2L,Θ2L, α〉.

Алфавит состояний клеток A2L = {0, 1, 2}, где 0 — это свободный участок поверхно-
сти, 1 — дерево, 2 — горящее дерево. Режим функционирования— асинхронный. Шаб-
лон соседства T2L(y) = {y+a}, где a— вектор сдвига: a ∈ {(−1, 0), (0, 1), (1, 0), (0,−1)}
для d = 2 и a ∈ {(−1, 0, 0), (1, 0, 0, ), (0,−1, 0), (0, 1, 0), (0, 0,−1), (0, 0, 1)} для d = 3.
Локальный оператор Θ2L(y) вычисляет новое состояние клетки y по формуле

Θ2L(y) : (v,y)→ (v′,y),

где v′ =


0, если v = 2,

1, если v = 0 & rand1 < Pt,

2, если v = 1 & ∃(vk, ϕk(y)) (vk = 2, ϕk(y) ∈ X2L) & rand2 < Pf .
Здесь ϕk(y) ∈ T2L(y) определяет для клетки y одну из соседних клеток, выбираемых
равновероятно по шаблону T2L(y); rand1, rand2 ∈ R— случайные числа в интервале
(0, 1); Pf и Pt — вероятности самовозгорания и появления дерева соответственно.

Тоталистический КА ℵTCA = 〈ATCA, X
d
TCA,Θ

′
TCA, ν〉 определяется аналогично (1),

за исключением локального оператора Θ′TCA(x), который вычисляет новые состояния
клеток в зависимости от коэффициентов, являющихся функцией f(vk) от состояний
клеток ℵ2L:

Θ′TCA(x) : (u,x)→ (u′,x), где u′ =

 0, если
|TTCA(x)|∑

k=0

f(vk)uk 6 B,

1 иначе.

Здесь vk — состояние k-й клетки с именем y = γ(х) для х ∈ TTCA(x) ⊂ XTCA.
Функция f(vk) используется следующая:

f(vk) =


N(1)−N(2)

|TTCA|
, если wk > 0 (активатор),

wk, если wk 6 0 (ингибитор),
(2)
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где N(1) и N(2) —количества клеток y = γ(х) с состояниями v = 1 и v = 2 соответ-
ственно, х ∈ TTCA(x).

2. Генерация компьютерного представления пористой среды с помощью
двухслойного тоталистического клеточного автомата ℵS

2.1. У с т о й ч и в ы е с т р у к т у р ы , ф о р м и р у е м ы е с п о м о щ ь ю
т о т а л и с т и ч е с к о г о к л е т о ч н о г о а в т о м а т а ℵTCA

Основными параметрами, влияющими на эволюцию ℵTCA, являются начальное со-
стояние клеточного массива Ω(0), значения весовых коэффициентов wk ∈ W и размер
шаблона соседства K.

В качестве начального состояния Ω(0) в вычислительных экспериментах использу-
ются следующие глобальные конфигурации:
— Ω1: одна клетка с состоянием u = 1 в центре клеточного массива, состояния осталь-

ных клеток — нулевые;
— Ω2: случайное равномерное распределение клеток с состоянием u = 1 с вероятно-

стью PΩ1 ;
— Ω3: случайное неравномерное распределение клеток с состоянием u = 1. Клеточный

массив делится на m ∈ N частей, в каждой из которых задаётся своя вероятность
распределения единичных клеток P l

Ω3
, l ∈ m.

Весовые коэффициенты wk задаются с помощью матрицы весов W , имеющей сле-
дующий вид:

W =



n n n · · · n n n
n n1 n1 · · · n1 n1 n
n n1 p · · · p n1 n
...

...
... · · · ...

...
...

n n1 p · · · p n1 n
n n1 n1 · · · n1 n1 n
n n n · · · n n n


,

где n 6 0; n1 6 0; p > 0.
Таким образом, в двумерном случае (d = 2) матрица весов определяется выраже-

нием

wkl =


p, если |k| < (bK/2c − 1) & |l| < (bK/2c − 1),

n1, если |k| = (bK/2c − 1) & |l| = (bK/2c − 1),

n иначе,

а в трёхмерном случае (d = 3) — выражением

wklm =


p, если |k| < (bK/2c−1) & |l| < (bK/2c−1) & |m| < (bK/2c−1),

n1, если |k| = (bK/2c−1) & |l| = (bK/2c−1) & |m| = (bK/2c−1),

n иначе.

Здесь k, l,m = −bK/2c, . . . , 0, . . . , bK/2c.
Размер шаблона соседства K выбран равным 7, так как экспериментально уста-

новлено, что такой размер шаблона является оптимальным для получения большо-
го многообразия устойчивых структур. При моделировании используются периодиче-
ские (Bp) и нулевые (B0) граничные условия.



Генерация компьютерного представления пористой структуры 125

Эволюция тоталистического КА ℵTCA (1) моделирует процессы структурообразова-
ния. С помощью проведения вычислительных экспериментов при различных началь-
ных состояниях, матрицах весов и режимах функционирования в результате эволю-
ции ℵTCA получено большое многообразие различных устойчивых структур (рис. 1).

a б в г

Рис. 1. Устойчивые состояния ℵTCA при Bp: а, б —чередование двух структур при µ = σ
для |X2

TCA| = 500 × 500 клеток, Ω(0) = Ω1, n = n1 = −1, p = 0,54; в — структура,
формирующаяся при µ = α для |X2

TCA| = 200 × 200 клеток, Ω(0) = Ω1, n = −0,27,
n1 = −0,07, p = 1; г — структура, формирующаяся при µ = σ для |X3

TCA| = 50×50×50
клеток, Ω(0) = Ω1, n = n1 = −1, p = 1,6

Для графического представления глобального состояния клеточного массива клет-
ки с состоянием u = 1 отображаются чёрным цветом, а клетки с состоянием u = 0 —
белым цветом.

В результате вычислительных экспериментов обнаружено, что при синхронном ре-
жиме функционирования ℵTCA сходится преимущественно к чередованию двух устой-
чивых структур, т. е. через определённое число итераций t′ происходит чередование
двух глобальных состояний: Ω(t′ + 2k) = Ω(t′) и Ω(t′ + 2k + 1) = Ω(t′ + 1), k ∈ N.
При асинхронном режиме ℵTCA сходится к одному устойчивому состоянию, т. е. через
определённое число итераций t′ глобальное состояние клеточного массива не изменя-
ется: Ω(t) = Ω(t′) для всех t > t′.

Устойчивые структуры, формирующиеся в результате эволюции ℵTCA, даже при
неоднородном начальном распределении единичных клеток являются довольно про-
стыми (рис. 2). Использование двухслойного ТКА ℵS позволяет получать более слож-
ные пространственно-неоднородные мотивы, похожие на наблюдаемые в природе.

a б в

Рис. 2. Cтруктуры, формирующиеся с помощью ℵTCA при |X2
TCA| = 500 × 500 клеток и B0:

а —начальное состояние клеточного массива Ω(0) = Ω3, P 1
Ω3

= 0,0005, P 2
Ω3

= 0,0001;
б — устойчивое состояние ℵTCA при µ = α, n = −0,5, n1 = −0,1, p = 1; в — устойчивое
состояние ℵTCA при µ = σ, n = −0,5, n1 = −0,1, p = 2
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2.2. У с т о й ч и в ы е с т р у к т у р ы , ф о р м и р у е м ы е с п о м о щ ь ю
д в у х с л о й н о г о т о т а л и с т и ч е с к о г о К А ℵS

Двухслойный ТКА ℵS при различных значениях весовых коэффициентов позволя-
ет генерировать компьютерное представление пористых материалов с различной мор-
фологией. Например, в результате эволюции ℵS при начальном состоянии Ω(0) = Ω2,
PΩ2 = 0,01, значениях весовых коэффициентов n = −0,5, n1 = −0,1, p = 3 и Pf = 0,01,
Pt = 0,7 возникают структуры, похожие на изображение бетона (рис. 3, а, б ). Аналогич-
но в трёхмерном случае при значениях весовых коэффициентов n = −0,5, n1 = −0,1,
p = 2 и начальном состоянии Ω(0) = Ω3 с вероятностями распределения единичных
клеток P 1

Ω3
= 0,01, P 2

Ω3
= 0,1, P 3

Ω3
= 0,3 в результате эволюции ℵS формируется по-

ристая структура, представленная на рис. 3, в. На рис. 3 представлены осреднённые
глобальные состояния ℵS, серый цвет соответствует меньшей концентрации единич-
ных клеток, чёрный— большей концентрации.

a б в

Рис. 3. Структура, формирующаяся в результате эволюции ℵS при µ = α в двумерном случае
|X2

TCA| = 200× 200 для n = −0,5, n1 = −0,1, p = 3 и Pf = 0,01, Pt = 0,7 (а); фотогра-
фия пористого материала (б ); структура, формирующаяся в трёхмерном случае при
|X3

TCA| = 100× 100× 100, n = −0,5, n1 = −0,1, p = 2 и Pf = 0,5, Pt = 5 · 10−5 (в)

Морфология формирующихся пористых структур меняется в течение эволюции ℵS.
Для её анализа на каждой итерации вычисляются следующие численные характери-
стики:

1) L(1) и L(0) —число компонент связности для единиц и нулей. Компонента связ-
ности – это множество клеток с одинаковыми состояниями (u = 1 либо u = 0),
в котором для всех клеток есть путь из одной клетки в другую;

2) Pv(1), Pg(1) и Pv(0), Pg(0) — степень перколяции вдоль клеток с u = 1 и с u = 0
по вертикали (Pv) и горизонтали (Pg). Степень перколяции— это количество
клеток, принадлежащих правой (или нижней) границе массива, в которые есть
путь из клеток, принадлежащих противоположной границе;

3) Porosity — пористость; вычисляется как отношение количества клеток с u = 0 к
размеру всего массива;

4) Np(1) —процент клеток с состоянием u = 1; вычисляется как отношение коли-
чества единичных клеток к размеру всего массива, умноженное на 100%;

5) Tortuosity — степень извилистости; вычисляется как число углов на границах
связных компонент.

Возможность визуального наблюдения за эволюцией ℵS и вычисления значений
характеристик в процессе моделирования позволяет получать компьютерные пред-
ставления пористых материалов с нужной морфологией.
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При заданных начальном распределении единичных клеток, значениях актива-
торов и ингибиторов на каждой итерации формируются структуры с различными
характеристиками (рис. 4). При получении компьютерного представления пористого
материала с требующимися характеристиками вычислительный процесс может быть
остановлен, а глобальное состояние ℵS сохранено в файл для дальнейшего анализа.

Np(1) = 12,6, Porosity = 0,87 Np(1) = 20,1, Porosity = 0,799 Np(1) = 24,7, Porosity = 0,75
Ω(0) Ω(1) Ω(2)

Np(1) = 26,99, Porosity = 0,73 Np(1) = 20,07, Porosity = 0,799 Np(1) = 9,14, Porosity = 0,91
Ω(4) Ω(6) Ω(8)

Рис. 4. Изменение морфологии компьютерного представления пористого материала, фор-
мирующегося в течение эволюции ℵS при начальном распределении Ω(0) = Ω3

с P 1
Ω3

= 0,05, P 2
Ω3

= 0,001, P 3
Ω3

= 0,0001 и |X3
TCA| = 100 × 100 × 100, n = −0,5,

n1 = −0,1, p = 3 и Pf = 0,5, Pt = 5 · 10−5

Заключение
Разработана двухслойная тоталистическая КА-модель ℵS процессов структурооб-

разования, являющаяся параллельной композицией тоталистического КА ℵTCA и асин-
хронного КА второго слоя. Предложенная КА-модель ℵS позволяет генерировать ком-
пьютерное представление двумерных и трёхмерных пористых материалов с различной
морфологией. В зависимости от начального распределения единичных клеток, зна-
чений активаторов и ингибиторов в результате эволюции ℵS формируется большое
многообразие различных устойчивых структур. Для анализа формирующихся струк-
тур в процессе моделирования вычисляются численные характеристики глобального
состояния КА: число компонент связности, степень перколяции, пористость, процент
единичных клеток. Двухслойный ТКА ℵS является эффективным инструментом для
генерации компьютерного представления пористых материалов с нужной морфологи-
ей, так как визуальное отображение глобальных состояний ℵS и вычисление значений
характеристик на каждом шаге моделирования позволяет подбирать пористые струк-
туры с требующейся морфологией.
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