
2015

ПРИКЛАДНАЯ ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА

Теоретические основы прикладной дискретной математики №1(27)

УДК 519.716

О КЛАССАХ ФУНКЦИЙ ТРЁХЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ,
ПОРОЖДЁННЫХ СИММЕТРИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ

С ОГРАНИЧЕННЫМ ЧИСЛОМ СЛОЁВ1

А.В. Михайлович

Национальный исследовательский университет Высшая школа экономики, г. Москва,
Россия

Изучаются замкнутые классы функций трёхзначной логики, порождённые сим-
метрическими функциями, принимающими значение 1 на ограниченном числе
слоёв и нулевое значение — на остальных наборах. Для этих классов получены
критерии базируемости и конечной порождённости. Установлена зависимость на-
личия базиса (конечного базиса) в рассматриваемом классе от существования ба-
зиса (конечного базиса соответственно) в подклассах, порождённых монотонными
и немонотонными функциями порождающей системы по отдельности.

Ключевые слова: функции многозначной логики, замкнутый класс, порожда-
ющая система.

DOI 10.17223/20710410/27/2

CLOSED CLASSES OF THREE-VALUED LOGIC FUNCTIONS
GENERATED BY SYMMETRIC FUNCTIONS WITH A BOUNDED

NUMBER OF LAYERS

A.V. Mikhailovich

National Research University Higher School of Economics, Moscow, Russia

E-mail: avmikhailovich@gmail.com

Closed classes of three-valued logic functions of which a generating system consists
of symmetric functions with values in the set {0, 1} and with value 1 at a bounded
subset of layers from {1, 2}n are considered. Some criteria for existence of a basis and
of a finite basis are obtained for these classes. It is shown how the existence of a basis
or of a finite basis depends on the existence of a basis or of a finite basis in subclasses
generated by monotonous or non-monotonous functions.

Keywords: multi-valued logic functions, closed classes, generating systems.

Введение
Рассматривается задача о конечной порождённости и существовании базисов для

некоторых семейств замкнутых классов функций трёхзначной логики. Э.Л. Пост [1, 2]
описал все замкнутые классы булевых функций и показал, что каждый такой класс
имеет конечный базис. На случай функций k-значной логики (Pk) при k > 3 эти резуль-
таты не распространяются. В работе [3] показано, что при всех k > 3 в Pk существуют

1Работа выполнена при поддержке программы «Научный фонд НИУ ВШЭ» в 2014/2015 г., проект
№ 14-01-0144.
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как замкнутые классы со счётным базисом, так и классы, не имеющие базиса. Следует
отметить, что порождающие системы классов из этих примеров состоят из симметри-
ческих функций, принимающих значения только из множества {0, 1} и равных нулю
на единичном наборе и наборах, содержащих хотя бы одну нулевую компоненту. В ра-
ботах [4 – 7] рассматривались некоторые семейства классов, порождённых симметри-
ческими функциями такого вида. В частности, в [7] получены критерии базируемости
и конечной порождённости для классов, порождённых немонотонными симметриче-
скими функциями с ограниченным числом слоёв. В данной работе рассматриваются
классы, порождённые произвольными симметрическими функциями с ограниченным
числом слоёв такого вида. Для этих классов получены критерии базируемости и ко-
нечной порождённости в терминах свойств подклассов, порождённых немонотонными
и монотонными функциями порождающей системы по отдельности. Отметим, что за-
дача о возможности алгоритмической проверки базируемости и конечной порождённо-
сти является сложной самостоятельной задачей. Все недостающие определения можно
найти в работах [6 – 8].

1. Определения и вспомогательные утверждения
Функции f и g из Pk называются конгруэнтными, если одна из них получает-

ся из другой переименованием переменных без отождествления (обозначение f ∼= g).
Функция f(x1, . . . , xn) называется симметрической, если она не меняется при любой
перестановке своих аргументов. Пусть A ⊂ Pk. Множество всех функций, которые
могут быть реализованы простыми формулами (простой называется формула, у ко-
торой собственными подформулами являются только символы переменных) над A и
применением операции введения фиктивной переменной, будем обозначать через 〈A〉.
Пусть A1 ⊂ En1

3 , . . . , Ap ⊂ E
np
3 , p > 1, n = n1 + . . .+ np. Обозначим через A1 × . . .×Ap

множество всех наборов из En
3 вида (α̃1, . . . , α̃p), где α̃i ∈ Ai, i = 1, . . . , p. Пусть α̃ ∈ En

3 .
Число единиц в наборе α̃ обозначим через |α̃|. Набор из En

3 , все компоненты которого
равны α, будем обозначать αn.

Обозначим через R множество всех функций трёхзначной логики, принимающих
значения только из множества {0, 1} и равных нулю на единичном наборе и на всех
наборах, содержащих хотя бы одну нулевую компоненту. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ R; Nf —
множество всех наборов из En

3 , на которых функция f принимает значение 1; ef и df —
соответственно число единиц и двоек в наборе из Nf с максимальным числом единиц.
Пусть F ⊂ R, k ∈ Z+ (через Z+ обозначается множество всех неотрицательных це-
лых чисел). Если для любой фукнции f из множества F выполняется неравенство
ef 6 k, то множество F будем называть k-ограниченным. Если при этом существует
функция g из множества F , такая, что eg = k, то множество F будем называть точно
k-ограниченным.

Множество L всех наборов из En
3 , которые получаются друг из друга перестанов-

кой компонент, называется слоем. Слой из {1, 2}n, содержащий e единиц и d двоек,
e + d = n, будем обозначать L(e, d). Множество всех симметрических функций из
R обозначим S. В данной работе рассматриваются только функции из множества R,
поэтому в дальнейшем симметрическими функциями будем называть функции мно-
жества S, не оговаривая это отдельно. Функцию f(x1, . . . , xn) из R будем называть
m-слойной симметрической функцией, если существуетm различных слоёв L1, . . . ,Lm,
m > 1, из множества {1, 2}n, таких, что Nf = L1∪ . . .∪Lm. Семейство всех m-слойных
симметрических функций обозначим Sm. Положим S(m) = ∪Si, где объединение берётся
по всем i, 1 6 i 6 m. Функцию из R будем называть монотонной, если она монотонна
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относительно порядка 0 < 1 < 2 на множестве E3. Множество всех монотонных (немо-
нотонных) симметрических функций из R будем обозначать MS (соответственно NS).
Положим MSm = Sm∩MS, MS(m) = S(m)∩MS, NSm = Sm∩NS, NS(m) = S(m)∩NS. Пусть
F ⊂ S (соответственно F ⊂ MS, F ⊂ NS). Если существует такое число m ∈ N, что
F ⊂ S(m) (соответственно F ⊂ MS(m), F ⊂ NS(m)), то будем называть F множеством
симметрических функций (соответственно монотонных симметрических, немонотон-
ных симметрических) с ограниченным числом слоёв.

Сформулируем и при необходимости докажем вспомогательные утверждения.
Лемма 1 [6]. Если формула над R обращается на некотором наборе в единицу,

то и любая её подформула обращается на этом наборе в единицу.
Лемма 2 [6]. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ NSl, l > 1, Φ —формула над S, реализу-

ющая функцию f, Φ1 —подформула формулы Φ, имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где
B1, . . . ,Bm —формулы над S, g ∈ S(l). Тогда среди формул B1, . . . ,Bm есть символы
переменных из множества {x1, . . . , xn}, причем символы всех переменных встречают-
ся одинаковое число раз.

Лемма 3. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ S, Φ —некоторая формула над R, реализу-
ющая функцию f, Φ1 —подформула формулы Φ, имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где
g(x1, . . . , xm) ∈ S, а B1, . . . ,Bm —формулы над R. Тогда справедливы неравенства
ef 6 eg и ef/df 6 eg/dg. При этом если Φ1 не является простой формулой, то име-
ют место строгие неравенства ef < eg и ef/df < eg/dg.

Доказательство леммы 3 проводится аналогично доказательству утверждения 1.2.6
из работы [6].

Лемма 4. Пусть f, g ∈ S, H ⊂ S, f, g /∈ [H]. Тогда [{f} ∪H] = [{g} ∪H] в том и
только в том случае, когда f ∼= g.

Доказательство. Нетрудно видеть, что для любых конгруэнтных функций f
и g из S, для любого подмножества H множества S выполняется равенство [{f}∪H] =
= [{g} ∪H].

Пусть H ⊂ S, f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xm) ∈ S\[H] и выполняется равенство
[{f} ∪ H] = [{g} ∪ H]. Тогда f ∈ [{g} ∪ H] и g ∈ [{f} ∪ H]. Пусть Φ —формула
над {g} ∪H, реализующая функцию f. Поскольку f /∈ [H], то существует подформу-
ла Φ1 формулы Φ, имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где B1,. . . ,Bm —формулы над {g} ∪H.
Из леммы 3 следует, что выполняются неравенства ef 6 eg, ef/df 6 eg/dg. Аналогично
можно показать, что eg 6 ef , eg/dg 6 ef/df . Следовательно, ef = eg, ef/df = eg/dg.
Значит, выполняются равенства m = n и dg = df и формула Φ1 является простой.
Нетрудно показать, что среди тривиальных формул B1, . . . , Bm символ каждой пе-
ременной из {x1, . . . , xn} встречается ровно по одному разу. Следовательно, в силу
леммы 1 выполняется включение Nf ⊂ Ng. Аналогично можно показать, что Ng ⊂ Nf .
Следовательно, Nf = Ng, а значит, f ∼= g.

Пусть f, g ∈ NSm, m > 1, A ⊂ R. Будем писать f �A g, если f ∈ [{g} ∪ A]. Из лем-
мы 4 следует, что соотношения f �A g и g �A f одновременно выполняются в том
и только в том случае, когда функции f и g конгруэнтны. Следовательно, отноше-
ние �A является порядком на любом множестве попарно неконгруэнтных функций
из NSm. Поскольку в дальнейшем данное отношение рассматривается только на таких
множествах, будем называть его порядком �A. Множество H попарно неконгруэнт-
ных функций из NSm\[A] называется цепью относительно порядка �A, если любые
два элемента множества H сравнимы относительно порядка �A. Пусть G—множество
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попарно неконгруэнтных функций из NSm\[A]. Цепь H ⊂ G называется максимальной
цепью множества G относительно порядка �A, если для любой цепи H1 ⊂ NSm\[A], та-
кой, что H ⊂ H1, H 6= H1, цепь H1 не является подмножеством множества G. Функция
f ∈ H называется верхней гранью цепи H относительно порядка �A, если для любой
функции g ∈ H выполняется неравенство g �A f . Цепь называется ограниченной от-
носительно порядка �A, если она имеет верхнюю грань относительно порядка �A.

Докажем вспомогательное утверждение, анонсированное в [10].
Лемма 5. Пусть подмножество F множества функций R содержит счётное чис-

ло попарно неконгруэнтных немонотонных симметрических функций. Тогда класс
G = [F ] не имеет конечного базиса.

Доказательство. Предположим, что класс G имеет конечный базис A =
= {g1(x1, . . . , xn1), . . . , gr(x1, . . . , xnr)}. Положим n = max(n1, . . . , nr).

Пусть f(x1, . . . , xm) —некоторая немонотонная симметрическая функция из множе-
ства F , такая, что m > 2n. Поскольку множество F содержит счётное число попарно
неконгруэнтных немонотонных симметрических функций, такая функция существует.
Пусть Φ —формула над A, реализующая функцию f.

Предположим сначала, что ef > n. Пусть gs(xi1 , . . . , xins ) —простая подформула
формулы Φ, 1 6 s 6 r. Рассмотрим набор α̃ ∈ L(ef ,m−ef ), такой, что αi1 = . . . = αins =
= 1. Поскольку ef > n > ns, такой набор существует. В силу включения L(ef ,m−ef ) ⊂
⊂ Nf выполняется равенство f(α̃) = 1. Применяя лемму 1, получаем, что gs(1ns) =
= gs(αi1 , . . . , αins ) = 1. Но по определению множества R выполняется gs(1

ns) = 0.
Получили противоречие.

Пусть теперь ef < n. Покажем, что для любого набора α̃ из {1, 2}m, такого, что
|α̃| 6 ef , и для любой подформулы Φ1 формулы Φ выполняется равенство Φ1(α̃) = 1.
Доказательство будем проводить индукцией по глубине подформулы Φ1.

Пусть Φ1 —простая формула, имеющая вид gs(xi1 , . . . , xins ), 1 6 s 6 r. Без ограни-
чения общности будем считать, что среди переменных xi1 , . . . , xins встречаются симво-
лы x1, . . . , xt, и только они. Положим a = |(α1, . . . , αt)|, b = ef − a. Определим набор β̃
из L(ef ,m− ef ) так: β̃ = (α1, . . . , αt, 1

b, 2m−t−b). Поскольку L(ef ,m− ef ) ⊂ Nf , то в си-
лу леммы 1 выполняется равенство Φ1(β̃) = 1. Кроме того, из определения набора β̃
следует равенство Φ1(β̃) = Φ1(α̃). Значит, Φ1(α̃) = 1.

Пусть теперь Φ1 —формула глубины d и Φ1 имеет вид gs(B1, . . . ,Bns), где глуби-
на каждой из формул B1, . . . ,Bns не превосходит d − 1. Без огранечения общности
будем считать, что подформулы B1, . . . ,Bq являются символами переменных, а под-
формулы Bq+1, . . . ,Bns —нетривиальными формулами. По предположению индукции
для любой нетривиальной подформулы Bt, 1 6 t 6 ns, для любого набора γ̃ из {1, 2}m,
такого, что |γ̃| 6 ef , выполняется равенство Bt(γ̃) = 1. Пусть среди B1, . . . ,Bq встре-
чаются символы переменных x1, . . . , xt, и только они. Положим a = |(α1, . . . , αt)|,
b = ef−a. Определим набор β̃ из L(ef ,m−ef ) так: β̃ = (α1, . . . , αt, 1

b, 2m−t−b). Посколь-
ку L(ef ,m − ef ) ⊂ Nf , то в силу леммы 1 выполняется равенство Φ1(β̃) = 1. Значит,
gs(αi1 , . . . , αiq , 1

ns−q) = 1. Поскольку наборы α̃ и β̃ совпадают на первых t компонентах
и для любой подформулы Bt, q < t 6 ns, для любого набора γ̃ из {1, 2}m, такого, что
|γ̃| 6 ef , выполняется равенство Bt(γ̃) = 1, то справедливо равенство Φ1(α̃) = 1.

Таким образом, получаем, что для любого набора α̃, такого, что |α̃| 6 ef , выпол-
няется равенство f(α̃) = 1. Поскольку ef —число единиц в наборе с максимальным
числом единиц из Nf , то функция f является монотонной симметрической. Получили
противоречие. Следовательно, класс G не имеет конечного базиса.
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Для доказательства основного результата потребуются также следующие утвер-
ждения.

Лемма 6 [9]. Пусть F ⊂ S, H ⊂ R, G = [F ∪H] и существует такое n ∈ Z+, что
число существенных переменных у каждой функции из множестваH не превосходит n.
Тогда если класс G имеет базис, то и класс [{f ∈ F : ef > n}] имеет базис.

Лемма 7 [9]. Пусть F ⊂ S и существует функция f из F , такая, что ef > 0;
H ⊂ R, G = [F ∪ H]. Пусть существует такое n ∈ Z+, что число существенных пе-
ременных у каждой функции из множества H не превосходит n. Тогда если класс
[{f ∈ F : ef > n}] имеет базис, то и класс G имеет базис.

Лемма 8. Пусть F ⊂ S и существует функция f из F , такая, что ef > 0; k ∈ Z+,
H — k-ограниченное множество симметрических функций, G = [H∪F ], G′ = [F ]. Тогда
класс G имеет базис в том и только в том случае, когда класс G′ имеет базис.

Доказательство. Обозначим через F+ множество функций f из F , таких, что
ef > k. Пусть класс G′ (соответственно G) имеет базис. Применяя лемму 6, полу-
чаем, что класс [F+] имеет базис. Далее, применяя лемму 7, получаем, что класс G
(соответственно G′) имеет базис.

Лемма 9 [6]. Пусть f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xm) —функции из MS, n > m > 1.
Пусть ef < eg. Тогда f ∈ [{g}].

Лемма 10. Пусть k ∈ N, G—некоторое точно k-ограниченное множество попар-
но неконгруэнтных монотонных симметрических функций, F = [G]. Тогда класс F
имеет базис, причём базис класса F конечный в том и только в том случае, когда
множество G ∩MSk конечно.

Доказательство. Положим Gk = G ∩MSk. Обозначим через n0 минимальное
число существенных переменных у функций из Gk, через f0 —произвольную функцию
из Gk, у которой n0 существенных переменных, через G0 —множество функций из G,
число существенных переменных у которых не превосходит n0.

Покажем сначала, что G ⊂ [Gk ∪ G0]. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ G. Если ef = k, то
f ∈ Gk. Если ef < k, n 6 n0, то f ∈ G0. Если ef < k и n > n0 > 1, то в силу леммы 9
выполняется включение f ∈ [{f0}]. Следовательно, G ⊂ [Gk ∪G0].

Покажем, что для любой функции f(x1, . . . , xn) из Gk выполняется соотноше-
ние f /∈ [(Gk ∪ G0)\{f}]. Предположим, что это не так. Пусть Φ —формула над
(Gk ∪G0)\{f}, реализующая функцию f. Поскольку для любой функции g из Gk ∪G0

верно неравенство eg 6 ef , то из леммы 3 следует, что формула Φ простая. Следова-
тельно, существует функция g(x1, . . . , xm) из Gk∪G0, такая, что f ∈ [{g}]. Из леммы 3
следует, что eg = ef и ef/df 6 eg/dg. Следовательно, dg 6 df . Поскольку формула Φ
простая, то n 6 m. Кроме того, выполняются равенства n = ef + df , m = eg + dg.
Значит, df 6 dg. Следовательно, df = dg. Получаем, что f ∼= g, что противоре-
чит условию леммы. Поэтому для любой функции f из Gk выполняется соотношение
f /∈ [(Gk ∪ G0)\{f}]. Поскольку множество G0 конечно, существует подмножество H
множества G0, такое, что [G0 ∪Gk] = [H ∪Gk] и для любой функции g из H выполня-
ется соотношение g /∈ [(H ∪Gk)\{g}]. Значит, класс F имеет базис H ∪Gk. Поскольку
множество H конечно, класс F имеет конечный базис в том и только в том случае,
когда множество Gk конечно.

Основные результаты данной работы— критерии базируемости и конечной порож-
дённости для классов, порождённых множествами симметрических функций с ограни-
ченным числом слоёв, — существенно опираются на критерии базируемости и конечной
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порождённости для классов, порождённых множествами монотонных симметрических
функций и немонотонных симметрических функций с ограниченным числом слоёв по
отдельности. Критерий конечной порождённости для классов, порождённых k-ограни-
ченным множеством монотонных симметрических функций, приведён выше (посколь-
ку функции монотонные, то множество функций с ограниченным числом слоёв яв-
ляется k-ограниченным множеством для некоторого k из Z+). Кроме того, показано,
что при k > 1 такие классы всегда имеют базис. Следующая теорема устанавлива-
ет, в каких случаях класс, порождённый множеством немонотонных симметрических
функций с ограниченным числом слоёв, имеет базис и в каком случае этот базис ко-
нечный.

Теорема 1 [7]. Пусть k ∈ N, G—некоторое множество попарно неконгруэнтных
функций из NS(k), Gl = G ∩ NSl, H l = G ∩ (NS(k)\NS(l)), 1 6 l 6 k, F = [G]. Тогда
справедливы следующие утверждения:

1. Класс F имеет конечный базис, если и только если множество G конечно.
2. Класс F имеет счётный базис тогда и только тогда, когда для любого l каждая

функция множества Gl\[H l] содержится в ограниченной максимальной цепи
множества Gl\[H l] относительно порядка �Hl .

3. Класс F не имеет базиса тогда и только тогда, когда существует m, 1 6 m 6 l,
и существует функция h ∈ Gm\[Hm], которая не содержится ни в какой огра-
ниченной максимальной цепи множества Gl\[H l] относительно порядка �Hl .

2. Основные результаты
Теорема 2. Пусть k ∈ N, G—некоторое множество попарно неконгруэнтных

функций из S(k), F = [G], множество G ∩ MS является точно l-ограниченным для
некоторого l ∈ Z+, l 6 k. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Класс F имеет конечный базис тогда и только тогда, когда множество G ∩ NS
конечно и выполняется по крайней мере одно из следующих условий:

а) класс [G ∩MS] имеет конечный базис;
б) существует функция f ∈ 〈G∩ (NS(k)\NS(l−1))〉, такая, что для некоторых

e, d ∈ N выполняется включение
l⋃

i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf .

2. Класс F имеет счётный базис тогда и только тогда, когда класс [G∩NS] имеет
базис и выполняется по крайней мере одно из следующих условий:

а) класс [G ∩ NS] имеет счётный базис;
б) класс [G ∩ MS] имеет счётный базис и не существует функции f из
〈G ∩ (NS(k)\NS(l−1))〉, такой, что для некоторых e, d ∈ N выполняется

включение
l⋃

i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf .

3. Класс F не имеет базиса тогда и только тогда, когда класс [G ∩ NS] не имеет
базиса илиG является 0-ограниченным множеством, содержащим счётное число
попарно неконгруэнтных функций.

Доказательство. Докажем утверждение 1. Пусть класс F имеет конечный
базис A. В силу леммы 5 множество G ∩ NS конечно. Если класс [G ∩ MS] имеет
конечный базис, то первое условие утверждения выполнено. Пусть класс [G ∩ MS]
не имеет конечного базиса. Положим A = G ∩ MSl. В силу леммы 10 множество A
счётно. Кроме того, из леммы 3 следует, что для любой функции f из A выполняется
соотношение f /∈ [A\{f}]. Поскольку базис A является конечным, существует конечное
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множество B ⊂ G, такое, что A ⊂ [B]. Пусть функция f из A реализуется формулой Υf

надB. Обозначим через n0 максимальное число существенных переменных в функциях
из множества B. Поскольку множество A счётно, то существует функция f(x1, . . . , xn)
из A, такая, что n > n0. Рассмотрим формулу Φ над A, реализующую функцию f, и
формулу π(Φ) над B, полученную заменой в формуле Φ каждой функции f из базиса A
на соответствующую подформулу Υf . Поскольку n > n0, формула π(Φ) не является
простой.

Пусть Φ1 —подформула формулы π(Φ), имеющая вид g(B1, . . . ,Bm), где g—функ-
ция из B, а B1, . . . ,Bm —простые формулы над B или символы переменных из
множества {x1, . . . , xn}. Без ограничения общности будем считать, что B1, . . . ,Bs —
символы переменных из множества {x1, . . . , xt}, t 6 n, а Bs+1, . . . ,Bm —простые
формулы. Обозначим через g1(x1, . . . , xr) функцию, которую реализует формула
g(B1, . . . ,Bs, xt+1, . . . , xr). Очевидно, что g1 ∈ 〈{g}〉. Из леммы 1 следует, что множе-
ство Ng1 содержит все наборы, имеющие вид (α̃, 1r−t), где α̃ ∈ L(e, t− e), 0 6 e 6 l.

Покажем теперь, что если выполняются условия утверждения 1, то класс F имеет
конечный базис. По условию множество G ∩ NS конечно. Если класс [G ∩MS] имеет
конечный базис, то очевидно, что множество F имеет конечный базис. Пусть класс [G∩
MS] не имеет конечного базиса и существует функция f ∈ 〈G∩ (NS(k)\NS(l−1))〉, такая,
что для некоторых e, d ∈ N выполняется включение

l⋃
i=0

L(i, d − i) × (1e) ⊂ Nf . Пусть

d0 —максимальное число, такое, что выполняется включение
d0⋃
i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf .

В силу определения множества NS выполняется неравенство d > d0.
Построим сначала функцию f1(x1, . . . , xn1) ∈ [{f}], такую, что для некоторого

d1 6 d, d1 ∈ N, выполняется включение
l⋃

i=0

L(i, d1 − i) × (1) ⊂ Nf и существует на-

бор α̃ ∈ L(l + 1, d1 − l − 1) × 1, такой, что α̃ /∈ Nf1 . Если d0 = l, то функции f и f1

совпадают. Пусть теперь d0 > l. Без ограничения общности будем считать, что набор
(1d0+1, 2d−d0−1, 1e) не содержится в Nf . Тогда

f1(x1, . . . , xn1) = f(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
d0−l+1

, x2, . . . , xl, xl+1, . . . , xl+1︸ ︷︷ ︸
e

).

Очевидно, что набор (1l+1, 2d1−l−1, 1) не содержится в Nf1 , а все наборы из множества
l⋃

i=0

L(i, d1 − i)× (1) содержатся в Nf1 .

Построим функцию f2(x1, . . . , xn1), такую, что
l⋃

i=0

L(i, d1 − i) × (1) ⊂ Nf2 и для

любого набора α̃ из L(l + 1, d1 − l − 1)× (1) набор α̃ не содержится в Nf2 .
Положим s = C l+1

d1
, X = {x1, . . . , xd1}. Обозначим через (Y 1, Z1), (Y 2, Z2), . . . ,

(Y s, Zs) всевозможные разбиения множества X на помножества, содержащие l + 1 и
d1−l−1 элементов соответственно. Пусть ỹi —некоторая фиксированная перестановка
переменных из множества Y i, а z̃i —некоторая фиксированная перестановка перемен-
ных из множества Zi, i = 1, . . . , s. Покажем, что

f2(x1, . . . , xn2) = f1(ỹ1, z̃1, f1(ỹ2, z̃2, f1(. . . (f1︸ ︷︷ ︸
s символов f1

(ỹs, z̃s, xn1 ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s

.

Для каждого t, 1 6 t 6 s определим формулу Φt. Положим Φt = f1(ỹt, z̃t, u). Рас-
смотрим набор α̃ из {1, 2}n1−1. Пусть a = |α̃| 6 l. Поскольку выполняется включение
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L(a, d1−a)×(1) ⊂ Nf1 , то для любого i, 1 6 i 6 s, верно равенство Φi(α̃, 1) = 1. Индук-
цией по глубине подформулы формулы, реализующей функцию f2, нетрудно показать,
что любая её подформула принимает значение 1 на наборе (α̃, 1). Значит, f2(α̃, 1) = 1.

Пусть теперь a = l + 1. Тогда существует разбиение (Y p, Zp), i 6 p 6 s, такое, что
все компоненты набора α̃, соответствующие переменным из множества Y p, принимают
значение 1. Поскольку f1(1l+1, 2d1−l, 1) = 0, подформула

f1(ỹp, z̃p, f1(ỹp+1, z̃p+1, f1(. . . (f1︸ ︷︷ ︸
s−p+1 символов f1

(ỹs, z̃s, xn1 ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s−p+1

принимает значение 0 на наборе (α̃, 1). В силу леммы 1 выполняется равенство
f2(α̃, 1) = 0.

Пусть g(x1, . . . , xm) —функция из G ∩ MSl, такая, что m > d1, а g1, . . . , gr — все
функции из G∩MSl, зависящие от меньшего чем m числа переменных. Покажем, что
G ∩ MSl ⊂ [{g1, . . . , gr, g, f}]. Для этого достаточно показать, что для любой функ-
ции h(x1, . . . , xp) из M l, такой, что p > m, выполняется соотношение h ∈ [{f2} ∪ {g}].
Положим s = Cd1

p , X = {x1, . . . , xp}. Обозначим через (Y 1, Z1), (Y 2, Z2), . . . , (Y s, Zs)
всевозможные разбиения множестваX на помножества, содержащие d1 и p−d1 элемен-
тов соответственно. Пусть ỹi —некоторая фиксированная перестановка переменных из
множества Y i, а z̃i —некоторая фиксированная перестановка переменных из множе-
ства Zi, i = 1, . . . , s. Покажем, что

h(x1, . . . , xp) = f2(ỹ1, z̃1, f2(ỹ2, z̃2, f2(. . . (f2︸ ︷︷ ︸
s символов f2

(ỹs, z̃s, g(x1, . . . , xm) ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s

.

Рассмотрим произвольный набор α̃ из {1, 2}p. Пусть a = |α̃| 6 l. Покажем, что для
любой подформулы Φ формулы, реализующей функцию h, выполняется равенство
Φ(α̃) = 1.

Обозначим через Φt формулу, имеющую вид

f2(ỹt, z̃t, f2(ỹt+1, z̃t+1, f2(. . . (f2︸ ︷︷ ︸
s−t+1 символов f2

(ỹs, z̃s, g(x1, . . . , xm) ) . . .))︸ ︷︷ ︸
s−t+1

, 1 6 t 6 s,

а через Φs+1 —формулу g(x1, . . . , xm). Индукцией по t от s+ 1 до 1 нетрудно показать,
что для любого набора α̃ из {1, 2}p, такого, что |α̃| 6 l, выполняется Φt(α̃) = 1.

Пусть теперь l < a < p − (d1 − l) − 1. Без ограничения общности будем счи-
тать, что α̃ = (1a, 2p−a). Рассмотрим разбиение множества X следующего вида:
Y r = {x1, . . . , xl+1, xp−(d1−l)+2, . . . , xp}, Zr = {xl+2, . . . , xp−(d1−l)+1}. Рассмотрим под-
формулу Φr. Значение формулы Φr на наборе α̃ совпадает со значением функции f2

на наборе (β̃, 1), где β̃ —набор из L(l+ 1, d1− l− 1). Следовательно, Φr(α̃) = 0. В силу
леммы 1 выполняется равенство Φ1(α̃) = 0.

Пусть теперь a > p − (d1 − l + 1). Тогда |(α1, . . . , αm)| > m − (d1 − l + 1). Поэтому
g(α1, . . . , αm) = 0. В силу леммы 1 Φ1(α̃) = 0. Следовательно, формула Φ1 реализует
функцию h.

Таким образом, класс F имеет конечный базис.
Докажем утверждение 2. Пусть класс F имеет счётный базис. Очевидно, что в этом

случае множество G счётно. Поскольку G ⊂ S(k), существует число l 6 k, такое, что
множество G ∩MS является l-ограниченным. Из леммы 8 следует, что класс [G ∩ NS]
имеет базис. Если множество G ∩ NS счётно, то в силу леммы 5 класс [G ∩ NS] не



О классах функций трёхзначной логики, порождённых симметрическими функциями 25

имеет конечного базиса, а значит, он имеет счётный базис, и в этом случае утвержде-
ние доказано. Пусть множество G ∩ NS конечно. Тогда класс G ∩MS имеет счётный
базис. Если существует функция f , такая, что для некоторых e, d ∈ N выполняется

включение
l⋃

i=0

L(i, d− i)× (1e) ⊂ Nf , то, как показано выше, класс F имеет конечный

базис. Следовательно, такой функции не существует.
Пусть выполняется одно из условий утверждения 2. Пусть класс [G ∩ NS] имеет

счётный базис. В силу теоремы 1 множество G∩NS счётно и в силу леммы 5 класс F
не имеет конечного базиса. Поскольку для некоторого l 6 k множествоG∩MS является
l-ограниченным, в силу леммы 8 класс F имеет базис. Следовательно, класс F имеет
счётный базис.

Пусть теперь множество G ∩ NS конечно. Тогда класс [G ∩ MS] имеет счётный
базис. Поскольку для некоторого l 6 k множество G ∩MS является l-ограниченным,
применяя лемму 8, получаем, что класс F имеет базис. Предположим, что класс F
имеет конечный базис. Выше показано, что в этом случае существует функция f ,

такая, что для некоторых e, d ∈ N выполняется включение
l⋃

i=0

L(i, d − i) × (1e) ⊂ Nf .

По условию такой функции не существует. Следовательно, класс F имеет счётный
базис.

Утверждение 3 следует из справедливости утверждений 1 и 2.
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