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Введение
Граф G с множеством вершин V (|V | = n) называется k-дольным графом, если

вершины графа разбиты на k непересекающихся непустых подмножества Vi так, что
k⋃
i=1

Vi = V ; Vi 6= ∅; |Vi| = ni > 0; Vi ∩ Vj = ∅, i, j = 1, . . . , k, i 6= j,
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и нет рёбер, соединяющих вершины одного и того же подмножества [1 – 3]. При этом
1-дольный граф— это множество вершин без рёбер, а 0-дольным графом является
только пустой граф. Очевидно, что любой k-дольный граф при k < n можно пре-
образовать в (k + 1)-дольный, разбив вершины на большее количество подмножеств.
В общем случае k-дольный граф (k > 0) состоит из s > 1 компонент связности, каждая
из которых является связным li-дольным графом (i = 1, . . . , s, li = 1, . . . , k).

Определим множество X как множество номеров долей графа:

X = {1, 2, . . . , k}. (1)

Множество номеров долей любой из компонент связности графа является подмноже-
ством X. Мощность этого подмножества равна количеству долей компоненты связ-
ности. Так как несколько различных компонент связности графа могут иметь сов-
падающие множества номеров долей, семейство всех множеств номеров долей всех
компонент связности k-дольного графа может содержать повторяющиеся подмноже-
ства и в общем случае является повторяющимся покрытием множества X. Для того
чтобы избавиться от повторяющихся подмножеств, введём следующее понятие.

Пусть набор связных l-дольных графов (0 < l 6 k) — это все компоненты связности
исходного графа, множества (мощности l) номеров долей которых тождественны. Лю-
бой несвязный k-дольный граф можно разбить на наборы связных li-дольных графов.
Каждый набор определяется уникальным множеством номеров долей. У двух любых
наборов множества номеров их долей отличаются. Тогда семейство множеств номе-
ров долей наборов связных li-дольных графов является неповторяющимся покрытием
множества X.

В работе [4] введены комбинаторные числа неупорядоченных покрытий конечного
множества мощности n подмножествами с фиксированными мощностями

nN(k1, k2, . . . , kn), (2)

где ki —количество подмножеств мощности i в покрытии. В случае, когда часть коэф-
фициентов ki = 0, используется альтернативное обозначение

nN
k1k2···km
l1 l2···lm ,

где ki —количество подмножеств мощности li в покрытии. Если все подмножества
в покрытии имеют мощность l, то коэффициент имеет вид nN

k
l .

В работах [5, 6] рассматриваются производящие функции последовательности чи-
сел (2):
обычная

F (x;A1, A2, A3, . . .) =
∑
j>0

xj
j∑

k=0

Ck
j (−1)k

j−k∏
i=1

(1 + Ai)
Cij−k =

∑
j>0

xj
j∏
i=1

(1 + Ai)
Cij

(1 + x)j+1
(3)

и экспоненциальная

E(x;A1, A2, A3, . . .) =
∑
j>0

xj

j!

j∑
k=0

Ck
j (−1)k

j−k∏
i=1

(1 + Ai)
Cij−k = e−x

∑
j>0

xj

j!

j∏
i=1

(1 + Ai)
Cij . (4)

Числа (2) в этих функциях являются коэффициентами перед мономами xn
∏
i

Akii в слу-

чае обычной производящей функции и перед выражением
xn

n!

∏
i

Akii — в случае экс-

поненциальной. В разложении функции E по степеням x выражения перед
xn

n!
(для
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функции F —перед xn) являются производящими функциями последовательности чи-
сел (2) с фиксированным n:

n∑
k=0

Ck
n(−1)k

n−k∏
i=1

(1 + Ai)
Cin−k .

Для введённых комбинаторных чисел в работе [4] получена формула

nN
k1k2···km
l1 l2···lm =

m∏
i=1

Cki

C
li
n

+
∑
i>1

(−1)iCi
n

m∏
j=1

C
kj

C
lj
n−i

,

где Ci
j =

j!

i!(j − i)! — биномиальный коэффициент. Там же получено значение суммы

чисел покрытий, состоящих из множеств одной мощности

∑
n>1

(−1)n

n
nN

k
l =

(−1)k+l−1

kl
, (5)

и значение суммы для случая, когда в покрытии подмножества разной мощности
(m>1) ∑

n>1

(−1)n

n
nN

k1k2···km
l1 l2···lm = 0. (6)

1. Экспоненциальные производящие функции
Экспоненциальную производящую функцию последовательности чисел наборов

связных k-дольных графов по переменным x1, x2, . . . , xk (индексы переменных опреде-
ляют номера долей) определим как

Ak(1, 2, . . . , k) =
∑
ni>0

xn1
1 x

n2
2 · · ·xnkk

n1!n2! · · ·nk!
ak(n1, n2, . . . , nk), (7)

а экспоненциальную производящую функцию последовательности чисел связных
k-дольных графов как

Dk(1, 2, . . . , k) =
∑
ni>0

xn1
1 x

n2
2 · · ·xnkk

n1!n2! · · ·nk!
dk(n1, n2, . . . , nk), (8)

где ak и dk — соответственно числа наборов связных k-дольных графов и числа связ-
ных k-дольных графов, имеющих в каждой доле с номером i определённое коли-
чество ni вершин. Сумма выполняется по n1 > 0, n2 > 0, . . . , nk > 0, таким,
что n1 + n2 + . . . + nk = n. Параметрами функций являются номера долей графов.
Если связные l-дольные графы являются компонентами k-дольного графа и l < k, то
экспоненциальные производящие функции записываются следующим образом:

Al(i1, i2, . . . , il) и Dl(i1, i2, . . . , il), где 1 6 i1 < i2 < . . . < il 6 k,

то есть множество номеров долей связных l-дольных графов и множество номеров
долей набора связных l-дольных графов являются подмножествами множества X (1).
Переменными функций Al и Dl являются xi1 , xi2 , . . . , xil .

Рассмотрим набор, состоящий из m > 1 связных k-дольных графов. Каждая доля
исходного графа разбита наm непустых подмножеств. Каждое подмножество является
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долей связного k-дольного графа. Пусть nij —мощность доли с номером i связного
k-дольного графа с номером j. Очевидно,

∀i, j (nij > 0); (9)
m∑
j=1

nij = ni. (10)

Количество разбиений множества мощности ni на m непустых подмножеств равно

1

m!

∑∑
nij=ni

ni!
m∏
j=1

nij!
,

где суммирование идёт по всем возможным значениям nij, удовлетворяющим соотно-
шениям (9), (10); множитель 1/m! необходим, так как связные графы, образующие
набор, неразличимы. Тогда числа ak и dk связаны формулой

ak(n1, n2, . . . , nk) =
∑
m>0

k∏
i=1

ni!

m!

∑∑
nij=ni

m∏
j=1

1

n1j!n2j! . . . nkj!
dk(n1j, n2j, . . . , nkj),

где сумма идёт по всем возможным m-разбиениям k долей исходного графа.
Просуммировав по всем возможным ni и поменяв порядок суммирования, с учё-

том (7) и (8) получим формулу для производящей функции последовательности чисел
наборов k-дольных графов:

Ak =
∑
m>0

1

m!

∑
ni>0

∑∑
nij=ni

m∏
j=1

x
n1j

1 x
n2j

2 . . . x
nkj
k

n1j!n2j! . . . nkj!
dk(n1j, n2j, . . . , nkj) = eDk − 1. (11)

Вывод соотношения (11), как и сама формула, аналогичен выводу экспоненциальной
формулы [1].

Экспоненциальную производящую функцию последовательности чисел k-дольных
графов определим аналогично функциям (7) и (8):

Fk(1, 2, . . . , k) =
∑
ni>0

xn1
1 x

n2
2 . . . xnkk

n1!n2! . . . nk!
fk(n1, n2, . . . , nk), (12)

где fk —число k-дольных графов, имеющих в каждой доле (с номером i) определённое
количество (ni) вершин. Сумма выполняется по n1 > 0, n2 > 0, . . . , nk > 0, таким, что
n1 + n2 + . . .+ nk = n.

Проведём преобразования, аналогичные выводу формулы (11). Учтём, что:
1) множество номеров долей набора связных k-дольных графов является подмно-

жеством множества X (1), а семейство всех таких множеств номеров долей
является покрытием множества X;

2) так как множества номеров долей двух любых наборов связных k-дольных гра-
фов не равны друг другу, все наборы связных графов различимы. Значит, мно-
житель 1/m! не нужен.

Таким образом, получаем

Fk =
∑

S={Uα}

∏
Uα

A|Uα|(Uα), (13)
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где сумма идёт по всем покрытиям S множества X, а произведение — по всем подмно-
жествам Uα, входящим в покрытие S. Применив соотношение (11), в итоге получаем

Fk =
∑

S={Uα}

∏
Uα

(expD|Uα| − 1). (14)

Частные случаи:

F0 = 1,

F1 = A1 = ex1 − 1,

F2 = A2(1, 2)(1 + A1(1) + A1(2)) + A1(1)A1(2) = eD2(1,2)+x1+x2 − ex1 − ex2 + 1.

Изначально на k-дольные графы G не было введено никаких ограничений. Из про-
ведённых преобразований видно, что полученные соотношения являются верными для
всех классов графов, удовлетворяющих следующим критериям:

1) если в класс входит k-дольный граф G, то в этот класс должны входить и все
k-дольные графы, получаемые из G перестановками вершин в любой из k долей;

2) если в класс входит k-дольный граф, имеющий несколько компонент связности,
то должны входить и все эти компоненты связности.

Обобщениями графов являются мультиграфы и гиперграфы. В гиперграфах одно
ребро может соединять более двух вершин, а в мультиграфах между двумя вершина-
ми может быть больше одного ребра (кратные рёбра) [1, 2]. Обобщением k-дольного
графа является k-дольный гиперграф— вершины гиперграфа V разбиты на k непе-
ресекающихся непустых подмножеств Vi так, что нет рёбер, соединяющих вершины
одного и того же подмножества. Аналогичные определения можно дать для k-доль-
ного мультиграфа и k-дольного мультиграфа-гиперграфа (кратные рёбра соединяют
более двух вершин). Вывод соотношений (11) и (14) для мультиграфов, гиперграфов и
мультиграфов-гиперграфов эквивалентен выводу соотношений для экспоненциальной
производящей функции последовательности чисел k-дольных графов.

2. Анализ функций
Приравняв в соотношении (14) все переменные xi одной переменной x, получим

Fk =
∑
i>0

kN(i1, i2, . . . , ik)
∏
j

A
ij
j =

∑
i>0

kN(i1, i2, . . . , ik)
∏
j

(eDj − 1)ij , (15)

где kN(i1, i2, . . . , ik) —комбинаторные числа (2), а суммирование идёт по всем ij > 0;
Aj и Dj являются функциями только от переменной x.

Используем (4) и (11):

Fk =
k∑
j=0

Cj
k(−1)j

k−j∏
i=1

(1 + Ai)
Cik−j =

k∑
j=0

Cj
k(−1)j exp(

k−j∑
i=1

DiC
i
k−j). (16)

Просуммируем все функции Fk, домножив в одном случае на yk, а в другом на
yk/k!, и воспользуемся соотношениями (3) и (4):

∑
k>0

ykFk =
∑
k>0

yk
k∏
i=1

(1 + Ai)
Cik

(1 + y)k+1
=
∑
k>0

yk exp

(
k∑
i=1

DiC
i
k

)
(1 + y)k+1

,

∑
k>0

ykFk
k!

= e−y
∑
k>0

yk

k!

k∏
j=0

(1 + Aj)
Cjk = e−y

∑
k>0

yk

k!
exp

(
k∑
j=0

Cj
kDj

)
.
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Частные случаи формулы (16):

F0 = 1,

F1 = A1 = ex − 1,

F2 = A2(1 + 2A1) + A2
1 = (A2 + 1)(A1 + 1)2 − 2(A1 + 1) + 1 = eD2+2x − 2ex + 1,

F3 = (A3 + 1)(A2 + 1)3(A1 + 1)3 − 3(A2 + 1)(A1 + 1)2 + 3(A1 + 1)− 1 =

= eD3+3D2+3x − 3eD2+2x + 3ex − 1.

Пусть есть функция f(G), ставящая в соответствие каждому графу какое-то число.
Для функции выполняются следующие условия:

1) значение функции от пустого графа равно 1;
2) значение функции от графа, имеющего несколько компонент связности, равно

произведению значений функции от компонент связности;
3) значение функции не зависит от нумерации вершин, а значит, и от перестановок

строк или столбцов в матрице смежности.
Примером такой функции является хроматическая функция [3].
Пусть необходимо найти сумму значений этой функции от всех дольных графов

S =
∑
k

bk
∑
Gk

1

|V1|! . . . |Vk|!
f(Gk(V1, . . . , Vk))Fk(1, 2, . . . , k),

где суммирование идёт по всем k-дольным графам Gk, разбитым на k непустых до-
лей Vi, а коэффициенты bk —параметры суммы. Тогда из (12), (13), (15) и (16) следует

S =
∑
k

bk
∑
i>0

kN(i1, i2, . . . , ik)
∏
j

Ã
ij
j =

∑
k

bk
k∑
j=0

Cj
k(−1)j

k−j∏
i=1

(1 + Ãi)
Cik−j ,

где Ãj — сумма значений функции от всех наборов связных j-дольных графов: Ãj =

= eD̃j − 1; D̃j — сумма значений функции от всех связных j-дольных графов.
Для bk = (−1)k/k (без пустого графа) при учёте (5) и (6) сумма S примет вид

S =
∑
k>0

∑
l>0

(−1)k+l−1

kl
Ãkl =

∑
l>0

(−1)l

l
ln(1 + Ãl) =

∑
l>0

(−1)l

l
D̃l, (17)

где мы воспользовались разложением в ряд натурального логарифма

ln(1 + x) =
∑
n>0

(−1)n−1xn

n
.

Таким образом, сумма значений функций от всех дольных графов с коэффици-
ентом (−1)k/k (k—количество долей графа) равна сумме значений этой функции от
всех связных дольных графов с этим же коэффициентом.

Заключение
В работе введён специальный вид экспоненциальной производящей функции после-

довательности чисел k-дольных графов. Выводится соотношение, являющееся обоб-
щением экспоненциальной теоремы для данного вида экспоненциальных производя-
щих функций. Анализируется полученное выражение. Определена связь между компо-
нентами связности k-дольных графов и покрытиями множеств. Аналогично понятию
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k-дольных графов вводится понятие k-дольных гиперграфов и мультиграфов. Делает-
ся вывод о возможности обобщения выражения для экспоненциальной производящей
функции последовательности чисел k-дольных графов для случая k-дольных гипер-
графов и мультиграфов.

Полученные результаты, в частности (16) и (17), могут быть использованы для
упрощения оперирования с диаграммами Фейнмана в квантовой теории, диаграмма-
ми теории возмущений в теории струн [7] и статистической физике [8 – 10]. Диаграммы
Феймана и их аналоги являются по сути k-дольными графами и мультиграфами, что
позволяет применять методы теории графов для упрощения выражений и вычисления
бесконечных рядов таких диаграмм. Полученные соотношения можно также исполь-
зовать для анализа схем в схемотехнике, блок-схем в теории информационных систем,
структур баз данных с сетевой моделью, криптостойкости алгоритмов в криптоло-
гии [11] и т. п.
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