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Введение
Рассмотрим только конечные классические графы, исключая все остальные слу-

чаи: ориентированные, кратные, а также графы с петлями и бесконечным числом
вершин.

Определение 1. Классическим графом (или просто графом) будем называть па-
ру G = (V,E), где множество вершин V —любое конечное множество; множество рёбер
E ⊆ V × V — бинарное отношение, для которого выполняется:

1) ∀a, b ∈ V ((a, b) ∈ E ⇒ (b, a) ∈ E) — отношение симметрично;
2) ∀a ∈ V ((a, a) /∈ E) — отношение антирефлексивно.
Фактически это означает, что из рассмотрения исключаются рёбра-петли (b, b), а

все остальные рёбра (a, b) ∈ E можно считать неупорядоченными парами.
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Определение 2. Пусть G = (V,E) —произвольный1 граф. Назовём частичным
группоидом графа множество (V, ·), определив операцию как{

a · b = a, если (a, b) ∈ E,
a · b = θ, если (a, b) /∈ E. (1)

Группоиды вида (1) впервые предложены в работе [1] в 1983 г. и впоследствии
нашли широкое применение на стыке теории графов и других математических дисци-
плин, таких, как алгебра [2, 3], теория языков и автоматов [4], топология [5]. Однако у
данного определения есть ряд недостатков, которые делают его менее ценным с алгеб-
раической точки зрения; в частности, не представляется возможным связать понятие
конгруэнции с нетривиальными свойствами структуры графов. Для преодоления это-
го недостатка предлагается альтернативное определение группоида для классических
графов.

Определение 3. Пусть G = (V,E) —классический граф. Будем называть мно-
жество (V, ◦) группоидом классического графа, определив операцию как{

a ◦ b = a, если (a, b) ∈ E,
a ◦ b = b, если (a, b) /∈ E. (2)

Замечание 1. Отметим, что по группоиду (V, ◦), заданному на основе (2), можно
восстановить как граф без петель, так и граф, у которого все вершины имеют петли,
так как все вершины являются идемпотентами: a ◦ a = a. Поскольку рассматриваются
только классические графы, случай с петлями (a, a) ∈ E отбрасывается.

1. Общие алгебраические свойства группоидов графов
Напомним, что конгруэнцией на группоиде называется такое отношение эквива-

лентности ρ, которое сохраняет операцию: ∀a, b, c ((a, b) ∈ ρ⇒ (ac, bc) ∈ ρ∧(ca, cb) ∈ ρ).
Классом [a] конгруэнции ρ называется множество [a] = {a∗ : (a, a∗) ∈ ρ}. Понятие кон-
груэнции определено для произвольной алгебраической системы; в частности, можно
его применить для группоидов (V, ◦). В этом случае конгруэнция ρ задаёт разбиение
множества вершин V графа на классы эквивалентности (пример такого разбиения см.
на рис. 1).
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a 0 1 0 0 0 1 1 1
b 1 0 1 0 1 0 0 0
c 0 1 0 1 1 0 0 0
d 0 0 1 0 1 0 0 0
e 0 1 1 1 0 0 0 0
f 1 0 0 0 0 0 0 0
g 1 0 0 0 0 0 0 1
h 1 0 0 0 0 0 1 0
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Рис. 1. Пример конгруэнции на группоиде графа с классами {a}, {b}, {c, e}, {d}, {f, g, h}

Теорема 1. Пусть G = (V,E) —произвольный классический граф. Тогда для лю-
бого элемента c ∈ V и любого класса [a] произвольной конгруэнции ρ выполняется одно
из трёх условий:

1) c ∈ [a];
1Данное определение применимо и для графов с петлями, а также для ориентированных.
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2) (c, a∗) ∈ E для всех a∗ ∈ [a];
3) (c, a∗) /∈ E для всех a∗ ∈ [a].
Доказательство. По определению конгруэнции для любых вершин графа вы-

полняется (a, b) ∈ ρ ⇒ (a ◦ c, b ◦ c) ∈ ρ ∧ (c ◦ a, c ◦ b) ∈ ρ. Рассмотрим все варианты
значений произведений a◦c и b◦c на группоиде графа и проверим, когда эти значения
лежат в одном классе конгруэнции ρ.

С л у ч а й 1: обе пары вершин связаны рёбрами: (a, c) ∈ E и (b, c) ∈ E. В этом
случае a◦c = a и b◦c = b, и поскольку (a, b) ∈ ρ, результаты умножения лежат в одном
классе без дополнительных ограничений. Если рассмотрим другой элемент d ∈ [a], то,
с одной стороны, при d ◦ c = d получим (d, c) ∈ E без дополнительных условий на ρ.
С другой стороны, в случае d ◦ c = c получаем, что ρ является конгруэнцией тогда и
только тогда, когда (a ◦ c, d ◦ c) = (a, c) ∈ ρ. Продолжая итерационно процесс для всех
элементов класса [a] конгруэнции ρ, получим, что либо на каком-то шаге c ∈ [a], либо
для всех a∗ ∈ [a] выполняется (c, a∗) ∈ E.

С л у ч а й 2: (a, c) ∈ E и (b, c) /∈ E. Тогда a ◦ c = a и b ◦ c = c. Как следствие,
результаты будут в одном классе конгруэнции, только если (a, c) ∈ ρ. По определению
получаем, что c ∈ [a].

С л у ч а й 3: (a, c) /∈ E и (b, c) ∈ E. Этот вариант полностью аналогичен случаю2,
за тем лишь исключением, что необходимо потребовать, чтобы (b, c) ∈ ρ. Пользуясь
транзитивностью отношения ρ, вновь получаем, что c ∈ [a].

С л у ч а й 4: (a, c) /∈ E и (b, c) /∈ E. По определению получаем a◦c = b◦c = c, и так
как (c, c) ∈ ρ, не требуется дополнительных ограничений для того, чтобы произведения
a ◦ c и b ◦ c лежали в одном классе конгруэнции. Если рассмотрим другой элемент
d ∈ [a], то, с одной стороны, при d ◦ c = c получим (d, c) /∈ E без дополнительных
условий на ρ. С другой стороны, в случае d ◦ c = d получаем, что ρ есть конгруэнция
тогда и только тогда, когда (a ◦ c, d ◦ c) = (c, d) ∈ ρ. Продолжая итерационно процесс
для всех элементов класса [a] конгруэнции ρ, получим, что либо на каком-то шаге
c ∈ [a], либо для всех a∗ ∈ [a] имеет место (c, a∗) /∈ E.

Рассмотрев все четыре возможных значения для произведений c◦a и c◦b, получим
в точности аналогичный результат.

Напомним, что правыми конгруэнциями называются такие отношения эквивалент-
ности ρ, для которых выполняется ∀a, b, c ((a, b) ∈ ρ⇒ (ac, bc) ∈ ρ), а левыми— такие
отношения эквивалентности µ, для которых ∀a, b, c ((a, b) ∈ µ⇒ (ca, cb) ∈ µ).

Следствие 1. На любом группоиде графа все левые конгруэнции являются од-
новременно правыми, а все правые— левыми.

Доказательство. Результат в доказательстве теоремы 1 получен независимо
для случая умножения на c как слева, так и справа. Это означает, что структура
классов не зависит от того, является ли конгруэнция правой или левой, а условие
теоремы 1 выполняется для обоих типов конгруэнций.

Определение 4. Пусть G = (V,E) —классический граф, а ρ—конгруэнция на
его группоиде. Назовём фактор-графом по ρ граф G/ρ = (Vρ, Eρ), где

1) Vρ —множество классов конгруэнции ρ;
2) ([a], [b]) ∈ Eρ тогда и только тогда, когда (a, b) ∈ E.
Пример построения фактор-графа для конгруэнции ρ с классами {a}, {b}, {c, e},

{d}, {f}, {h, g, k}, {l} представлен на рис. 2.



О представлении графов в виде группоидов специального вида 99

c e
b

d

a

G

f

h g k

l
[a] [l]

[b]

[c]

[d] [f ]

[h]

G/ρ

Рис. 2. Пример фактор-графа

Как известно, идеалом на группоиде (D, ·) называется такое множество I, для кото-
рого любые произведения элементов группоида на элементы идеала лежат в идеале I.
Можно по отдельности определить односторонние идеалы:

1) IL —левый идеал, если d · i ∈ IL для любых d ∈ D и i ∈ IL;
2) IR —правый идеал, если i · d ∈ IR для любых d ∈ D и i ∈ IR.
Понятия левого и правого идеалов можно, в частности, применить для группоидов

графов (V, ◦). На рис. 3 представлены примеры левых идеалов на G1 и правых идеалов
на G2.

G1

IL1

IL2IL3 IR1

IR2

G2

Рис. 3. Примеры левых и правых идеалов на графах

Напомним, что компонентой связности графа G = (V,E) называется такое подмно-
жество вершин I ⊆ V , что одновременно выполняются следующие два условия:
— любые две вершины u, v ∈ I можно соединить путём;
— множество I максимально по включению.

Теорема 2. Минимальный по включению левый идеал IL — это компонента связ-
ности графа. Любой другой левый идеал является объединением минимальных.

Доказательство. Компонента связности IL является левым идеалом, так как
вершины из IL не связаны ни с одной другой вершиной графа G = (V,E), и как
следствие V ◦IL ⊆ IL (примеры: IL1 , IL2 , IL3 на рис. 3). Если допустить, что существует
меньший по включению идеал I∗L ⊂ IL, то найдётся вершина u ∈ IL \ I∗L, которая
связана ребром с некоторой вершиной i из I∗L. В результате получим противоречие
с определением идеала: u ◦ i = u /∈ I∗L.

Аналогично доказывается вторая часть теоремы. Если допустить, что произволь-
ный левый идеал IL — это не объединение компонент связности, то в множестве V \ IL
найдётся вершина u, которая связана ребром хотя бы с одной вершиной i из предпо-
лагаемого идеала IL: u ◦ i = u /∈ IL.

Определение 5. Пусть дан граф G = (V,E). Подмножество вершин I ⊂ V будем
называть долей графа G, если для любых i ∈ I и v ∈ V \ I верно, что (i, v) ∈ E.

Теорема 3. Минимальный по включению правый идеал IR — это доля графа.
Любой другой правый идеал является объединением долей графа.
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Доказательство. Аналогично доказательству теоремы2.

Теорема 4. Любой произвольный левый IL (правый IR) идеал на графе является
классом некоторой конгруэнции ρ.

Доказательство. В качестве классов конгруэнции ρ рассмотрим IL, а осталь-
ные классы возьмём одноэлементными. Из теоремы2 следует, что ни одна вершина
из множества V \ IL не связана ребром ни с одной вершиной из идеала IL. В резуль-
тате получим корректное разбиение на классы, согласно теореме 1, и определяющее
условие конгруэнции будет выполнено. Аналогично доказывается утверждение и для
случая правых идеалов IR, за той лишь разницей, что все вершины идеала IR связаны
со всеми вершинами из множества V \ IR.

Следствие 2. У произвольного графа G = (V,E) не может быть левого идеала
I 6= V , который одновременно был бы правым.

Доказательство. Если допустить, что такой идеал I существует, то он од-
новременно является объединением компонент связности и объединением долей. Это
возможно только в случае V \ I = ∅.

Теорема 5. Группоид графа G является полугруппой тогда и только тогда, когда
G— это либо полный граф Kn, либо пустой граф On.

Доказательство. Необходимость очевидна, так как для полного графаKn груп-
поид (V, ◦) является полугруппой левых нулей, а для On —полугруппой правых нулей.

Доказательство достаточности проведём перебором всех вариантов произведений
для троек вершин a, b, c с проверкой на ассоциативность.

С л у ч а й 1: три вершины не связаны ни одним ребром: (a, b) /∈ E, (b, c) /∈ E,
(a, c) /∈ E. Ассоциативность выполняется: a ◦ (b ◦ c) = c = (a ◦ b) ◦ c.

С л у ч а й 2: три вершины связаны ровно одним ребром: (a, b) /∈ E, (b, c) ∈ E,
(a, c) /∈ E. Ассоциативность нарушена, так как a ◦ (b ◦ c) = c 6= b = (a ◦ b) ◦ c.

С л у ч а й 3: три вершины связаны ровно двумя рёбрами: (a, b) ∈ E, (b, c) ∈ E,
(a, c) /∈ E. Ассоциативность также нарушена, так как a ◦ (b ◦ c) = a 6= c = (a ◦ b) ◦ c.

С л у ч а й 4: три вершины связаны тремя рёбрами: (a, b) ∈ E, (b, c) ∈ E, (a, c) ∈ E.
Ассоциативность выполняется: a ◦ (b ◦ c) = a = (a ◦ b) ◦ c.

Таким образом, для любых трёх вершин графа для выполнения условия ассоци-
ативности они должны быть либо соединены тремя рёбрами друг с другом, либо не
соединены ни одним ребром. Подобное условие верно для всех вершин только в случае,
если граф G является полным Kn либо пустым On.

Класс группоидов классических графов можно задать аксиоматически. Для этого
достаточно потребовать выполнения следующих трёх аксиом:

аксиома 1: ∀a (a2 = a) (идемпотентность);
аксиома 2: ∀a, b (a 6= b⇒ ab 6= ba) (антикоммутативность);
аксиома 3: ∀a, b (ab = a ∨ ab = b).
Продемонстрируем, что если группоид (Vs, ◦) удовлетворяет аксиомам 1–3, то он

порождает некоторый графGs = (Vs, Es). Для этого нужно гарантировать однозначное
восстановление множества рёбер Es на основе множества с операцией (Vs, ◦).

Определение 6. Назовём граф Gs = (Vs, Es) порождённым на основе группоида
(Vs, ◦), если его множество рёбер Es задано по правилу

∀a ((a, a) /∈ Es(G)) ∧ (∀b 6= a (a, b) ∈ Es(G)⇔ a ◦ b = a) .
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Достаточно показать, что определение порождённого графа корректно при усло-
вии, что группоид Vs удовлетворяет аксиомам 1–3. Пусть a ◦ b = a, тогда по аксио-
мам 2 и 3 получим b ◦ a = b, а ребро будет задано корректно для классического графа:
(a, b) ∈ Es и (b, a) ∈ Es. Аналогично рассматривается случай a ◦ b = b.

В свою очередь, аксиома 1 позволяет гарантировать, что у итогового графа все
вершины не имеют петель в соответствии с замечанием 1 к определению 3.

Напомним, что в теории универсальных алгебр многообразием называется такой
класс алгебр, который замкнут относительно взятия подалгебр, фактор-алгебр и пря-
мого произведения алгебр. Под прямым произведением двух группоидов D1 × D2 =
= {(d1, d2) : d1 ∈ D1, d2 ∈ D2} подразумевается группоид, для которого умножение
определено покомпонентно для всех его элементов (d1, d2) · (e1, e2) = (d1e1, d2e2) че-
рез умножения на D1 и D2. Отметим, что полученный на основе аксиом 1–3 класс
объектов не является многообразием, так как он замкнут только относительно подал-
гебр и фактор-алгебр, а прямое произведение в классическом смысле не определено
для графов. Действительно, если допустить, что у некоторых двух графов ab = a
для a, b ∈ V (G1) и cd = d для c, d ∈ V (G2), то для прямого произведения получим
(a, c) · (b, d) = (a, d), что является нарушением аксиомы 3.

В теории графов понятие подграфа вводится двумя разными способами. Подгра-
фом в слабом смысле Gs ⊆ G называется такой граф, для которого Vs ⊆ V и Es ⊆ E.
Подграфом в сильном смысле называется такой подграф, для которого дополнительно
требуется, чтобы Es было максимальным по включениям, т. е. содержало бы все рёбра,
которые соединяют вершины из Vs ⊆ V в исходном графе G (пример на рис. 4).
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Рис. 4. Пример подграфа H ⊂ G в сильном смысле

Теорема 6. Для любого графа G = (V,E) и любого непустого подмножества
вершин Vs ⊆ V верно:

1) (Vs, ◦) —подгруппоид исходного группоида (V, ◦);
2) граф Gs = (Vs, Es), порождённый (Vs, ◦), является подграфом в сильном смысле

для G.
Доказательство. Для группоида (V, ◦) выполняются аксиомы 1–3. Поскольку

они определены для всех элементов a, b ∈ V , они также выполняются и на произ-
вольном подмножестве Vs ⊆ V . Аксиома 3 гарантирует, что при умножении элементов
выйти за пределы Vs не получится, а значит, Vs замкнут относительно операции, и как
следствие — это подгруппоид для V .

Порождённым графом на основе (Vs, ◦) по определению 6 является такой граф
Gs = (Vs, Es), у которого рёбра заданы правилом: (a, b) ∈ Es ⇔ a ◦ b = a. Очевидно,
что данный граф является подграфом в сильном смысле графа G, так как он содержит
все рёбра, которые соединяют вершины из Vs в исходном графе G.
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2. Практическое приложение группоидов графов
Наиболее часто для представления графов в памяти компьютера используется мат-

рица смежности для вершин графа. Напомним, что матрицей смежности графа G
называется такая булева матрица An×n, которая индексирована множеством вершин
V (G) и для которой A(x, y) = 1 ⇔ (x, y) ∈ E(G). С точки зрения компактного хране-
ния данный способ является сильно избыточным. В первую очередь это связано с тем,
что матрица смежности любого классического графа симметрична, а на её главной
диагонали стоят только нули. Однако даже хранение только верхней части матрицы
избыточно, так как хранить в общем случае имеет смысл только реально существую-
щие рёбра (x, y) ∈ E(G), для которых A(x, y) = 1, а остальные по умолчанию можно
считать отсутствующими (A(x, y) = 0). Это подводит нас к рассмотрению первого
примера реализации компактного хранения.

Пример 1. Вводим на множестве вершин V (G) любой линейный порядок (V,<),
например, перейдя к канонической форме графа Canon(G) или любым другим ме-
тодом [6]. Для компактного хранения в память заносим список рёбер Em, пользуясь
правилом (x, y) ∈ Em ⇔ ((x, y) ∈ E(G) ∧ x < y). В результате в память будут занесе-
ны все рёбра графа G, и каждое ровно по одному разу.

Отметим, что способ примера 1 не позволяет полностью избавиться от избыточ-
ности в хранении графа. В частности, вершина с первым номером будет многократно
повторена в записи (x, y1), . . . , (x, yk). Более экономично указывать её один раз, а затем
перечислять все связанные с ней вершины.

Пример 2. Вводим на множестве вершин графа V (G) (|V | = n) любую взаим-
но-однозначную индексацию N : V → {1, . . . , n}. Для компактного хранения будем
последовательно заносить в память двойки (xi, U(xi)) следующего вида:

xi : N(xi) = i, U(xi) = {y : (x, y) ∈ E(G) ∧ ∀j < i (y /∈ U(xj))} .

Для дополнительной экономии при хранении графа можно оборвать запись в память
на первой паре (xi, U(xi)), для которой U(xi) = ∅.

От элементарных примеров сжатия данных для графов перейдём непосредствен-
но к приложению конгруэнций и фактор-графов для компактного хранения графов.
Общая идея заключается в том, чтобы вместо самого графа G хранить фактор-
граф G/ρ по максимальной нетривиальной конгруэнции ρ, а также все нетривиаль-
ные (содержащие больше одной вершины) классы [a] конгруэнции ρ как подграфы G.

Ш а г 1: пользуясь результатом теоремы 1, ищем максимальную по включениям
конгруэнцию ρ, исключая тривиальный случай разбиения на один класс [a] = V ;

Ш а г 2: определяем, какие из классов состоят более чем из одного элемента;
Ш а г 3: для всех нетривиальных классов [a], определённых на шаге 2, рассмат-

риваем подграфы G1, . . . , Gk ⊂ G, порождённые группоидами ([a], ◦);
Ш а г 4: в каждом классе [a] конгруэнции ρ выбираем произвольного представителя

a∗ ∈ [a];
Ш а г 5: вводим новый граф G∗/ρ = (V ∗ρ , E

∗
ρ), заменяя в фактор-графе G/ρ классы

вершин [a] на представителей a∗, выбранных на шаге 4;
Ш а г 6: заменяем исходный графG полученным набором графов (G∗/ρ,G1, . . . , Gk).
Согласно теореме 1, исходный граф G можно однозначно восстановить на осно-

ве (G∗/ρ,G1, . . . , Gk). Наличие ребра в G∗/ρ между двумя представителями a∗ и b∗

разных классов означает, что все элементы из класса [a∗] попарно смежны со всеми
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элементами из класса [b∗]. Аналогично, если ребра между a∗ и b∗ нет в G∗/ρ, то клас-
сы [a∗] и [b∗] также не связаны друг с другом ни одним ребром. Сжатие данных при
этом достигается за счёт удаления из рассмотрения всех «лишних» рёбер, которые свя-
зывают элементы различных классов (остаётся лишь один экземпляр такого ребра).
Естественно, что положительный результат с точки зрения сжатия достигается лишь
в том случае, если для хранения (G∗/ρ,G1, . . . , Gk) использован способ примера 1 или
примера 2.

Пример работы алгоритма сжатия представлен на рис. 5. Важно отметить, что в об-
щем случае если исходный граф G связный, то граф G∗/ρ также связный. Однако при
этом подграфы G1, . . . , Gk, которые соответствуют нетривиальным классам конгруэн-
ции ρ, вполне могут получиться несвязными (см. в качестве примера G1 на рис. 5).
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Рис. 5. Пример использования алгоритма сжатия графов

Замечание 2. Применение алгоритма сжатия для несвязных графов является
нецелесообразным. Это связано с тем, что компоненты связности, согласно теоремам 2
и 4, являются классами конгруэнций, так же как и объединение компонент связности.

Заключение
Предложенный способ описания графов может быть также полезен при решении

других задач теории графов. Например, его можно использовать для оптимизации ре-
шения задачи о клике. В классической постановке данной задачи необходимо найти
внутри произвольного графа G максимальный полный подграф Kn. Согласно теоре-
ме 6, группоид для такого подграфа является полугруппой, а значит, можно воспользо-
ваться для его поиска тестами на ассоциативность (тестами Лайта или их вероятност-
ными модификациями [7]). Можно также переформулировать задачу о восстановлении
графа по подграфам на языке алгебры, что потенциально может упростить её решение
(см. подробнее о задаче восстановления в [8]).

В работе [9] предложен способ задания метрических пространств (D, ρR) и (D, ρL)
на основе бинарной операции на группоиде D. Метрические пространства, которые
получены с помощью определения из [9], для рассмотренных в данной работе группо-
идов графов обладают следующим свойством: если две вершины графа автоморф-
ны (x ∼ y), то для любой другой вершины z расстояния до x и y совпадают:
ρR(x, z) = ρR(y, z) и ρL(x, z) = ρL(y, z). В результате по отношению к группоидам
графов сформулирована следующая гипотеза.

Гипотеза 1. Если применить к группоидам графов алгоритм поиска метрики,
изложенный в работе [9], то две вершины графа автоморфны тогда и только тогда,
когда для любой вершины z выполняется ρR(x, z) = ρR(y, z) ∧ ρL(x, z) = ρL(y, z).
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