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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАПОЛНЕНИЯ ЁМКОСТИ
НЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТЬЮ С ПРИМЕНЕНИЕМ VOF-МЕТОДА1

Проведено исследование процесса заполнения плоской ёмкости с централь-
ным телом в присутствии силы тяжести. Течение описывается уравнениями
Навье – Стокса и неразрывности, на стенках выполняются условия прилипа-
ния. Жидкость подается через канал на верхней крышке с заданным расхо-
дом. Задача решается численно с использованием метода контрольного объ-
ема и корректирующей процедуры SIMPLE. Местоположение свободной
поверхности определяется с помощью метода PLIC VoF. Выявлены различ-
ные режимы заполнения ёмкости в зависимости от определяющих парамет-
ров. Получены кинематические характеристики течения.
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режим.

Во многих промышленных областях важную роль играет течение жидкости со
свободной поверхностью, такое, как заполнение емкостей, растекание жидкости,
обтекание объектов и т.п. Для исследования используются методы математиче-
ского моделирования, которые позволяют получить сведения о поведении сво-
бодной поверхности жидкости и особенностях кинематических и динамических
характеристик потока.

К настоящему времени известны различные методы численного исследования
течения жидкости со свободной поверхностью. Обзор этих методов достаточно
подробно представлен в [1, 2]. Одним из широко распространённых методов в
вычислительной гидродинамике является метод VoF (Volume of Fluid), предло-
женный в [3]. Дальнейшее развитие этот метод получил в [4]. В этой работе пред-
ложена модификация метода, называемая PLIC VoF (Piecewise-Linear Interface
Calculation), которая позволяет представить свободную поверхность в виде на-
клонных отрезков.

Успешное применение PLIC VoF демонстрируется в [5−10]. В [5] с использо-
ванием метода PLIC VoF проводится моделирование процесса обрушения дамбы
жидкости. Сравнение результатов моделирования с результатами эксперимента
показало хорошее согласование. В [6] исследовалось влияние модели турбулент-
ности на поведение жидкости при обтекании плотины. Достоверность вычисли-
тельной методики подтверждена сравнением с многочисленными эксперимента-
ми. В [7] приводятся результаты моделирования процесса столкновения жидкости

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №18-19-00021).
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с препятствием, полученные различными методами отслеживания свободной по-
верхности. В [8] разработана модификация алгоритма PLIC VoF, позволяющая
проводить расчеты с более высокой точностью. В [9], используя PLIC VoF, про-
водится исследование течения ньютоновской жидкости через пористую среду.
В [10] PLIC VoF применяется для моделирования процесса заполнения ёмкости
пенополиуретанами.

Методы вычислительной гидродинамики применяются для исследования те-
чения при заполнении емкостей. В работе [11] рассматривается медленное тече-
ние вязкой жидкости, реализующееся в технологии метода свободного литья на
этапах течения жидкости в массопроводе и заливки пресс-форм различной конфи-
гурации. Показано, что монолитность изделий может нарушаться за счет образо-
вания газовых включений и внутренних границ раздела в жидкости. Описаны ус-
ловия, при которых возможно появление таких дефектов: при течении жидкости в
массопроводе, при наличии в нем конструктивного элемента типа «диафрагма» и
при заполнении пресс-форм в струйном режиме. В [12] моделируется процесс ли-
тья под давлением при заполнении пресс-формы вязкой жидкостью. Показано,
что такой процесс может проходить с образованием воздушных полостей или ли-
ний спая. Это, в свою очередь, приводит к внутренним дефектам готового изде-
лия. При этом существуют отдельные диапазоны значений числа Стокса, обеспе-
чивающие бездефектный режим заполнения.

Авторы [13, 14] исследовали влияние метода литья топливной композиции на
производительность и надежность энергетических установок. Согласно проведен-
ным исследованиям, высказано предположение, что распределение порций топ-
ливной композиции внутри пресс-формы влияет на локальную скорость горения.
В [15, 16] с помощью математического моделирования проводился расчет рабо-
чих характеристик твердотопливного двигателя при различных вариантах литья

топливных композиций. Показано влияние
процесса изготовления топливных зарядов на
баллистические свойства твердотопливных
двигателей.

Целью настоящей работы является изуче-
ние процесса заполнения ёмкости вязкой
жидкостью и выявление особенностей кине-
матических и динамических характеристик
течения.

Постановка задачи

Рассматривается течение ньютоновской
жидкости, реализуемое при заполнении пло-
ской ёмкости с центральным телом в поле си-
лы тяжести. Область решения показана на
рис. 1. Жидкость поступает в ёмкость через
входное сечение Г2 с заданным расходом.
Вдоль плоскости симметрии имеется твердое
тело высотой h < H, и шириной l < L. Счита-
ется, что в начальный момент заполнен толь-
ко входной канал.
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Рис. 1. Область решения
Fig. 1. Solution domain
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Математическая постановка включает уравнения движения и неразрывности,
записанные в безразмерном виде
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где U и V – проекции вектора скорости на оси декартовой системы координат x и
y, соответственно; P – давление; Re – число Рейнольдса; W – параметр, характе-
ризующий соотношение гравитационных и вязких сил в потоке.

При обезразмеривании выбраны следующие масштабы: D – ширина входного
канала; U0 – среднерасходная скорость жидкости во входном сечении; μ – вяз-
кость жидкости; ρ – плотность жидкости; g – ускорение свободного падения.

В качестве граничных условий во входном сечении Г2 задан параболический
профиль, соответствующий установившемуся течению ньютоновской жидкости в
плоском бесконечном канале
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На твердых стенках Г1 выполняется условие прилипания

1 1Г Г0, 0.U V= = (5)

На свободной поверхности должны выполняться условия отсутствия касатель-
ных напряжений и равенство нормального напряжения внешнему давлению.

В начальный момент времени свободная граница является прямой y = H.

Метод решения

Для численного решения сформулированной задачи используется вычисли-
тельная технология VoF-метода. Основные уравнения решаются методом кон-
трольного объема, с применением корректирующей процедуры SIMPLE. Положе-
ние свободной поверхности в каждый момент времени определятся с помощью
VoF-метода.

Идея метода заключается в том, что вводится функция F, значение которой
равно единице во всех точках, занятых жидкостью, и равно нулю в остальных
точках. При осреднении по контрольному объёму разностной сетки среднее зна-
чение F равно объёмной доле контрольного объёма, занятой жидкостью. В част-
ности, F = 1 соответствует контрольному объёму, полностью заполненному жид-
костью, а F = 0 указывает на то, что контрольный объём не содержит жидкости.
Контрольные объёмы, в которых F принимает значение от нуля до единицы, со-
держат свободную поверхность.

Значения этой функции с течением времени находятся из уравнения
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∂ ∂ ∂
(6)



76 Е.И. Борзенко, Е.И. Хегай

которое дискретизируется на разностной сетке, и значения потоков через грани
рассчитываются, исходя из геометрических соображений и рассчитанных значе-
ний скорости на гранях контрольного объёма.

Нормаль к свободной поверхности направлена вдоль градиента функции F.
Когда известно значение F и направление нормали к свободной поверхности в
граничном контрольном объёме, можно провести линию, аппроксимирующую
свободную поверхность. Поэтому, помимо определения граничного контрольного
объёма, функция F используется для определения местоположения жидкости
внутри него. Классический метод VoF предполагает существование только двух
вариантов расположения свободной поверхности внутри контрольного объёма
(вертикально или горизонтально). При решении данной задачи использовалась
модификация оригинального метода – PLIC VoF, которая предполагает произ-
вольный наклон свободной поверхности [19].

Методические расчеты

Для тестирования разработанного алгоритма и программы расчета проведена
проверка аппроксимационной сходимости на последовательности сеток. В каче-
стве контролируемых характеристик выбраны форма свободной поверхности и
закон сохранения массы жидкости. Используемые значения определяющих пара-
метров Re = 1 и W = 20 обеспечивают картину течения, представленную на рис. 2
в момент времени t = 4.
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Рис. 2. Форма свободной поверхности на сетках с шагом по пространству h,

в момент времени t = 4 при Re = 1, W = 20: 1 – h = 1
10

, 2 – h = 1
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, 3 – h = 1
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 и 4 – h = 1
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Fig. 2. Free surface shape calculated using the grid step, h, at time instant of t = 4

for Re = 1 and W = 20: h = (1) 1
10

, (2) 1
20

, (3) 1
40

, and (4) 1
80
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Ошибка в законе сохранения массы жидкости рассчитывалась по формуле
( ) ( )

( )
0

1
0

100 %.
M t M t

E
M t

−
= ⋅

Здесь ( )0M t  – масса жидкости, которая поступила в ёмкость через входное от-
верстие за время t; ( )M t  – вычисленная масса жидкости в ёмкости в момент вре-
мени t.

Максимальное различие формы свободной поверхности на ряде сеток наблю-
дается на линии трехфазного контакта жидкости и центрального тела. Различие
координаты формы свободной поверхности в узлах, лежащих на твердой стенке
центрального тела, вычислялось по формуле 2 2 100 %.h hE y y= − ⋅  hy  и 2hy  –
координаты y точек свободной поверхности в сечении x = 2 на сетках с шагами h
и h/2 соответственно.

Различие формы свободной поверхности по ширине стекающего слоя рассчи-
тывалось по формуле 3 2 100 %.h hE x x= − ⋅  hx  и 2hx  – координаты x точек сво-
бодной поверхности в сечении y = 3 на сетках с шагами h и h/2 соответственно.

В таблице приведены значения E1, E2 и E3 на последовательности сеток. Мак-
симальная ошибка в законе сохранения массы жидкости E1 получалась в момент
времени, соответствующий полному заполнению. E2 и E3 вычислялись при пара-
метрах, для которых реализуется ситуация, показанная на рис. 2.

Вычисленные значения E1, E2 и E3 на сетках с шагом h по пространству, %

h
1

10
1
20

1
40

1
80

E1 0.359 0.081 0.030 0.008
E2 0.060 0.038 0.013
E3 0.00207 0.00097 0.00020

Результаты, представленные в таблице, демонстрируют аппроксимационную
сходимость по выбранным величинам.

Аналогичная задача о заполнении ёмкости рассматривалась в [11] в прибли-
жении ползущего течения, а решение получено методом граничных элементов. На
рис. 3 демонстрируется сравнение результатов, полученных методом PLIC VoF
(рис. 3, b, d), с данными [11] (рис. 3, a, c). Наблюдается качественное согласова-
ние с небольшими количественными отклонениями.

Рис. 3. Эволюция свободной по-
верхности при H = 7.5, h = 2.5, L = 5,
и l = 0.5: a – ползущее течение,
W = 0.04 [11], b – Re = 0.1, W = 0.04,
c – ползущее течение, W = 0.4 [11],
d – Re = 0.1, W = 0.4
Fig. 3. Free surface evolution at
H = 7.5, h = 2.5, L = 5, and l = 0.5: (a)
a creeping flow at W = 0.04 [11], (b)
Re = 0.1 and W = 0.04, (c) a creeping
flow at W = 0.4 [11], and (d) Re = 0.1
and W = 0.4

a b c d
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В [17] исследовалась устойчивость струи высоковязкой жидкости, натекающей
на горизонтальную твердую поверхность (рис. 4). Приведен график (рис. 5) зави-
симости критической высоты входного канала над горизонтальной твердой стен-
кой H от параметра W, при превышении которой происходит потеря устойчивости
струи, выражающаяся в ее периодическом изгибании. При параметрах, соответст-
вующих точкам, лежащим выше кривой 1, струя неустойчивая (рис. 4, a), ниже –
устойчивая (рис. 4, b). Сравнение показывает согласование результатов.
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Рис. 4. Эволюция свободной по-
верхности в случаях неустойчивого
и устойчивого режимов Re = 0.1,
W = 0.1: а – H = 15 и b – H = 10
Fig. 4. Free surface evolution in the
cases of unstable and stable regimes at
Re = 0.1, W = 0.1: H = (а) 15 and
(b) 10

Рис. 5. Зависимость критической высоты H от па-
раметра W: 1 – данные из [17], 2 – результаты на-
стоящей работы при Re = 0.1, 3 и 4 – эксперимен-
тальные данные из [18] и [19]
Fig. 5. Critical height H as a function of the parameter
W: (1) data from [17], (2) results from the current
work at Re = 0.1, (3) and (4) experimental data from
[18] and [19], respectively

Результаты

Все дальнейшие расчеты проводились при следующих размерах: L = 3, H = 5,
l = 1, h = 4; H0 выбиралась достаточной для исключения влияния входного сече-
ния на характер течения внутри ёмкости. Давление внутри ёмкости в начальный
момент времени считается равным нулю.

В ходе проведения параметрических исследований выявлены четыре режима
заполнения, которые качественно отличаются эволюцией свободной поверхности,
и продемонстрированы на рис. 6.

При доминировании вязких эффектов над гравитационными наблюдается ре-
жим сплошного заполнения, когда свободная поверхность полностью перекрыва-
ет боковые полости (рис. 6, a). Увеличение гравитационных эффектов приводит к
режиму стекающего по центральному телу слоя (рис. 6, b). В этом случае жид-
кость стекает по стенке центрального тела, достигает дна, а затем заполняется ос-
тальная часть ёмкости. Увеличение инерционных эффектов приводит к формиро-
ванию струи (рис. 6, c), и, в дальнейшем – к режиму стекания по внешним стен-
кам боковых полостей (рис. 6, d).
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Рис. 6. Четыре основных режима заполнения ёмкости: a – сплошное заполнение
(Re = 5, W = 0.1), b – стекание по центральному телу (Re = 1, W = 10), c – струя
(Re = 6, W = 10), d – стекание по боковым стенкам (Re = 15, W = 10)
Fig. 6. Four basic regimes of a reservoir filling: (a) draining all-over the lateral grooves
(Re = 5, W = 0.1), (b) draining down the central rod (Re = 1, W = 10), (c) draining as a jet
(Re = 6, W = 10), and (d) draining down the lateral grooves (Re = 15, W = 10)

На рис. 7 показано распределение кинематических и динамических характери-
стик в момент времени t = 8 в режиме сплошного заполнения. По мере заполнения
в местах обтекания центрального тела образуется двумерное течение, а вдоль бо-
ковых полостей – одномерное. Давление во входном канале увеличивается по

Рис. 7. Кинематика течения в режиме сплошного заполнения
(Re = 1, W = 1): U (a), V (b) и P (c)

Fig. 7. Flow kinematics in the regime of fluid draining all-over the lateral grooves
(Re = 1, W = 1): (a) U, (b) V, and (c) P
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мере заполнения. В боковых полостях, вдали от фронта свободной поверхности,
изолинии горизонтальны и параллельны друг другу, что соответствует одномер-
ному течению.

На рис. 8 показано распределение кинематических и динамических характери-
стик в момент времени t = 8 в режиме стекания по центральному телу. В этом
случае при заполнении боковых полостей образуются застойные зоны у дна ёмко-
сти, в которых скорость практически равна нулю и жидкость покоится.

Рис. 8. Кинематика течения в режиме стекания по центральному телу
(Re = 1, W = 10): U (a), V (b) и P (c)

Fig. 8. Flow kinematics in the regime of fluid draining down the central rod
(Re = 1, W = 10): (a) U, (b) V, and (c) P

Поля скоростей и давления в момент времени t = 8 в режиме струи и в режиме
стекания по боковым стенкам ёмкости показаны на рис. 9 и 10 соответственно.
Характер распределения полей продольной и поперечной скоростей и давления в
этих режимах качественно совпадает с предыдущим.

Исследование массораспределения жидкости в процессе заполнения ёмкости
позволяет оценивать неоднородность пространственного распределения свойств
материала конечного изделия. Поэтому в настоящей работе проведено исследова-
ние распределения порций жидкости, подаваемых через входное отверстие в
пресс-форму за единичный интервал времени. Топограммы распределения порций
для четырех режимов приведены на рис. 11 для момента времени, соответствую-
щего полному заполнению емкости. Видно, что в первом режиме заполнение име-
ет фонтанирующий характер [20], а в остальных режимах порции жидкости рас-
пределяются параллельными слоями.

Анализ истории деформации элементов жидкости позволяет прогнозировать ка-
чество конечного изделия. В связи с этим проведено исследование эволюции и ори-
ентации объёмов жидкости квадратной формы, подаваемых через входной канал.
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Рис. 9. Кинематика течения в режиме струи (Re = 6, W = 10):
U (a), V (b) и P (c)

Fig. 9. Flow kinematics in the regime of fluid draining as a jet
(Re = 6, W = 10): (a) U, (b) V, and (c) P

Рис. 10. Кинематика течения в режиме стекания по боковым стенкам
(Re = 15, W = 10): U (a), V (b) и P (c)

Fig. 10. Flow kinematics in the regime of fluid draining down the lateral grooves
(Re = 15, W = 10): (a) U, (b) V, and (c) P
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a b c d

Рис. 11. Топограммы распределения порций жидкости: a – сплошное заполнение (Re = 5,
W = 0.1), b – стекание по центральному телу (Re = 1, W = 10), c – струя (Re = 6, W = 10),
d – стекание по боковым стенкам (Re = 15, W = 10)
Fig. 11. Topograms of the fluid mass distribution: (a) draining all-over the lateral grooves
(Re = 5, W = 0.1), (b) draining down the central rod (Re = 1, W = 10), (c) draining as a jet
(Re = 6, W = 10), and (d) draining down the lateral grooves (Re = 15, W = 10)

В первом режиме сказывается влияние фонтанирующего характера процесса.
При этом объёмы жидкости вытягиваются вдоль боковых полостей. В остальных
режимах элементы жидкости меньше подвергаются деформации. Элементы рас-
полагаются параллельно. На рис. 12 показаны положения деформированных объ-
ёмов жидкости на момент полного заполнения ёмкости.

a b c d

Рис. 12. Деформация объёмов жидкости, подаваемых во входной канал через единичный
интервал времени поочередно в левую и правую половину: a – сплошное заполнение
(Re = 5, W = 0.1), b – стекание по центральному телу (Re = 1, W = 10), c – струя (Re = 6,
W = 10), d – стекание по боковым стенкам (Re = 15, W = 10)
Fig. 12. Strain of the fluid portions entering through the inlet channel per unit time alternately
into the left and right grooves: (a) draining all-over the lateral grooves (Re = 5, W = 0.1), (b)
draining down the central rod (Re = 1, W = 10), (c) draining as a jet (Re = 6, W = 10), and (d)
draining down the lateral grooves (Re = 15, W = 10)
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На рис. 13 представлена диаграмма режимов заполнения. При малых значениях
параметра W процесс заполнения проходит в режиме сплошного заполнения (об-
ласть I). При малых значениях числа Рейнольдса  жидкость стекает по центрально-
му телу (область II). Увеличение Рейнольдса приводит к отрыву потока от цен-
трального тела, процесс переходит в режим струи (область III) и при дальнейшем
росте Re в режим стекания по внешним стенкам боковых полостей (область IV).

Рис. 13. Диаграмма режимов:
I – сплошное заполнение, II –
стекание по центральному телу,
III – струя, IV – стекание по бо-
ковым стенкам
Fig. 13. Diagram of the regimes:
(I) draining all-over the lateral
grooves, (II) draining down the
central rod, (III) draining as a jet,
and (IV) draining down the lateral
grooves

Заключение

Исследован процесс заполнения ёмкости с центральным телом под действием
силы тяжести. Алгоритм решения основных уравнений, описывающих течение,
основан на совместном использовании метода PLIC VoF и корректирующей про-
цедуры SIMPLE. Параметрические исследования проводились в диапазоне чисел
Рейнольдса 0 < Re < 20 и значений параметра W, характеризующего соотношение
гравитационных и вязких сил в потоке 0 < W < 20.

В результате продемонстрированы четыре режима заполнения ёмкости. При
доминировании вязких эффектов над гравитационными наблюдается режим
сплошного заполнения, когда свободная поверхность полностью перекрывает бо-
ковые полости. Увеличение гравитационных эффектов приводит к режиму сте-
кающего по центральному телу слоя. В этом случае жидкость стекает по стенке
центрального тела, достигает дна, а затем заполняется остальная часть ёмкости.
Увеличение инерционных эффектов приводит к формированию струи и в даль-
нейшем – к режиму стекания по внешним стенкам боковых полостей. Проведен
анализ кинематики режимов заполнения. Показано, что в режиме сплошного за-
полнения реализуется одномерное течение в боковых полостях и двумерное – в
окрестности обтекания центрального тела, в остальных режимах образуются за-
стойные зоны в окрестности дна. Исследован характер массораспределения жид-
кости внутри ёмкости. В режиме сплошного заполнения проявляется фонтани-
рующий характер течения, а в остальных режимах порции жидкости распределя-
ются параллельными слоями. Проведен анализ деформации элементов жидкости в
процессе заполнения. Наибольшим деформациям элементы жидкости подверга-
ются в режиме сплошного заполнения. Построена диаграмма распределения ре-
жимов в зависимости от числа Рейнольдса и параметра W.
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In this paper, the filling of a plane reservoir, having a central rod, with a fluid under gravity is
studied. The flow is described by the Navier-Stokes and continuity equations. On the solid walls, the
no-slip boundary conditions are satisfied. The fluid with a fixed flow rate enters the reservoir
through the channel on the top. The problem is solved numerically using the control volume method
and SIMPLE procedure. The free surface location is determined using the PLIC-VOF method.
Mathematical formulation of the problem includes two non-dimensional parameters, namely, the
Reynolds number (Re) and the ratio of the gravity forces to the viscous forces in a fluid (W).

As a result, four regimes of the reservoir filling have been discovered. When viscous effects
dominate over gravitational effects, the regime characterized by draining all-over the lateral
grooves is observed, wherein the free surface completely overlaps the lateral grooves. An increase
in the gravitational effects leads to the regime characterized by draining down the central rod. In
this case, the fluid flows along the central rod walls, then reaches the bottom, and fills in the rest
part of the reservoir. Further increase in the inertial effects gives rise to the regime characterized
by draining as a jet, and, subsequently, to the regime of draining down the lateral grooves. The
kinematic characteristics of the flows are presented. It is shown that in the case of draining all-
over the lateral grooves, one-dimensional flow occurs in the lateral grooves and two-dimensional
flow occurs in the vicinity of the central rod. In other regimes, dead zones are formed in the
vicinity of the bottom. The behavior of the fluid mass distribution over the reservoir is studied. In
the regime of draining fluid all-over the lateral grooves, a fountain flow is observed, and in other
regimes, the portions of the fluid are distributed in parallel layers. The deformation of the fluid
portions during the filling is analyzed. The diagrams illustrating the reservoir filling regimes are
presented at various values of Reynolds number and parameter W.
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