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Выполнено численное моделирование обрушения столба жидкости в куби-
ческом и цилиндрическом резервуарах. Математическое моделирование
движения двухфазной среды основано на методе объема жидкости. Получе-
ны зависимости положения фронта жидкости, уровня жидкости, давления в
контрольной точке на стенку резервуара от времени в процессе обрушения
столба жидкости в форме гексаэдра, цилиндра, кольца.
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Исследование движения жидкости со свободной поверхностью несомненно
актуально и имеет как теоретическую, так и практическую значимость при реше-
нии таких экологических задач, как обрушение дамбы, прорыв плотины, сход се-
лей, разлив загрязнений; в химической технологии – при нанесении функцио-
нальных покрытий; в машиностроении – при литье металлов, для определения ве-
личины нагрузок на стенки при конструировании топливных баков автотранс-
портных средств; при проектировании мостов и водохранилищ.

Задачи моделирования течений со свободной поверхностью выделены в от-
дельный класс задач механики сплошной среды [1]. Их особенностью является
наличие свободной поверхности, форма которой неизвестна, при этом движение
вязкой жидкости, как правило, является нестационарным, трехмерным, сопрово-
ждается натеканием потока на различные препятствия, характеризуется сильной
деформацией свободной поверхности вплоть до таких явлений, как опрокидыва-
ние волн, образование пузырей и брызг.

Классической тестовой задачей для течений со свободной поверхностью явля-
ется задача обрушения столба жидкости. Одним из первых лабораторный экспе-
римент обрушения столба жидкости в прямоугольном канале был выполнен авто-
рами [2]. Эти результаты используются для верификации математических моде-
лей и алгоритмов при расчете течений со свободной поверхностью. Эксперимен-
тальные исследования приведены также в работах [3–5].

Для класса течений со свободной поверхностью, как правило, получение ана-
литических решений и проведение лабораторных экспериментов затруднительно.
В большинстве случаев именно математическое моделирование оказывается ин-
формативным инструментом исследования, который позволяет, меняя входные
параметры в широком диапазоне, изучать процесс движения сред, анализируя
численный эксперимент прогнозировать последствия крупномасштабных техно-
генных катастроф, связанных с разрушением дамб и плотин. Математическое мо-
делирование по сравнению с натурным экспериментом имеет такие преимущест-
ва, как экономичность, возможность воссоздания опасных и трудновоспроизво-
димых в натуре режимов, анализа и выявления общих закономерностей.
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К настоящему времени для математического моделирования движения жидко-
сти со свободной поверхностью в пакетах программ с открытым исходным кодом
реализованы следующие методы [1]: Volume of Fluid (метод объема жидкости),
Smoothed Particle Hydrodynamics (метод сглаженных частиц), Particle Finite
Element Method (метод конечных элементов с частицами).

Математическое моделирование обрушения столба жидкости представлено в
работах [1, 4–11].

В работе [1] для расчета используются следующие пакеты программ: Open-
FOAM, Gerris, pySPH, DualSPHysics, Kratos. В [6] расчет проводится на Open-
FOAM с использованием ( k − ε )-модели турбулентности.

Задача о разрушении плотины при наличии слоя жидкости в нижнем бьефе
рассматривается в [7]. Нестационарные уравнения Навье – Стокса решаются ме-
тодом SPH. Его основная идея состоит в дискретизации сплошной среды конеч-
ным набором лагранжевых частиц, которые движутся со скоростью потока и до-
пускают произвольную связность между собой, что позволяет отказаться от ис-
пользования сеток и называть метод бессеточным.

Задача об обрушении столба слабосжимаемой жидкости в изотермическом
случае описывается уравнениями неразрывности и Навье – Стокса в [8]. При этом
система замыкается уравнением состояния в форме Тэта, используются техноло-
гии параллельных вычислений Nvidia CUDA.

Необходимость учета эффектов турбулентности при моделировании течений
со свободной поверхностью обсуждается в [9].

Ряд работ посвящен натеканию потока на препятствия различной формы [9 –
13]. Взаимодействие длинной гравитационной волны типа цунами с подводными
преградами исследуется в [14].

Отметим, что в названных лабораторных экспериментах и численных расчетах
в качестве рабочей среды рассматривалась только вода, а резервуар выбирался
прямоугольной формы. Целью данной работы является численное исследование
обрушения столба жидкости в форме цилиндра и кольца в цилиндрическом ре-
зервуаре; сравнение зависимостей положения фронта и уровня жидкости от
времени, давления в контрольных точках и других параметров процесса.

Постановка задачи

Рассмотрим три различных схемы резервуара и столба жидкости (рис. 1).
Первый вариант показан на рис. 1, a. В заполненном воздухом кубическом ре-

зервуаре со стороной H = 0.584 м находится столб жидкости в форме гексаэдра
высотой b =0.292 м, шириной a = 0.146 м в гидростатическом равновесии. Столб
жидкости ограничен тонкой непроницаемой перегородкой, установленной верти-
кально. В начальный момент времени перегородка удаляется, а столб жидкости
под действием силы тяжести начинает обрушиваться.

Второй вариант схемы (рис. 1, b) представляет собой цилиндрический резер-
вуар высотой H , радиусом 2r H= , в центре которого размещен столб жидкости
высотой b  за перегородкой в форме круглой трубы радиусом a . После удаления
перегородки жидкость растекается в радиальном направлении от оси к периферии
резервуара.

Третий вариант – также цилиндрический резервуар (рис. 1, c). Однако в отли-
чие от второго варианта, где жидкость размещается в центре, в третьем варианте
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схемы столб жидкости высотой b , шириной a  имеет форму кольца и в началь-
ный момент находится вдоль стенки цилиндрического резервуара за перегородкой
в форме круглой трубы радиусом 2r a− . После устранения перегородки жидкость
устремляется в направлении от стенки цилиндрического резервуара к его оси.

Рис. 1. Схемы областей: a – кубический резервуар со столбом жидкости в форме гексаэдра;
b – цилиндрический резервуар с цилиндрическим столбом жидкости в центре; c – цилинд-
рический резервуар со столбом жидкости на периферии у стенки в форме кольца
Fig. 1. Design of the reservoirs: (a) cubic reservoir with a hexahedral liquid column; (b) cylindri-
cal reservoir with a cylindrical liquid column in the center; and (c) cylindrical reservoir with a
ring-shaped liquid column on the periphery near the wall

Для моделирования нестационарного движения вязкой несжимаемой жидкости
со свободной поверхностью выбран метод объема жидкости (Volume of Fluid)
[15], согласно которому течение среды моделируется единым набором уравнений
движения для всех фаз. Предполагается, что движение жидкости является турбу-
лентным.

Рассматривается двухфазная среда, которая состоит из жидкой и газовой фаз.
Обозначим через α  объемную долю жидкой фазы. Если контрольный объем за-
нят жидкостью, то 1α = , если газом – 0α = , если через контрольный объем про-
ходит фазовая граница, то 0 1< α < .

Плотность ρ , динамический коэффициент вязкости среды рассчитываются по
соответствующим значениям жидкости (индекс l ) и газа (индекс g ) с использо-
ванием маркерной функции α :

( )1l gρ = ρ α +ρ −α , ( )1l gμ = μ α +μ −α .

Для описания нестационарного турбулентного движения вязкой несжимаемой
жидкости записываются трехмерные осредненные уравнения Рейнольдса. Урав-
нение неразрывности

( ) 0i

i

u
t x

∂ ρ∂ρ
+ =

∂ ∂
. (1)

Уравнение количества движения имеет вид
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Здесь iu  – компонента осредненного вектора скорости u , t  – время, p  – давле-
ние, eff tμ = μ +μ  – эффективная вязкость, tμ  – турбулентная, или вихревая вяз-
кость, ijδ  – символ Кронекера, ig  – компоненты ускорения свободного падения,

κ = −∇ ⋅n  – кривизна свободной поверхности, = ∇α ∇αn  – единичная нормаль
к поверхности раздела фаз, σ  – коэффициент поверхностного натяжения.

Для определения положения свободной поверхности записывается уравнение
конвективного переноса

( ) ( )( ),1
0r ii

i i

uu
t x x

∂ −α α∂ α∂α
+ + =

∂ ∂ ∂
. (3)

Необходимое сжатие поверхности осуществляется путем введения дополни-
тельного искусственного члена сжатия ru  по формуле

r l g= −u u u .

По повторяющимся индексам предполагается суммирование. Уравнения (1) –
(3) дополняются моделью замыкания, начальными и граничными условиями.

Моделирование турбулентности осуществляется на основе зональной модели
Ментера SST [16], получившей широкое распространение при решении научных и
прикладных задач, поскольку она обеспечивает качественный результат с разум-
ной точностью. Большой опыт ее эксплуатации свидетельствует о том, что она по
совокупности своих качеств является одной из лучших среди существующих мо-
делей турбулентности. SST модель представляет собой комбинацию (k−ε)-модели,
которая хорошо зарекомендовала себя при расчете свободных течений, и (k−ω)-
модели, обеспечивающей существенно более точное описание пристеночных по-
граничных слоев [17]. Она реализована с использованием специально сконструи-
рованной эмпирической функции переключения. Модель Ментера SST включает
уравнения для транспорта кинетической энергии турбулентности k  и скорости
диссипации турбулентной энергии ω :

( ) ( )
( )* *

t
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k
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u kk kP k
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, (4)
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(5)

В уравнениях (4) и (5) используются следующие обозначения для вспомога-
тельных соотношений и коэффициентов замыкания: ( )* *min , 20P P k= β ω ,
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, d  – расстояние от узла сетки до стенки.

Константы ωγ , ωβ , ωσ  рассчитываются по формулам

( )1 1 1 21F Fω ω ωγ = γ + − γ , ( )1 1 1 21F Fω ω ωβ = β + − β , ( )1 1 1 21F Fω ω ωσ = σ + − σ ;
*2

11
1 * *

ωσ κβ
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β β
, 
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22
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ωσ κβ

γ = −
β β

; 1 0.85kσ = , 2 1.0kσ = , 1 0.5ωσ = , 2 0.856ωσ = ,

1 0.075β = , 2 0.0828β = , * 0.09β = , * 0.41κ = , 1 0.31a = .
На стенках резервуара задаются граничные условия
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∂
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d
ν

ω =
β

,

здесь 1 0.075β = , 1d  – пристеночный шаг, n  – нормаль. В начальный момент
времени 0t =  значения компонент скорости равны нулю, движение отсутствует.
Движение среды начинается после открытия перегородки.

Решение задачи (1) – (5) осуществляется методом конечных объемов с по-
мощью OpenFOAM [18]. Открытая интегрируемая платформа OpenFOAM явля-
ется мощным современным эффективным инструментом для численного модели-
рования задач механики сплошных сред. Для решения системы линейных урав-
нений для давления используется алгебраический многосеточный метод, для
скорости – метод бисопряженных градиентов. Шаг по времени t∆  подбирается
в процессе вычислений таким образом, чтобы число Куранта Co  для всех ячеек
расчетной области не превосходило 0.25. Число Куранта ячейки ( )Co= t u x∆ ∆
определяется по величине скорости жидкости через ячейку u , размеру ячейки
в направлении скорости x∆ .

Результаты расчетов

Поскольку решение тестовой задачи является неотъемлемой частью исследо-
ваний, в которых основным инструментом являются методы математического мо-
делирования, перед проведением основных вычислительных экспериментов по
изучению обрушения столба жидкости в цилиндрическом резервуаре  рассмотрим
модельную задачу об обрушении столба жидкости в кубическом резервуаре, для
которой имеются многочисленные экспериментальные данные, в том числе [2–5].
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При расчете задаются следующие параметры жидкости и газа: плотность
310lρ =  кг/м³, 1.2gρ =  кг/м³; коэффициент кинематической вязкости

610l
−ν =  м²/с, 51.48 10g

−ν = ⋅  м²/с. Коэффициент поверхностного натяжения σ
равен 0.072 Н/м.

Результаты расчетов представим в безразмерном виде. Для этого обозначим
через 1X x a=  безразмерное положение фронта жидкости для схем, показанных
на рис. 1, a, b, и через ( )1X H x a= −  – для схемы на рис. 1, c, ее уровень

3Y x a= , безразмерное время t a gτ = , скорость 1U u gH= , давление

P p gH= ρ . Число Рейнольдса Re lH gH= ν , определяемое по характерному

размеру H , скорости gH  и вязкости жидкости lν  составляет 6Re 1.4 10= ⋅ .
Дискретизация расчетной области осуществляется гексаэдральными элемен-

тами. Рис. 2 иллюстрирует результаты численного расчета поля маркер-функции
α  в центральном поперечном сечении области. Полагается, что форма свободной
границы определяется изоповерхностью 0.5α = . В начальный момент времени
( 0τ = ) столб жидкости ограничен перегородкой и находится в гидростатическом
равновесии. После удаления перегородки столб жидкости под действием силы
тяжести начинает обрушиваться, вода устремляется вправо к противоположной
стенке резервуара. Отметим, что на межфазной границе «вода-воздух» наблюда-
ются волны. После взаимодействия с противоположной стенкой резервуара жид-
кость поднимается вверх ( 3.0τ = ), затем гребень волны отклоняется влево и вол-
на опрокидывается ( 6.56τ = ).

Рис. 2. Обрушение столба жидкости в кубическом резервуаре
Fig. 2. Collapse of the liquid column in a cubic reservoir

Результаты исследования сеточной сходимости на четырех сгущающихся сет-
ках представлены в таблице. Оценивается влияние числа элементов расчетной об-
ласти на безразмерное время *τ , за которое волна жидкости достигает противопо-
ложную стенку резервуара, и максимальное безразмерное давление жидкости

maxP  при взаимодействии волны со стенкой резервуара, замеренное на высоте
0.12.
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Исследование сеточной сходимости

№ Сетка τ∗ Pmax
1 100×100×1 2.102 1.1171
2 250×250×1 2.104 1.1709
3 500×500×1 2.106 1.1927
4 1000×1000×1 2.106 1.1987

Видно, что для получения качественного решения достаточно 500 узлов по
высоте области и 500 – в направлении движения волны. Для дальнейших расчетов
выбрана сетка № 3. При моделировании процесса обрушения столба жидкости в
цилиндрическом резервуаре конструируется расчетная область в форме цилинд-
рического сектора с углом 4°, строится сетка с количеством узлов 500 в осевом
и радиальном направлениях.

Анализ поля скоростей показывает, что движение жидкости вызывает в свою
очередь вихревое движение воздуха. Рис. 3 демонстрирует изменение компоненты
скорости среды в направлении ее движения в разные моменты времени на отрезке
CD , пролегающем вдоль дна кубического резервуара. Характерно, что макси-
мальные значения скорость двухфазной среды достигает на фронте жидкости.

U

X

Рис. 3. Продольная компонента скорости среды вдоль отрезка CD
Fig. 3. The longitudinal component of the velocity of medium along the segment CD

Численный эксперимент, в отличие от натурного, позволяет оценить влияние
любого параметра на изучаемый процесс. Так, в случае с кубическим резервуа-
ром, установлено, что изменение плотности жидкости в диапазоне от 200 до
5000 кг/м³ не влияет существенно на положение фронта жидкости X. Разница зна-
чений X  при этом составляет не более 2 %.

Изменение коэффициента кинематической вязкости жидкости νl в диапазоне
от νl = 10−7 до 10−5 м²/с фактически не влияет на положение фронта жидкости, од-
нако жидкости с высокой вязкостью (νl > 10−5 м²/с), например многие виды масел,
растекаются медленнее. Так, волна жидкости с коэффициентом кинематической
вязкости νl = 10−3 м²/с достигает противоположную стенку за время τ∗ = 2.48, а во-
да за время τ∗ = 2.106.
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Далее проведены расчеты при следующих значениях безразмерной высоты
столба жидкости в начальный момент времени B = b/a = 0.5; 1.0; 1.5; 2.0; 2.5; 3.0;
3.5. Установлено, что чем меньше высота столба жидкости B , тем позже фронт
жидкости достигнет противоположной стенки резервуара (рис. 4).

X

τ

B = 3.5

B = 2.0

B = 1.0

B = 0.5

Рис. 4. Положение фронта жидкости с течением времени при обрушении
столба в форме гексаэдра с разной высотой столба жидкости

Fig. 4. Position of the leading edge as a function of time during collapse
of the hexahedral liquid column of different heights

На рис. 5 слева показано положение фронта жидкости X с течением времени τ
при обрушении столба жидкости в форме гексаэдра (кривая 1). Наблюдается хо-
рошее согласие расчетных значений для кубического резервуара и эксперимен-
тальных данных [2 и 5]. В ходе численного эксперимента установлено, что

1

2
3

2
3

1

Рис. 5. Продвижение фронта жидкости при обрушении столба в форме гексаэдра (1), ци-
линдра (2), кольца (3); ● – эксперимент [2], ○ – [4], □ – [5] (слева) и изменение высоты
столба (справа)
Fig. 5. The motion of the leading edge during collapse of the (1) hexahedral, (2) cylindrical, and
(3) ring-shaped liquid columns; ● – experimental results from [2], ○ – data from [4], □ – data
from [5] (on the left) and the variation in the column height (on the right)
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скорость движения фронта жидкости зависит от формы столба в начальный мо-
мент времени, в частности фронт воды при обрушении столба в форме гексаэдра
(кривая 1) движется быстрее, чем при обрушении столба в форме цилиндра (кри-
вая 2), но медленнее, чем в форме кольца (кривая 3). Заметим, что безразмерное
расстояние равное 3.00 расходящаяся волна (кривая 2) проходит за время τ = 2.58,
а сходящаяся (кривая 3) – за время τ = 1.76.

Функции ( )X τ  можно аппроксимировать методом наименьших квадратов за-
висимостями вида c · mτ. Так, при обрушении столба жидкости в форме кольца
(рис. 5, кривая 3)

0.92 2.24rX τ= ⋅ ; (6)
в форме гексаэдра (рис. 5, кривая 1)

0.94 2.02hX τ= ⋅ ; (7)
в форме цилиндра (рис. 5, кривая 2)

0.96 1.77cX τ= ⋅ . (8)
Следует отметить, что зависимости (6) – (8) справедливы при высоте столба
1.5B ≥  и плотности жидкости νl < 10−5 м²/с. Полученные аппроксимационные

выражения (6) – (8) могут быть полезны для инженерной практики при решении
ряда прикладных задач в области экологии и машиностроения.

Форма столба жидкости в начальный момент времени влияет и на изменение
уровня жидкости с течением времени Y(τ) (рис. 5 справа). При этом уровень
жидкости замерялся для кривых 1 и 3 на расстоянии 0.2 от стенки, а для кри-
вой 2 на расстоянии 0.2 от оси резервуара. При обрушении цилиндрического
столба падение уровня жидкости происходит быстрее, чем в других случаях, а на-
текающий на стенку поток является менее глубоким и менее скоростным.

Безразмерное давление жидкости при взаимодействии волны со стенкой ре-
зервуара, замеренное на высоте 0.12, приведено на рис. 6. При натекании жид-
кости на стенку давление резко повышается до максимального значения.

1

2

Рис. 6. Давление жидкости на стенку резервуара при обрушении столба
в форме гексаэдра (1), цилиндра (2) в контрольной точке на высоте 0.12

Fig. 6. Pressure exerted by a liquid on the reservoir wall during collapse of the
(1) hexahedral and (2) cylindrical liquid column at the control point at a height of 0.12
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Следует отметить, что значения Pmax = 0.40, замеренное на стенке цилиндри-
ческого резервуара в 2.98 раза ниже, чем в кубическом резервуаре (Pmax = 1.19).
В дальнейшем, в процессе подъема жидкости вдоль стенки, давление падает. За-
тем в момент падения волны наблюдается локальный максимум величины P, по-
сле которого жидкость устремляется от стенки в обратном направлении. В про-
цессе обрушения столба жидкости в форме кольца образуется сходящаяся волна.
Рассчитанное максимальное безразмерное давление жидкости Pmax, замеренное
на оси резервуара, составляет 102.5, что в 86 раз больше, чем на такой же высо-
те от дна на стенке кубического резервуара.

Заключение

Представленные результаты численного эксперимента показали, что чем
меньше высота столба жидкости, тем позже фронт жидкости достигнет противо-
положной стенки резервуара, максимальные значения скорость жидкости дости-
гает на фронте. Установлено, что скорость движения фронта жидкости зависит от
формы столба в начальный момент времени, в частности безразмерное расстояние
равное 3.0 в цилиндрическом резервуаре расходящаяся волна проходит за интер-
вал времени на 23.5 % больше, а сходящаяся на 15.7 % меньше, чем волна в куби-
ческом резервуаре. Получены аппроксимационные зависимости для определения
положения фронта жидкости от времени. Показано, что при обрушении цилинд-
рического столба падение уровня жидкости происходит быстрее, чем в других
случаях, а натекающий на стенку поток является менее глубоким и менее скоро-
стным. Значение максимального давления, замеренное на стенке цилиндрическо-
го резервуара в 2.98 раза ниже, чем в кубическом резервуаре. Рассчитанное мак-
симальное безразмерное давление жидкости в сходящейся волне, замеренное на
оси резервуара в 86 раз больше, чем на такой же высоте от дна на стенке кубиче-
ского резервуара. Таким образом, представленные результаты численного экспе-
римента позволили проанализировать влияние формы столба жидкости на про-
цесс обрушения.
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The numerical simulation of three different cases of liquid column collapse is carried out.
These are the collapses of hexahedral liquid column in a cubic reservoir, cylindrical liquid
column, and ring-shaped liquid column in a cylindrical reservoir. Mathematical modeling is based
on the volume of fluid method. The obtained results show that the lower the liquid column, the
longer the liquid front reaches the opposite wall of the reservoir. The velocity maximum is
observed at the flow front. The velocity of the front depends on the shape of liquid column in
the initial stage. The dimensionless time of passing dimensionless distance of 3.0 in a
cylindrical reservoir is equal to 2.58 and 1.76 for diverging and converging waves,
respectively, while in a cubic reservoir, the time is equal to 2.09. The time dependences for
position of the liquid front, liquid level, pressure value at the control point on the reservoir wall in
the process of liquid column collapse are obtained. It is shown that the liquid level drop occurs
faster in the case of cylindrical column collapse, and the flow flowing onto the wall is less deep
and less speedy.
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