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ПРИ СЛУЧАЙНОМ ИЗМЕНЕНИИ ОСНОВНОГО КАПИТАЛА  

И ТРУДОВЫХ РЕСУРСОВ 

 
Рассматривается задача оптимального управления односекторной экономикой при случайном изменении фон-

довооруженности труда и трудовых ресурсов. В качестве критерия оптимальности выбирается максимум сред-

него значения непроизводственного потребления на заданном периоде производства. Решение проводится  

с помощью метода динамического программирования. 
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Проблема управления односекторной экономикой восходит к [1, 2]. Ей посвящено большое ко-

личество работ. В них рассматриваются и решаются разные варианты задач, в том числе и задачи оп-

тимального управления такой экономикой (см., напр.: [37]). Естественным продолжением этих иссле-

дований является решение задач с учетом каких-либо случайных возмущений, действующих в про-

цессе производства.  

Состояние односекторной экономики определяется двумя величинами: основным капиталом и 

трудовыми ресурсами. Вообще говоря, изменение основного капитала во времени происходит случай-

ным образом из-за таких факторов, как случайный износ основных производственных фондов, приоб-

ретение новых фондов, цена на которые зависит от курсов валют, производственная неопределенность, 

экономическая конъюнктура и т.п. Трудовые ресурсы также могут изменяться случайным образом за 

счет экономических факторов, а также по демографическим причинам, из-за миграции населения и т.п. 

В [8] на основании изучения статистических данных приводится определенное обоснование того, что 

влияние экзогенных случайных факторов на экономическую динамику можно моделировать процес-

сом броуновского движения. 

В настоящей работе задача оптимального управления односекторной экономикой при случайном 

изменении основного капитала и трудовых ресурсов решена в программной форме, получены формулы 

для моментов переключения управления и получена оценка максимального среднего значения непро-

изводственного потребления. 

 

1. Постановка задачи 

 

Состояние экономики определяется следующими величинами: K(t)  основной капитал, L(t)  

трудовые ресурсы, C(t)  непроизводственное потребление, а также производственной функцией Y(K, L). 

Значение Y(K, L) есть валовый продукт, произведенный в единицу времени, т.е. Y(K, L)t  валовый 

продукт, произведенный за время t. Часть этого продукта It = uYt идет на увеличение основного 

капитала, а часть St = (1  u)Yt  на увеличение непроизводственного потребления C(t). Таким об-

разом, управляющим параметром здесь является коэффициент u, определяющий долю валового про-

дукта, которая идет на увеличение основного капитала. При этом 

 0 ≤ u ≤ 1.  (1) 

В результате в детерминированном случае изменение экономики во времени описывается урав-

нениями [6] 
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где  ( 0) – коэффициент амортизации, ρ ( 0)  норма дисконтирования,  – темп изменения трудовых 

ресурсов.  

Для дальнейшего исследования вводятся переменные: k(t) = K(t)/L(t)  фондовооруженность 

труда, c(t) = C(t)/L(t)  непроизводственное потребление, приходящиеся на одного работника, и функ-

ция F(k) = Y/L  производительность труда. Для этих переменных на основании (2) можно получить 

уравнения  
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где  =  + v,  = ρ  v. Далее будем считать, что  =  + v > 0 и  = ρ  v > 0. Это означает, что если 

трудовые ресурсы возрастают (v > 0), то темп их роста не может превышать норму дисконтирования ρ. 

Если трудовые ресурсы убывают (v < 0), то темп их убывания не может превышать коэффициент амор-

тизации . Иначе возникают «экзотические» варианты. 

Детерминированная задача: в течение заданного конечного планируемого периода производства 

[0, Т] найти такое управление u(t) с учетом (1) для уравнений (3), при котором величина с(Т) макси-

мальна. 

В стохастическом случае односекторная экономика описывается уравнениями 
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Здесь K(t) и L(t)  стандартные независимые между собой белые гауссовские шумы, K и L соответ-

ствующие коэффициенты волатильности. Такое включение в модель случайных воздействий доста-

точно традиционно в экономико-математических задачах [811].  

Из (4) с помощью формулы Ито можно получить уравнения для фондовооруженности k = K/L и 

непроизводственного потребления c = C/L: 

 0μ ( )+σ ξ ( ) σ ξ ( ), (0) ,

δ (1 ) ( ) σ ξ ( ), (0) 0.

K K L L

L L

k k uF k k t k t k k
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 (5) 

Здесь  =  + v + KL  L
2,  =   v + L

2, k0 = K0/L0, F(k) = Y/L  производительность труда (валовый 

продукт на одного работника). Далее предполагается, что  > 0 и  > 0.  

Стохастическая задача: в течение заданного интервала времени [0, Т] найти такое управление 

u(t) с учетом (1) для уравнений (5), при котором среднее значение величины с(Т) максимально. 

Далее будет использоваться производственная функция КоббаДугласа Y(K, L) = AKαLβ, где А – 

масштаб темпа производства (А > 0), α  коэффициент эластичности по основным фондам, β = 1  α  

коэффициент эластичности по трудовым ресурсам (α, β > 0, α + β = 1). Тогда F(k) = Y/L = AKα. Предпо-

лагается, что переменные K, L, C и, следовательно, k и c доступны измерению в каждый момент  

времени.  

 

2. Решение стохастической задачи 

 

Для решения задачи используем метод динамического программирования. Введем функцию  

Беллмана s(k, c; t, T)  среднее значение величины с(Т) при условии, что процесс продолжается на ин-

тервале времени [t, Т] с начальными условиями k(t) = k и с(t) = с, и на этом интервале применяется 

оптимальное управление. Для этой функции можно записать уравнение Беллмана [12]: 
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Это уравнение детерминированное, а c и k  просто аргументы функции. Из его решения получается 

решение задачи. Уравнение (6) перепишем в виде: 
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Максимум правой части этого уравнения по u с учетом (1) достигается при  
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Здесь uoc  так называемое особое управление [13,14], которое будет определено ниже. Временной уча-

сток, где используется особое управление, называется магистралью.  

Можно допустить, что если коэффициенты K и L малы, то решение стохастической задачи бу-

дет близко к решению детерминированной задачи. Последняя задача с помощью принципа максимума 

Понтрягина подробно решена в [6]. Полученное решение состоит в том, что интервал [0, T] точками t1 

и t2 (0 < t1 < t2 < T) разбивается на три интервала: [0, t1], [t1, t2] и [t2, Т]. Интервал [0, t1] соответствует 

выходу на магистраль, интервал [t1, t2]  магистрали (если она существует), интервал [t2, Т]  заключи-

тельному этапу (сходу с магистрали). На магистрали k = koc = const, причем  
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Далее рассматривается основной вариант, когда k(0) < koc и на интервале [0, t1] u = 1. На заклю-

чительном интервале [t2, Т] u = 0. При этом предполагается, что период производства [0, Т] достаточно 

велик. Таким образом, структура оптимального управления имеет вид: 
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  (11) 

Фактически получается, что решение детерминированной задачи сводится к нахождению значений t1 

и t2. Можно предположить, что в стохастическом случае при достаточно малых коэффициентах K и L 

решение будет близко к решению детерминированной задачи, т.е. структура оптимального управления 

имеет вид (11). Таким образом, решение стохастической задачи также сводится к нахождению значе-

ний t1 и t2. 

Решение уравнения (8) начнем с правого конца. Обозначим через s1(k, c; t, T), s2(k, c; t, T), s3(k, c; t, T) 

функции Беллмана, если момент t относится к интервалам [0, t1], [t1, t2], [t2, Т] соответственно. Обозна-

чим также ki = k(ti) и ci = c(ti), i = 1, 2. 
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3. Сход с магистрали 

 

На интервале [t2, T] u = 0. Поэтому уравнение (8) принимает вид: 
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Пользуясь методом разделения переменных, его решение будем искать в виде: 
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подобные слагаемые, получаем 

( ) 2
3 3 3

1
( ) ( , ) μ '( ) ( , ) ( ) σ ''( ) ( , ),

2

T tF k w t T kF k w t T e F k k F k w t T       

где 
2 2σ (σ σ )/2.K L   Учитывая, что  

F(k) = Akα,  F(k) = Akα-1 = F(k)/k,  F(k) = (  1)Akα2 = F(k)/k2, 

из последнего получаем 

δ( )
3 3 3( ) ( , ) αμ ( ) ( , ) αβσ ( ) ( , ) ( ) .T tF k w t T F k w t T F k w t T F k e       

Сократив здесь на F(k), приходим к уравнению 
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где θ = μα + αβσ. Параметр σ можно назвать обобщенным коэффициентом волатильности. Решение по-

следнего уравнения примет вид: 
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4. Магистраль 

 

На магистрали уравнение (8) принимает вид: 
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Согласно (4) на интервале [t1, t2] должно выполняться условие  
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Решение уравнения (15) будем искать в виде: 
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где Н(k)  искомая функция, В  какая-то константа. Подставляя (17) в (7) и (15), сокращая на e(Tt) и 

приводя подобные члены, получаем 
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Из (16) и (17) видно, что для выполнения условия (16) необходимо, чтобы Н(k) = 1. Если последнее 

выполняется, то и Н(k) = 0. Поэтому из (18) следует 
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К выражению (19) еще раз применим условие Н = 1. Получаем  
α 1α μ

'( ) 1.
δ

Ak
H k

 
   

Отсюда следует выражение (10) для k = koc. Поскольку на интервале [t1, t2] koc = const, то из (3) при 

K = L = 0 следует выражение (10) для uoc.  
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Константа В в (17) определяется из условия s2(k2, с2; t2, Т) = s3(k2, с2; t2, Т). Это следует из принципа 

оптимальности Беллмана. Подставляя сюда (13) и (17), получаем 

2δ( )
2 3 2 2( ) ( , ) ( ) .T tB F k w t T H k e    

Подставляя это выражение в (17), получаем окончательно с учетом (14) 
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Заметим, что в этом выражении t < t2 и k2 = koc.  

Поскольку последнее выражение зависит от параметра t2, то естественно выбрать его так, чтобы 

достигался максимум. Вычислим первую производную и приравняем ее к нулю: 
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Отсюда получаем 
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Таким образом, длина интервала [t2, Т] равна значению r3. Анализ второй производной функции 

s2(k, с; t2, Т) показывает, что при условии (21) она всегда отрицательна и, следовательно, эта функция 

имеет максимум. Подставляя (21) в (20), получаем окончательно 
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5. Выход на магистраль 

 

На интервале [0, t1] u = 1. Поэтому согласно (2) непроизводственное потребление C(t) ≡ 0. Сле-

довательно, с(t) ≡ 0 и s1(k, с; t, t1) = 0. Согласно принципу оптимальности имеем 

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ( ), ; , ).s k c t Т s k c t t s k c t T s k c t T    

Здесь k1 = koc  и с1 = 0. На интервале [0, t1] уравнение (6) имеет вид: 

1 1 1

1 2

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )
( ( ) ) ( , ),

( , ; , ) ( , ; , ).

s k c t T s k c t T s k c t T
F k k c q k c

t k c

s k c T T s k c T T

  
      

  



 

Поскольку s1(k, с; t, t1) = const, то слагаемым q(k, c) можно пренебречь. В результате получаем уравне-

ние в частных производных первого порядка, которое можно решать методом характеристик [15]. Со-

ответствующие характеристические уравнения имеют вид: 

0μ ( ), (0) ,

δ , (0) 0.

k k F k k k

c c c

   

 
 

Отсюда следует, что с(t) ≡ 0, а решение первого уравнения имеет вид: 

0 0βμ( ) βμ( )ββ
0( ) (1 )

μ

t t t tA
k t e k e .

   
    

Это решение получается в результате подстановки: k(t) = exp{y(t) + z(t)}, где y(t) и z(t)  произвольные 

функции. 

Момент t1 определяется из условия k(t1) = kос или 
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1 1βμ βμβ β
0(1 )

μ

t t
ос

A
e k e k .

 
    

Отсюда   

 
β
0

1 β

μ1
ln

μβ μ ос

A k
t .

A k

 
    

 (23) 

Если обозначить через r1, r2 и r3 длины интервалов [0, t1], [t1, t2] и [t2, Т] соответственно  

(r1 + r2 + r3 = T), то r1 = t1 определяется из (23), r3 определяется из (22) и r2 = T  r1  r3. Отсюда, в част-

ности, необходимо для существования рассматриваемого решения, чтобы T > r1 + r3. Полученное ре-

шение относится к случаю, когда k(0) < koc. Аналогично можно рассмотреть вариант, когда k(0) > koc. 

Соответствующее решение приводить не будем. Отметим только, что в этом случае на интервале [0, t1] 

u = 0. 

 

Заключение 

 

В данной работе решена задача оптимального управления односекторной экономикой при слу-

чайном изменении основного капитала и трудовых ресурсов. Получено управление в программной 

форме (4).  

Проведен анализ влияния случайных составляющих, из которого следует, что случайные состав-

ляющие влияют только на длину интервала [t2, Т], определяемую в (22). Из данной формулы видно, что 

эта длина убывает до нуля с ростом обобщенного коэффициента волатильности σ. 

Максимальное среднее значение непроизводственного потребления на интервале [0,Т] составляет 

1 2( ) ( )
0 2 1 1 1 2 2( ,0;0, ) ( ,0; , ) ( ) ( ( ) ( )),T t T ts k T s k t T H k e e Q k H k      

   


 

где k1 = k2 = koc. При увеличении параметра σ это значение убывает. Это объясняется тем, что при уве-

личении σ уменьшается интервал [t2, Т] и увеличивается интервал [t1, t2], где прирост непроизводствен-

ного потребления меньше, чем на интервале [t2, Т] (uoc <1). При этом нижняя граница равна 

1δ( )
0 1

σ
lim ( ,0;0, ) ( ) .T ts k T H k e 


  
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The problem of optimal control of one-sector economy under random variation of fixed capital and labor resources is considered. 

The state of the economy is characterized by such variables: the fixed capital K(t), the labor resources L(t), the non-productive con-

sumption C(t), and also the production function Y(K, L). In a stochastic case change of these sizes is described by the equations 

 

0

0

( ) λ ( ) σ ξ ( ) (0) 0

ρ (1 ) ( ) (0) 0

ν σ ξ ( ) (0) 0

K K

L L

K uY K,L K t K t , K K ,

C C u Y K,L , C ,

L L L t ,L L ,

    

   

   

 (1) 

where  ( 0) is the depreciation rate, ρ ( 0) is the discount rate, K(t) and L(t) denote the standard independent white Gaussian noises, 

K  and L are the coefficients of volatility correspondingly. Here u is the control parameter defining the share of the product produced, 

which is used to increase in fixed capital. Then size 1  u defines part of a product which goes on increase in non-productive consump-

tion. It is obvious that 0 ≤ u ≤ 1.   

For research variables are entered: k(t) = K(t)/L(t) is the capital-labor  ratio and c(t) = C(t)/L(t)  the non-productive consumption 

falling on one worker. For these variables on the basis of Ito's formula from (1) the equations turn out 

 
0μ ( ) σ ξ ( ) σ ξ ( ), (0) ,

δ (1 ) ( ) σ ξ ( ), (0) 0.

K K L L

L L

k k uF k k t k t k k

c c u F k c t c

     

    
 (2) 

Here  =  + v + KL  L
2,  =   v + L

2, k0 = K0/L0, F(k) = Y(K, L)/L is the labor productivity (a gross product on one worker). 

Further it is supposed that  > 0 and  > 0. In this study the production function of Kobb–Douglas is considered, that is Y(K, L) = AKαLβ, 

where A denotes the scale of rate of production (A > 0), α is the elasticity coefficient on fixed capital, β is the elasticity coefficient on 

labor resources. From here F(k) = Akα. It is supposed that the planned period of production [0,T] is given and rather great. 

The task consists in finding on the time interval [0, T] for system (2) of such control u(t) satisfying the condition 0 ≤ u ≤ 1 at which 

the average value of с(T) is maximum. This problem is solved by making use of a method of dynamic programming. Bellman's function 

s(k,c;t,T) is considered, which is an average value of с(T) provided that the process proceeds on the interval [t, T] with initial conditions 

k(t) = k and с(t) = с. The solution of a task we obtain by solving Bellman's equation. 

This solution consists in the fact that the interval [0, T] by the points t1 and t2 (0 < t1 < t2 < T) is divided into three intervals: [0, t1], 

[t1, t2], and [t2, Т]. The interval [0, t1] corresponds to the output to the highway, the interval [t1, t2]  to the highway (if it exists),  

the interval [t2, Т]  to the final stage (to a descent from the highway). The highway is the time site, where special control uoc is used. 

On the highway k = koc = const, and 

1 α α

δ μ
ос

A
k  


, 

μ
.

( )

oc
ос

oc

k
u

F k
   

If k(0) < koc, then u = 1 on the interval [0, t1] and u = 0 on the interval [t2, Т]. As a result, it turns out that the control structure is 

determined by values of t1 and t2. The moment t1 depends only on the initial condition k(0) and doesn't depend on a stochastic compo-

nent. The moment t2 doesn't depend on the initial condition, but depends on the volatility coefficients K and L.  Thus with growth of 

these coefficients the interval length [t2, T] and average value of non-productive consumption decrease. 

 

Keywords: the one-sector economy; fixed capital; labor resources; non-productive consumption; optimal control; dynamic programming. 
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