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Видно, что (M(F ))t = M(F ) для всех t ∈ N, поэтому

(i, j)- expM(F ) =

{
1, если mij = 1,

∞ иначе,

где M(F ) = (mij). Для достижения перемешивающих свойств функции класса Pn,k
можно применять в качестве преобразований замены только в SP-сетях [2, с. 290], че-
редуя их с преобразованиями перестановки.
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О СВОЙСТВАХ БЕНТ-ФУНКЦИЙ, ПОСТРОЕННЫХ ПО НЕКОТОРОЙ
БЕНТ-ФУНКЦИИ С ПОМОЩЬЮ ПОДПРОСТРАНСТВ

Н.А. Коломеец

Рассматриваются свойства конструкции f ⊕ IndL, где f — бент-функция от 2k пе-
ременных, а L — аффинное подпространство, при определённых условиях порож-
дающей бент-функции. Доказано, что с помощью подпространств размерности
k+1 конструкция порождает одинаковое число функций и по f , и по её дуальной
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бент-функции. Приведён ряд экспериментальных результатов для бент-функций
от 6 и 8 переменных, отражающих количество порождаемых конструкцией бент-
функций, равенство и неравенство этого количества для бент-функции и её ду-
альной, а также отсутствие бент-функций при подпространствах некоторых раз-
мерностей. Усилена теорема 2018 г. о связи подпространств для бент-функций f
и f(x1, . . . , x2k)⊕ x2k+1x2k+2 в контексте рассматриваемой конструкции.

Ключевые слова: булевы функции, бент-функции, подпространства, аффин-
ность.

Данная работа является продолжением исследований, начатых в [1]. Центральный
объект исследований— бент-функции [2]. Это булевы функции от чётного числа пе-
ременных, обладающие максимальной возможной нелинейностью. В первую очередь
они представляют интерес для криптографии. Подробную информацию об этом классе
булевых функций можно найти в [3, 4].

Введём необходимые обозначения. Отображение вида f : Fn2 → F2 называется бу-
левой функцией от n переменных. Пусть 〈x, y〉 = x1y1 ⊕ . . . ⊕ xnyn, где x, y ∈ Fn2 .
Обозначим через IndS характеристическую булеву функцию множества S ⊆ Fn2 и че-
рез B2k —множество всех бент-функций от 2k переменных. Для любой бент-функции
f ∈ B2k существует дуальная к ней бент-функция f̃ ∈ B2k, определяемая знаками
коэффициентов Уолша—Адамара функции f .

Как и в [1], в работе исследуются свойства конструкции бент-функций

f ⊕ IndL, где f ∈ B2k и L ⊆ F2k
2 — аффинное подпространство. (1)

К. Карле [5] доказал критерий принадлежности f⊕IndL множеству бент-функций B2k.
Обозначим через C(f,m), где f ∈ B2k, множество всех бент-функций, порождае-

мых конструкцией (1) по функции f с помощью аффинных подпространств размерно-
стиm. Рассмотрим, как связаны мощности C(f,m) и C(f̃ ,m). Во-первых, отметим, что
при m < k конструкция не может порождать бент-функции. Во-вторых, размерности
m = 2k и 2k − 1 являются тривиальными, так как для подпространств таких размер-
ностей конструкция порождает бент-функции при любой заданной начальной бент-
функции, т. е.

|C(f,m)| = |C(f̃ ,m)| при m ∈ {0, . . . , k − 1, 2k − 1, 2k}.

Таким образом, нетривиальными размерностями можно считать m ∈ {k, . . . , 2k − 2}.
Из [5] известно взаимно-однозначное соответствие между функциями из C(f, k) и

C(f̃ , k), таким образом, |C(f, k)| = |C(f̃ , k)|. Оказывается, аналогичное утверждение
справедливо и для m = k + 1.

Теорема 1. Пусть f ∈ B2k. Тогда |C(f, k + 1)| = |C(f̃ , k + 1)|.

Приведём экспериментальные результаты с учётом известной аффинной класси-
фикации бент-функций. В табл. 1–4 для функции f указаны |C(f,m)| и |C(f̃ ,m)| при
m ∈ {k, . . . , 2k − 2} (или одно число, если эти мощности совпадают).

Для всех бент-функций из B6 количество функций в C(·,m) совпадает с |C(f,m)|
для некоторой f из табл. 1. Для всех бент-функций из B8 степени не выше 3 количество
функций в C(·,m) совпадает с |C(f,m)| для некоторой f из табл. 2. Начиная уже
с 8 переменных, в C(f,m) может не быть функций даже в нетривиальных случаях.
Хорошо иллюстрируют это свойство мономиальные функции с показателем Касами
(табл. 3).
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Отметим, что для всех приведённых в табл. 1–3 функций f ∈ B2k и всех m справед-
ливо |C(f,m)| = |C(f̃ ,m)|. Напомним, что [5] и теорема 1 гарантируют это только при
m = k и m = k + 1. Более того, в классе бент-функций Мэйорана —МакФарланда [6],
начиная уже с 8 переменных, есть функции c |C(f, 6)| 6= |C(f̃ , 6)| (табл. 4).

Та б л и ц а 1

№ п/п Функция f (6 переменных) 3 4
1 x1x2 ⊕ x3x4 ⊕ x5x6 1080 1260
2 x1x2x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x3x6 568 364
3 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x1x2 ⊕ x1x4 ⊕ x2x6 ⊕ x3x5 ⊕ x4x5 440 140
4 x1x2x3⊕ x2x4x5⊕ x3x4x6⊕ x1x4⊕ x2x6⊕ x3x4⊕ x3x5⊕ x3x6⊕ x4x5⊕ x4x6 376 28

Та б л и ц а 2

№ п/п Функция f (8 переменных) 4 5 6
1 x1x2 ⊕ x3x4 ⊕ x5x6 ⊕ x7x8 36720 91800 21420
2 x1x2x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x3x6 ⊕ x7x8 12144 16024 7084
3 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x1x7 ⊕ x2x6 ⊕ x3x4 ⊕ x5x8 6000 5272 3500
4 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x1x3 ⊕ x1x5 ⊕ x2x6 ⊕ x3x4 ⊕ x7x8 6000 4760 3500
5 x1x2x7 ⊕ x3x4x7 ⊕ x5x6x7 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x3x6 ⊕ x4x5 ⊕ x7x8 4464 3096 2604
6 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x6 ⊕ x2x7 ⊕ x3x5 ⊕ x4x8 2928 1944 1708
7 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x7 ⊕ x2x5 ⊕ x2x6 ⊕ x3x5 ⊕ x4x8 2928 1432 1708
8 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x7 ⊕ x3x5 ⊕ x6x8 2928 1432 1708
9 x1x2x3 ⊕ x2x4x5 ⊕ x3x4x6 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x1x4 ⊕ x2x5 ⊕ x2x6 ⊕

⊕ x3x5 ⊕ x7x8
2928 1048 1708

10 x1x2x3⊕x1x4x7⊕x2x4x5⊕x3x4x6⊕x1x5⊕x1x6⊕x2x7⊕x3x5⊕x4x8 1392 792 812

Та б л и ц а 3

Функция f (8 переменных) 4 5 6
tr(αx57), x ∈ F28 , α — порождающий элемент F∗28 493 0 0

Та б л и ц а 4

Функция f (8 переменных) 4 5 6
〈x, π1(y)〉 ⊕ ϕ1(y), где x, y ∈ F4

2 и
π1 = (9, 10, 4, 3, 5, 7, 11, 13, 12, 14, 2, 15, 1, 6, 8, 0), 1392 408 300/236
ϕ1(y) = y1y2y3⊕y1y3y4⊕y2y3y4⊕y1y3⊕y2y3⊕y2y4⊕y1⊕y3⊕y4⊕1

Усилим теорему 3 из [1]. Пусть S ⊆ F2k+2
2 и

Ŝ = {x ∈ F2k
2 : (x, a, b) ∈ S для некоторых a, b ∈ F2}, F 2k

00 = {(x, 0, 0) : x ∈ F2k
2 }.

Теорема 2. Пусть для g(x1, . . . , x2k+2) = f(x1, . . . , x2k)⊕ x2k+1x2k+2 ∈ B2k+2 верно
g ⊕ Inda⊕U ∈ B2k+2, где U ⊆ F2k+2

2 —линейное подпространство и a ∈ F2k+2
2 . Тогда

существует линейное подпространство L ⊆ F2k
2 , такое, что

f ⊕ Indb⊕L ∈ B2k для некоторого b ∈ F2k
2 ,

причём Û ∩ F 2k
00 ⊆ L ⊆ Û и dimL < dimU .

Теорема 2 отличается от теоремы из [1] соотношением Û ∩ F 2k
00 ⊆ L ⊆ Û .
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О КУБИЧЕСКОЙ ЧАСТИ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ НОРМАЛЬНОЙ
ФОРМЫ ПРОИЗВОЛЬНОЙ БЕНТ-ФУНКЦИИ

Т.A. Кузьмина

Доказано, что кубическая часть бент-функции от n переменных не может быть
произвольной при n = 6, 8.

Ключевые слова: булева функция, бент-функция, линейная функция, квадра-
тичная функция, кубическая функция, однородная функция.

Булевы функции, максимально удалённые в метрике Хэмминга от множества
всех аффинных функций, называются бент-функциями. Известно, что каждая бу-
лева функция может быть единственным образом представлена в её алгебраической
нормальной форме (АНФ). Одна из проблем в области бент-функций: верно ли, что
произвольная однородная булева функция степени k от n переменных (n чётное) яв-
ляется частью АНФ некоторой бент-функции от n переменных? Известно, что линей-
ная часть в АНФ бент-функции может быть произвольной [1]. Доказано, что любая
однородная квадратичная булева функция является квадратичной частью некоторой
бент-функции [2].

В данной работе доказано, что при n = 6, 8 не каждую однородную кубическую
булеву функцию можно достроить до бент-функции от n переменных. Для случая
n = 8 лишь часть однородных кубических булевых функций может быть достроена
до бент-функций от восьми переменных с помощью добавления однородных функций
второй и/или четвёртой степеней.

Далее будем использовать индексные обозначения АНФ функции; например, 12+34
означает булеву функцию x1x2 ⊕ x3x4.

Всего существует пять неэквивалентных кубических булевых форм от шести пере-
менных [3], а именно: 123; 123+145; 123+456; 124+135+236; 123+124+135+236+456.

Теорема 1. Для n = 6 функции 123; 123 + 145; 124 + 135 + 236 можно дополнить
до бент-функций с помощью добавления однородных квадратичных булевых функций
от шести переменных; функции 123 + 456; 123 + 124 + 135 + 236 + 456 нельзя дополнить
до бент-функций от шести переменных.


