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Изучается задача кластеризации графа. Для варианта задачи, в котором чис-
ло кластеров не превосходит 3, разработаны три приближённых алгоритма. Пер-
вый алгоритм использует в качестве процедуры известный алгоритм Коулмана —
Саундерсона — Вирта, который приближённо решает аналогичную задачу с чис-
лом кластеров, не превосходящим 2, и многократно применяет локальный поиск.
Второй алгоритм основан на оригинальной идее и вообще не использует локаль-
ный поиск. В третьем алгоритме процедура локального поиска применяется к до-
пустимому решению, возвращенному вторым алгоритмом. Получены априорные
гарантированные оценки точности всех трёх алгоритмов, лучшая из которых рав-
на (6 − 12/n), где n — число вершин данного графа. Проведено также экспери-
ментальное сравнение предложенных алгоритмов.
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In the paper, the graph clustering problem is studied. For the version of the problem
when the number of clusters does not exceed 3, we develop three approximate algo-
rithms. The first algorithm uses as a procedure the known Coleman — Saunderson —
Wirth algorithm which approximately solves the similar problem when the number of
clusters does not exceed 2, and repeatedly applies a local search. On the contrary, our
second algorithm is based on an original idea and does not use a local search at all.
The main difference between these algorithms is the following. The first algorithm
looks over all vertices of a given graph, for each vertex forms the cluster involving this
vertex and all its neighbors and on the rest of the vertices forms one or two clusters
using the Coleman — Saunderson — Wirth algorithm. The second algorithm looks
over all ordered pairs of vertices of a given graph and for every pair forms two clusters
at once, each of which contains only one vertex of this pair with some of its neighbors,
placing the rest of the vertices to the third cluster (the third cluster may be empty).
Finally, the third algorithm applies the local search only once to the feasible solution
returned by the second one. A priori performance guarantees of all approximate al-
gorithms are obtained, the best is equal to (6 − 12/n) for the second and the third
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algorithms, where n is the number of vertices of a given graph. Also, experimental
comparing of the developed algorithms was carried out. Experimental testing show
that running time of our second and third algorithms is essentially less than running
time of the first algorithm. At the same time the third algorithm demonstrated the
best results in sense of accuracy of the solutions. Thus, the third algorithm has the
best characterstics both from point of view of theoretical analysis and experimental
study.

Keywords: graph, clustering, approximation algorithm, performance guarantee.

Введение
В задаче кластеризации требуется разбить заданное множество объектов на

несколько подмножеств (кластеров) на основе сходства объектов друг с другом. Од-
ной из наиболее наглядных формализаций этой задачи является задача кластеризации
графа [1, 2]. В ней объектам взаимно однозначно сопоставлены вершины графа, а рёбра
соединяют вершины, соответствующие похожим объектам.

Будем рассматривать только обыкновенные графы, т. е. графы без петель и крат-
ных рёбер. Обыкновенный граф называется кластерным графом [3], если каждая его
компонента связности является полным графом. ПустьM(V ) —множество всех кла-
стерных графов на множестве вершин V ; Mk(V ) —множество всех кластерных гра-
фов на V , имеющих ровно k непустых компонент связности;M6k(V ) —множество всех
кластерных графов на V , имеющих не более k компонент связности, 2 6 k 6 |V |.

Если G1 = (V,E1) и G2 = (V,E2) — графы на одном и том же множестве вершин V ,
то расстояние ρ(G1, G2) между ними определяется как

ρ(G1, G2) = |E1∆E2| = |E1 \ E2|+ |E2 \ E1|,

т. е. ρ(G1, G2) — это число несовпадающих рёбер в графах G1 и G2.
В литературе в основном рассматривались следующие три варианта задачи кла-

стеризации графа.
Задача GC. Для произвольного графа G = (V,E) найти такой граф M∗ ∈M(V ),

что
ρ(G,M∗) = min

M∈M(V )
ρ(G,M).

Задача GCk. Дан произвольный граф G = (V,E) и целое число k, 2 6 k 6 |V |.
Найти такой граф M∗ ∈Mk(V ), что

ρ(G,M∗) = min
M∈Mk(V )

ρ(G,M).

Задача GC6k. Дан произвольный граф G = (V,E) и целое число k, 2 6 k 6 |V |.
Найти такой граф M∗ ∈M6k(V ), что

ρ(G,M∗) = min
M∈M6k(V )

ρ(G,M).

В последние годы задачи кластеризации графов неоднократно переоткрывались
и независимо изучались под разными названиями (Correlation Clustering [4], Cluster
Editing [3, 5] и др.). В этих и других работах рассматривались также более общие
постановки задач.
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Вычислительная сложность задач кластеризации графов долгое время оставалась
неизвестной. В 1986 г. М. Крживанек и Дж. Моравек [6] доказали, что задачаGC явля-
ется NP-трудной, однако их работа осталась незамеченной. В 2004 г. в [4] и независимо
в [3] доказана NP-трудность задачи GC. В [4] доказано также, что задача GCk явля-
ется NP-трудной при любом фиксированном k > 2; в 2006 г. в [7] опубликовано более
простое доказательство этого результата. В том же году в [8] доказано, что задачи
GC2 и GC62 NP-трудны уже на кубических графах, откуда сделан вывод, что все
упомянутые ранее задачи кластеризации графа являются NP-трудными, включая и
задачу GC6k.

В [4] приведён 3-приближённый алгоритм для задачи GC62, в [8] доказано су-
ществование рандомизированной полиномиальной приближённой схемы для задачи
GC62, а в [7] предложена рандомизированная полиномиальная приближённая схема
для задачи GCk (для любого фиксированного k > 2), сложность которой лишает
её перспективы практического применения. В [9] представлен 2-приближённый алго-
ритм решения задачиGC62, основанный на применении процедуры локального поиска
к каждому допустимому решению, полученному с помощью 3-приближённого алгорит-
ма из [4]. Для задачи GC2 в [10] предложен (3− 6/|V |)-приближённый алгоритм.

Что касается задачиGC, то в [11] показано, что задачаGC является APX-трудной,
и разработан 4-приближённый алгоритм её решения. В [12] предложен 2,5-приближён-
ный алгоритм для задачи GC, в [13] — (2,06− ε)-приближённый алгоритм.

Более подробный обзор известных результатов по задачам кластеризации графов
можно найти в [14].

В п. 1 настоящей работы приводится краткий обзор известных результатов для
задачи кластеризации графа, в которой число кластеров не превосходит 2. В п. 2 рас-
сматривается задача GC63, в которой число кластеров не превосходит 3. Для этой за-
дачи предложены два полиномиальных приближённых алгоритма. Первый 6-прибли-
жённый алгоритм использует в качестве процедуры известный алгоритм Коулмана —
Саундерсона —Вирта, который приближённо решает аналогичную задачу с числом
кластеров, не превосходящим 2, и многократно применяет локальный поиск. Второй
алгоритм основан на оригинальной идее и не использует локальный поиск. Доказаны
априорные гарантированные оценки точности обоих алгоритмов, лучшая из которых,
у второго алгоритма, равна 6 − 12/n, где n—число вершин графа. В п. 3 предложен
ещё один полиномиальный алгоритм приближённого решения задачиGC63, в котором
процедура локального поиска применяется к допустимому решению, возвращённому
вторым алгоритмом. Приведены также результаты экспериментального исследования
всех трёх разработанных алгоритмов.

1. Приближённые алгоритмы для задачи GC62

Через NG(v) обозначим окрестность вершины v, т. е. множество вершин графа G =
= (V,E), смежных с вершиной v. Через NG(v) обозначим множество вершин графа G,
не смежных с v: NG(v) = V \ (NG(v) ∪ {v}).

Пусть G1 = (V,E1) и G2 = (V,E2) —два графа на множестве вершин V , n = |V |.
Через D(G1, G2) обозначим граф на множестве вершин V с множеством рёбер E1∆E2.
Заметим, что ρ(G1, G2) — это количество рёбер в графе D(G1, G2).

Следующее утверждение легко доказывается с помощью леммы о рукопожатиях.
Лемма 1 [10]. Пусть dmin —минимум степеней вершин в графе D(G1, G2). Тогда

ρ(G1, G2) > ndmin/2.
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Для множеств V1, . . . , Vs ⊆ V , таких, что Vi ∩ Vj = ∅ для любых i, j ∈ {1, . . . , s},
i 6= j, и V1 ∪ . . . ∪ Vs = V , обозначим через M(V1, . . . , Vs) кластерный граф изM6s(V )
с компонентами связности, порождёнными множествами V1, . . . , Vs. Далее множества
V1, . . . , Vs будем называть кластерами. Некоторые из Vi могут быть пустыми.

Пусть G = (V,E) —произвольный граф. Для вершины v ∈ V и множества A ⊆ V
обозначим через A+

v количество таких вершин u ∈ A, что (v, u) ∈ E; A−v —число таких
вершин u ∈ A, что (v, u) /∈ E.

Будем говорить, что кластерный графM(V 1, . . . , V s) получен из графаM(V1, . . . , Vs)
путём переноса вершины v ∈ Vi из кластера Vi в кластер Vj, если V i = Vi \ {v},
V j = Vj ∪ {v} и V k = Vk для всех k /∈ {i, j}.

В 2004 г. разработан 3-приближённый алгоритм 1 решения задачи GC62 [4].

Алгоритм 1. BBC

Вход: граф G = (V,E).
Выход: кластерный граф M ∈M62(V ).
1: Для каждой вершины v ∈ V определить кластерный граф Mv = M(V1, V2) следу-

ющим образом: V1 = {v} ∪NG(v), V2 = NG(v) (возможно V2 = ∅).
2: Среди всех графов Mv выбрать такой граф M , что ρ(G,M) = min

v∈V
ρ(G,Mv).

Справедлива следующая гарантированная оценка точности алгоритма BBC.
Теорема 1 [4]. Для любого графа G = (V,E) имеет место неравенство

ρ(G,M) 6 3ρ(G,M∗),

где M∗ ∈M62(V ) — оптимальное решение задачи GC62 на графе G; M —кластерный
граф, построенный алгоритмом BBC.

В 2008 г. Т. Коулман, Дж. Саундерсон и А. Вирт [9] предложили 2-приближённый
алгоритм для задачи GC62, применив процедуру локального поиска LS к каждому
допустимому решению, полученному на шаге 1 алгоритма BBC (алгоритм 2).

Алгоритм 2. Процедура LS(M,X, Y )

Вход: кластерный граф M = M(X, Y ) ∈M62(V ).
Выход: кластерный граф M = M(X,Y ) ∈M62(V ).
1: Для каждой вершины v ∈ X вычислить δ(v) = X−v − X+

v + Y +
v − Y −v . Выбрать

такую вершину v0 ∈ X, что δ(v0) = max
v∈X

δ(v).

2: Для каждой вершины u ∈ Y вычислить δ(u) = Y −u − Y +
u + X+

u − X−u . Выбрать
такую вершину u0 ∈ Y , что δ(u0) = max

u∈Y
δ(u).

3: Если δ(v0) 6 0 и δ(u0) 6 0, то стоп; положить X := X и Y := Y , иначе переход
на шаг 4.

4: Если δ(v0) > δ(u0), то положить X := X \ {v0}, Y := Y ∪ {v0}.
5: Если δ(v0) < δ(u0), то положить X := X ∪ {u0}, Y := Y \ {u0}. Переход на шаг 1.

С учётом BBC и процедуры локального поиска LS 2-приближённый алгоритм
Коулмана, Саундерсона и Вирта примет следующий вид (алгоритм 3).
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Алгоритм 3. CSW

Вход: граф G = (V,E).
Выход: кластерный граф M ∈M62(V ).
1: Для каждой вершины v ∈ V :
2: определить кластерный граф Mv = M(V1, V2) следующим образом:

V1 = {v} ∪NG(v), V2 = NG(v);

3: выполнить процедуру LS(Mv, V1, V2). Построенный граф обозначить M v.
4: Среди всех графов M v выбрать такой граф M , что ρ(G,M) = min

v∈V
ρ(G,M v).

Справедлива следующая гарантированная оценка точности алгоритма CSW.
Теорема 2 [9]. Для любого графа G = (V,E) имеет место неравенство

ρ(G,M) 6 2ρ(G,M∗),

где M∗ ∈M62(V ) — оптимальное решение задачи GC62 на графе G; M —кластерный
граф, построенный алгоритмом CSW.

2. Приближённое решение задачи GC63

2.1. 6 - П р и б л и ж ё н н ы й а л г о р и т м д л я з а д а ч и GC63

Используя идеи [4, 9], можно построить полиномиальный алгоритм 4 приближён-
ного решения задачи GC63.

Алгоритм 4. A1

Вход: граф G = (V,E), |V | = n.
Выход: кластерный граф M1 ∈M63(V ).
1: Если n 6 2, то M1 := G, иначе переход на шаг 2.
2: Для каждой вершины w ∈ V :
3: V1 := {w} ∪ NG(w). Если V1 = V , то Mw —полный граф Kn, иначе переход на

шаг 4.
4: Обозначить G1 подграф графа G, порождённый множеством V \ V1. Прибли-

жённо решить задачу GC62 на графе G1 алгоритмом CSW, полученный кла-
стерный граф обозначить M = M(V2, V3) (возможно, V3 = ∅). Положить
Mw := M(V1, V2, V3).

5: Среди всех графов Mw выбрать ближайший к G кластерный граф M1:

ρ(G,M1) = min
w∈V

ρ(G,Mw).

Замечание 1. Трудоёмкость алгоритма A1 равна O(n6).
Справедлива следующая гарантированная оценка точности алгоритма A1.
Теорема 3. Для любого графа G = (V,E) имеет место неравенство

ρ(G,M1) 6 6ρ(G,M∗),

гдеM∗ ∈M63(V ) — оптимальное решение задачи GC63 на графе G;M1 —кластерный
граф, построенный алгоритмом A1.
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Доказательство. Пусть v— вершина минимальной степени dmin в графе D =
= D(G,M∗). Рассмотрим кластерный граф M ∈ M63(V ), полученный из M∗ пу-
тём переноса dmin вершин в другие компоненты графа M∗: вершины множества
NG(v) ∩ND(v) переместим в компоненту, содержащую вершину v, а вершины, принад-
лежащие множествуNG(v)∩ND(v), перенесём в любую из компонент, не содержащих v.
Тогда кластер V1 = {v} ∪NG(v) — один и тот же в M и в Mv.

Если dmin = 0, то кластерный граф M совпадает с кластерным графом M∗, а
значит,

ρ(G,M) = ρ(G,M∗) 6 3ρ(G,M∗).

Пусть dmin > 0. Заметим, что при переносе dmin вершин значение целевой функции
не может увеличиться более чем на ndmin, так как перенос одной вершины увеличивает
значение целевой функции не более чем на n = |V |. Отсюда с учётом леммы 1 получаем

ρ(G,M) 6 ρ(G,M∗) + ndmin 6 ρ(G,M∗) + 2ρ(G,M∗) = 3ρ(G,M∗).

Итак,
ρ(G,M) 6 3ρ(G,M∗) (1)

Докажем, что ρ(G,Mv) 6 6ρ(G,M∗). Рассмотрим кластер V1 = {v}∪NG(v). Возможны
два случая:

a) V1 = V . В соответствии с шагом 3 алгоритма A1 полагаем Mv := Kn = M .
Следовательно,

ρ(G,Mv) = ρ(G,M) 6 3ρ(G,M∗) 6 6ρ(G,M∗).

б) V1 6= V . Обозначим через M∗
1 оптимальное решение задачи GC62 на графе G1,

порождённом множеством V \ V1. Рассмотрим кластерный граф M̃ = M(V1)∪M∗
1 , где

M(V1) —полный граф на множестве V1. Очевидно, что

ρ(G, M̃) 6 ρ(G,M).

Тогда с учётом (1)
ρ(G, M̃) 6 3ρ(G,M∗). (2)

Пусть M = M(V2, V3) —допустимое решение задачи GC62 на графе G1, найденное ал-
горитмомCSW на шаге 4, если на шаге 3 выбрана вершина v. ТогдаMv = M(V1, V2, V3)
(множество V3 может быть пустым).

Обозначим через s сумму числа отсутствующих рёбер в подграфе графа G, по-
рождённом множеством вершин V1 = {v} ∪ NG(v), и величины разреза (V1, V \ V1)
в графе G. Очевидно, что

ρ(G,Mv) = s+ ρ(G1,M), ρ(G, M̃) = s+ ρ(G1,M
∗
1 ). (3)

Если |V \ V1| 6 2, то M = G1 и ρ(G1,M) = ρ(G1,M
∗
1 ) = 0. Тогда с учётом (2) и (3)

ρ(G,Mv) = ρ(G, M̃) 6 3ρ(G,M∗) 6 6ρ(G,M∗).

Пусть |V \ V1| > 3. Тогда по теореме 2

ρ(G1,M) 6 2ρ(G1,M
∗
1 ).
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В силу (2) и (3) получим

ρ(G,Mv) = s+ ρ(G1,M) 6 s+ 2ρ(G1,M
∗
1 ) 6 2s+ 2ρ(G1,M

∗
1 ) =

= 2(s+ ρ(G1,M
∗
1 )) = 2ρ(G, M̃) 6 6ρ(G,M∗).

На шаге 5 алгоритма A1 среди всех графов будет рассмотрен граф Mv, где v—
вершина минимальной степени в графе D = D(G,M∗). Отсюда получается требуемая
оценка точности алгоритма A1.

В п. 2.2 представлен ещё один полиномиальный алгоритм приближённого решения
задачиGC63 с лучшей гарантированной оценкой точности, основанный на другой идее
и не использующий локальный поиск.

2.2. П р и б л и ж ё н н ы й а л г о р и т м д л я з а д а ч и GC63 ,
н е и с п о л ь з у ю щ и й л о к а л ь н ы й п о и с к

Лемма 2. Пусть G = (V,E) — n-вершинный граф, n > 3, M = M(V1, . . . , Vs),
вершина v ∈ Vi такова, что её окрестность в графе D = D(G,M) не пуста. Рассмотрим
кластерный граф M ′ ∈ M6s(V ), полученный из графа M следующим образом: либо
произвольная вершина u ∈ NG(v)∩ND(v) перенесена в кластер Vi, либо произвольная
вершина u ∈ NG(v) ∩ ND(v) перенесена в любой из кластеров Vj, не содержащий
вершину v. Тогда

ρ(G,M ′) 6 ρ(G,M) + (n− 3).

Доказательство. Пусть u ∈ ND(v). Очевидно, что графы D и D′ = D(G,M ′)
отличаются только рёбрами вида (u,w), w ∈ V , остальные рёбра у них совпадают.
Следовательно,

ρ(G,M ′)− ρ(G,M) = |ND′(u)| − |ND(u)|.

Так как v ∈ ND(u), а ND′(u) ⊆ V \ {u, v}, то |ND(u)| > 1, |ND′(u))| 6 n− 2, откуда

ρ(G,M ′)− ρ(G,M) 6 n− 2− 1 = n− 3.

Лемма 2 доказана.

Пусть M∗ = M(V ∗1 , V
∗

2 , V
∗

3 ) ∈ M63(V ) — оптимальное решение задачи GC63 на
графе G = (V,E), причём M∗ 6= Kn, где n = |V |. Через dD(v) обозначим степень
вершины v в графе D = D(G,M∗).

Положим d1 = min{dD(v) : v ∈ V } = dD(v1); обозначим V ∗1 тот кластер графа M∗,
который содержит вершину v1, n1 = |V ∗1 |. Пусть d2 = min{dD(v) : v ∈ V \V ∗1 } = dD(v2),
V ∗2 — тот кластер графа M∗, который содержит вершину v2. Очевидно, что d1 6 d2.

Так как ρ(G,M∗) равно числу рёбер в графе D(G,M∗), из леммы о рукопожатиях
и леммы 1 вытекает

Лемма 3. Для произвольного n-вершинного графа G = (V,E) имеет место нера-
венство

ρ(G,M∗) >
d1n1 + d2(n− n1)

2
>
nd1

2
,

где M∗— оптимальное решение задачи GC63 на графе G.
Алгоритм 5 основан на идее, отличной от той, что использована в [4, 9] для при-

ближённого решения задачи GC62.
Замечание 2. Трудоёмкость алгоритма A2 равна O(n3).
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Алгоритм 5. A2

Вход: граф G = (V,E), n = |V |, n > 3.
Выход: кластерный граф M2 ∈M63(V ).
1: Для каждой упорядоченной пары вершин (u, v) ∈ V ×V , такой, что u 6= v, выпол-

нить:
2: положить V1 = {u} ∪ (NG(u) \ {v});
3: обозначить через G1 подграф графа G, порождённый множеством V \ V1. Поло-

жить V2 = {v} ∪ NG1(v), V3 = V \ (V1 ∪ V2) (V3 может быть пустым). Положить
Muv = M(V1, V2, V3).

4: Среди построенных графов Muv и графа Kn выбрать ближайший к G кластерный
граф M2 ∈M63(V ):

ρ(G,M2) = min
(u,v)∈V×V

{ρ(G,Muv), ρ(G,Kn)},

где минимум берется по всем парам (u, v) ∈ V × V , таким, что u 6= v.

Справедлива следующая гарантированная оценка точности алгоритма A2.
Теорема 4. При n > 3 для любого n-вершинного графа G = (V,E) имеет место

неравенство

ρ(G,M2) 6

(
6− 12

n

)
ρ(G,M∗),

гдеM∗ ∈M63(V ) — оптимальное решение задачи GC63 на графе G;M2 —кластерный
граф, построенный алгоритмом A2.

Доказательство. Возможны два случая.
С л у ч а й 1:M∗ = Kn. Тогда на шаге 2 алгоритма A2 в качествеM2 будет выбран

граф Kn, следовательно,

ρ(G,M2) = ρ(G,M∗) 6

(
6− 12

n

)
ρ(G,M∗).

С л у ч а й 2: M∗ = M(V ∗1 , V
∗

2 , V
∗

3 ) 6= Kn. Пусть, как и ранее, v1, v2 ∈ V — такие
вершины, что dD(v1) = d1, dD(v2) = d2, причём v1 ∈ V ∗1 , v2 ∈ V ∗2 . Рассмотрим кла-
стерный граф M ∈M63(V ), полученный из графа M∗ путём переноса не более чем
d1 вершин в другие кластеры графа M∗: вершины множества (NG(v1) \ {v2})∩ND(v1)
перенесены в кластер, содержащий вершину v1 (т. е. в кластер V ∗1 ), а вершины мно-
жества NG(v1) ∩ ND(v1) — в кластер, не содержащий ни v1, ни v2 (т. е. в кластер V ∗3 ).
Пусть M = M(V1, V2, V3), где V1 = {v1} ∪ (NG(v1) \ {v2}) и V2 —кластер, содержащий
вершину v2.

Если d1 > 0, то, применив не более чем d1 раз лемму 2, получим

ρ(G,M) 6 ρ(G,M∗) + d1(n− 3).

Если d1 = 0, то граф M совпадает с графом M∗, а значит,

ρ(G,M) = ρ(G,M∗) = ρ(G,M∗) + d1(n− 3).

Итак, показано, что в любом случае

ρ(G,M) 6 ρ(G,M∗) + d1(n− 3). (4)
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Заметим, что V1 6= V , поскольку v2 /∈ V1. Пусть G1 —подграф графа G, порождён-
ный множеством вершин V \ V1. Рассмотрим кластерный граф Mv2 ∈ M62(V \ V1),
построенный следующим образом: вершина v2 и все смежные с ней вершины графа G1

принадлежат одному кластеру графа Mv2 , а все несмежные с v2 вершины— другому
кластеру графа Mv2 (этот кластер может быть пустым).

Пусть M1 ∈ M62(V \ V1) —подграф графа M , порождённый множеством вершин
V \ V1, т. е. M1 = M(V2, V3). Положим D1 = D(G1,M1). Обозначим через d2 степень
вершины v2 в графе D1. Очевидно, что кластерный графMv2 получен из графаM1 пу-
тём переноса d2 вершин: вершины множества NG1(v2)∩ND1(v2) перенесены в кластер,
содержащий вершину v2 (т. е. в компоненту, порождённую множеством V2), а все вер-
шины множества NG1(v2)∩ND1(v2) — в кластер, не содержащий v2 (т. е. в компоненту,
порождённую множеством V3).

Если |V \ V1| 6 2, то, очевидно, Mv2 = G1 и ρ(G1,Mv2) = 0. Если при этом d2 = 0
то Mv2 = M1. Таким образом,

ρ(G1,Mv2) = ρ(G1,M1) = ρ(G1,M1) + d2(|V \ V1| − 3).

Пусть теперь d2 > 0. Это возможно только при |V \ V1| = 2. В этом случае d2 = 1.
Это означает, что ρ(G1,M1) = 1. Тогда

ρ(G1,Mv2) = 0 = ρ(G1,M1)− 1 = ρ(G1,M1) + d2(|V \ V1| − 3).

Теперь рассмотрим случай |V \ V1| > 3. Если d2 > 0 то, применив d2 раз лемму 2,
получим

ρ(G1,Mv2) 6 ρ(G1,M1) + d2(|V \ V1| − 3).

Если d2 = 0, то графы Mv2 и M1 совпадают, следовательно,

ρ(G1,Mv2) = ρ(G1,M1) = ρ(G1,M1) + d2(|V \ V1| − 3).

Итак, показано, что в любом случае

ρ(G1,Mv2) 6 ρ(G1,M1) + d2(|V \ V1| − 3).

Так как графM получен из графаM∗ путём переноса не более чем d1 вершин в другие
кластеры, то |V1| > |V ∗1 | − d1 = n1 − d1, откуда

ρ(G1,Mv2) 6 ρ(G1,M1) + d2(n− n1 + d1 − 3). (5)

Покажем, что d2 6 d2. В самом деле, d2 = |ND(v2)|, d2 = |ND1(v2)|. Множе-
ство ND(v2) состоит из всех вершин u, таких, что либо u ∈ NG(v2) ∩ (V ∗1 ∪ V ∗3 ),
либо u ∈ NG(v2) ∩ V ∗2 , а множество ND1(v2) —из всех вершин u, таких, что либо
u ∈ NG1(v2) ∩ V3, либо u ∈ NG1(v2) ∩ V2, т. е.

ND(v2) = (NG(v2) ∩ (V ∗1 ∪ V ∗3 )) ∪ (NG(v2) ∩ V ∗2 ),

ND1(v2) = (NG1(v2) ∩ V3) ∪ (NG1(v2) ∩ V2).

Очевидно, что V3 ⊆ V ∗1 ∪ V ∗3 и V2 ⊆ V ∗2 , а так как G1 —подграф графа G, то
NG1(v2) ⊆ NG(v2) и NG1(v2) ⊆ NG(v2). Следовательно,

NG1(v2) ∩ V3 ⊆ NG(v2) ∩ (V ∗1 ∪ V ∗3 ),

NG1(v2) ∩ V2 ⊆ NG(v2) ∩ V ∗2 .
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Значит, ND1(v2) ⊆ ND(v2), откуда получаем d2 = |ND1(v2)| 6 |ND(v2)| = d2.
Итак, d2 6 d2. Тогда из (5) следует, что

ρ(G1,Mv2) 6 ρ(G1,M1) + d2(n− n1 + d1 − 3). (6)

В соответствии с шагом 4 алгоритмаA2 положимMv1v2 = M(V1)∪Mv2 , гдеM(V1) —
полный граф на множестве V1. Обозначим через s сумму числа отсутствующих рё-
бер в подграфе графа G, порождённом множеством вершин V1, и величины разреза
(V1, V \ V1) в графе G. Очевидно, что

ρ(G,Mv1v2) = s+ ρ(G1,Mv2), ρ(G,M) = s+ ρ(G1,M1).

Отсюда с учётом (4) и (6) имеем

ρ(G,Mv1v2) = s+ ρ(G1,Mv2) 6 s+ ρ(G1,M1) + d2(n− n1 + d1 − 3) =

= ρ(G,M) + d2(n− n1 + d1 − 3) 6 ρ(G,M∗) + d1(n− 3) + d2(n− n1 + d1 − 3),

т. е.
ρ(G,Mv1v2) 6 ρ(G,M∗) + d1(n− 3) + d2(n− n1 + d1 − 3). (7)

Теперь покажем, что d2 6 n1 + n/2. Действительно,

d2 = |ND(v2| = |ND(v2)) ∩ V ∗1 |+ |ND(v2) ∩ (V ∗2 ∪ V ∗3 |.

Очевидно, что |ND(v2) ∩ V ∗1 | 6 |V ∗1 | = n1. Обозначим d′ = |ND(v2) ∩ (V ∗2 ∪ V ∗3 )| и
докажем, что d′ 6 n/2. Предположим противное: d′ > n/2. Рассмотрим кластерный
граф M̃ , полученный из M∗ путём переноса вершины v2 из кластера V ∗2 в кластер V ∗3 .
Очевидно, что V2∪V3 = V ∗2 ∪V ∗3 и графы D и D̃ = D(G, M̃) отличаются только рёбрами
вида (u, v2), где u ∈ V ∗2 ∪ V ∗3 , остальные рёбра у них совпадают. Следовательно,

ρ(G, M̃)− ρ(G,M∗) = |ND̃(v2) ∩ (V ∗2 ∪ V ∗3 )| − |ND(v2) ∩ (V ∗2 ∪ V ∗3 )|.

Так как

ND̃(v2)∩(V ∗2 ∪V ∗3 ) = (V ∗2 ∪V ∗3 )\({v2}∪ND(v2)) = (V ∗2 ∪V ∗3 )\(({v2}∪ND(v2))∩(V ∗2 ∪V ∗3 )),

получим

|ND̃(v2) ∩ (V ∗2 ∪ V ∗3 )| − |ND(v2) ∩ (V ∗2 ∪ V ∗3 )| = (n− n1 − d′ − 1)− d′ = n− n1 − 2d′ − 1.

По предположению, d′ > n/2, поэтому ρ(G, M̃) − ρ(G,M∗) < −n1 − 1 < 0, что проти-
воречит оптимальности кластерного графа M∗. Следовательно, d′ 6 n/2, откуда

d2 6 n1 + n/2. (8)

Оценим слагаемые из правой части неравенства (7) с учётом (8), леммы 3 и нера-
венства d1 6 d2.

а) Дадим оценку суммы ρ(G,M∗) + d1(n− 3):

ρ(G,M∗) + d1(n− 3) = ρ(G,M∗) + d1n(1− 3/n) 6

6 ρ(G,M∗) + 2ρ(G,M∗)(1− 3/n) = (3− 6/n)ρ(G,M∗).
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б) Оценим слагаемое d2(n− n1 + d1 − 3):

d2(n− n1 + d1 − 3) = d1n1 − d1n1 + d2(n− n1) + d1d2 − 3d2 6

6 2ρ(G,M∗)− d1n1 + d1d2 − 3d2 6 2ρ(G,M∗)− d1n1 + d1(n1 + n/2)− 3d2 =

= 2ρ(G,M∗) + d1n/2− 3d2 6 2ρ(G,M∗) + d1n/2− 3d1 =

= 2ρ(G,M∗) + d1n/2(1− 6/n) 6 2ρ(G,M∗) + ρ(G,M∗)(1− 6/n) = (3− 6/n)ρ(G,M∗).

Итак,
ρ(G,Mv1v2) 6 (6− 12/n)ρ(G,M∗).

На шаге 4 алгоритмом A2 среди всех графов Muv будет, в частности, рассмотрен и
граф Mv1v2 . Отсюда получается требуемая оценка точности алгоритма A2.

3. Вычислительный эксперимент
Для сравнения точности приближённых алгоритмов A1 и A2 проведён вычисли-

тельный эксперимент. Исследован также алгоритм A3, являющийся модификацией
алгоритма A2 (в нём к приближённому решению, полученному алгоритмом A2, при-
меняется процедура локального поиска). Очевидно, что алгоритм A3 полиномиален и
его гарантированная оценка точности не хуже, чем гарантированная оценка точности
алгоритма A2. Все алгоритмы реализованы на языке программирования C++ в среде
JetBrains Clion 2017.3.3. Вычисления проводились на персональном компьютере мо-
дели RT I5N с процессором Intel Core i5-2400, тактовой частотой 3,10 ГГц и объёмом
оперативной памяти 8 Гбайт.

Опишем класс графов, на которых производились вычисления. Зафиксируем па-
раметр p ∈ (0, 1), случайный n-вершинный граф G = (V,E) будем получать с исполь-
зованием следующей процедуры. Для каждой пары вершин (u, v) проводится незави-
симый случайный эксперимент, исходом которого является наличие ребра uv с веро-
ятностью p и отсутствие ребра с вероятностью 1−p. В [15, 16] семейство n-вершинных
графов с таким распределением обозначается G(n, p) и используется как при теорети-
ческом изучении графов, так и в экспериментальных исследованиях (модель Эрдеша—
Реньи).

Параметр p представляет собой математическое ожидание плотности случайного
графа G = (V,E), которая определяется как 2|E|/(n(n− 1)). В проведённых экспери-
ментах использовались значения p ∈ {0,33, 0,5, 0,67}.

На графах малой размерности (при n от 10 до 20 вершин) алгоритмом полно-
го перебора были найдены точные решения. Это позволило получить предваритель-
ные сведения об изменении точности алгоритмов в зависимости от параметров n и p.
Для каждой пары значений n и p было решено по 50 задач.

Далее точностью (отклонением от оптимума) приближённого алгоритма будем
называть отношение значения целевой функции, полученного данным алгоритмом,
к её оптимальному значению. Обозначим через δ1(n, p), δ2(n, p) и δ3(n, p) средние точ-
ности алгоритмовA1,A2 иA3 для n-вершинных графов при фиксированном значении
параметра p.

По итогам первого эксперимента наилучшие показатели принадлежат алгорит-
му A3: его среднее отклонение от оптимума достигает максимума при значениях па-
раметров n = 18, p = 0,33 и составляет 3,6 %, в то время как алгоритмы A1 и A2 при
тех же параметрах отклоняются на 7,3 и 12,3 % соответственно. При всех остальных
значениях параметров n и p алгоритм A3 также даёт решения с наименьшим средним
отклонением от оптимума среди исследуемых алгоритмов (рис. 1).
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Рис. 1. Средняя точность приближённых алгоритмов при p = 0,33

Таким образом, наиболее перспективным приближённым алгоритмом можно счи-
тать алгоритм A3. Для подтверждения того, что он продолжает доминировать и при
других значениях n, был проведён эксперимент на графах большей размерности (при n
от 50 до 250 вершин). Однако в этом случае нет возможности найти оптимальное реше-
ние за приемлемое время, поэтому в качестве исследуемых были выбраны следующие
величины:

d1(n, p) =
δ1(n, p)

δ3(n, p)
, d2(n, p) =

δ2(n, p)

δ3(n, p)
.

Выбор таких величин объясняется тем, что, во-первых, их вычисление не требует зна-
ния оптимального решения, а во-вторых, они позволяют ответить на вопрос, действи-
тельно ли алгоритм A3 даёт в среднем лучшие решения, чем алгоритмы A1 и A2, на
графах большей размерности. Для каждой пары значений n и p было решено по 100
задач.

При всех значениях n и p величины d1(n, p) и d2(n, p) оказались больше единицы.
При этом в каждой решённой задаче алгоритм A3 даёт значение целевой функции не
большее, чем значения целевых функций, полученных алгоритмами A1 и A2 (рис. 2).
Это позволяет сделать вывод о том, что алгоритм A3 продолжает доминировать над
алгоритмами A1 и A2 независимо от значений параметров n и p. При этом время ра-
боты алгоритмов A2 и A3 с ростом n увеличивается достаточно медленно (меньше 1 с
при n = 50 и около 10 с при n = 250). Для алгоритма A1 рост количества вершин
оказал существенное влияние на время работы (меньше 1 с при n = 50 и около 800 с
при n = 250).

Из результатов вычислительного эксперимента можно сделать вывод, что наилуч-
шим алгоритмом приближенного решения задачи GC63 является A3: решения, полу-
ченные этим алгоритмом, наиболее близки к оптимальным, при этом время его работы
остаётся сравнительно небольшим при росте количества вершин.
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Рис. 2. Значения величин d1(n, p) и d2(n, p) при p = 0,33

Заключение
В работе рассматривается задача кластеризации графа, в которой число кластеров

не превосходит трёх. Предложены три полиномиальных алгоритма приближённого ре-
шения этой задачи. Первый, 6-приближённый алгоритм A1, многократно использует
локальный поиск и основан на идеях, применяемых для решения задачи, в которой
число кластеров не превышает двух. Второй алгоритм A2 основан на оригинальной
идее и не использует локальный поиск. Приближённый алгоритм A3 является мо-
дификацией второго и отличается тем, что к приближённому решению, найденному
алгоритмом A2, применяется процедура локального поиска. Доказано, что алгорит-
мы A2 и A3 имеют гарантированную оценку точности 6− 12/n, где n—число вершин
кластеризуемого графа.
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