
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2019 Математика и механика № 61

УДК 539.3
DOI 10.17223/19988621/61/5

Д.А. Иванычев

МЕТОД ГРАНИЧНЫХ СОСТОЯНИЙ В РЕШЕНИИ
ВТОРОЙ ОСНОВНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ АНИЗОТРОПНОЙ УПРУГОСТИ

С МАССОВЫМИ СИЛАМИ1

Сформулирован подход на основе метода граничных состояний, позволяю-
щий определить напряженно-деформированное состояние для анизотропных
тел вращения с заданными на границе перемещениями и находящимися под
действием массовых сил. Особенность решения состоит в том, что след ис-
комого упругого поля удовлетворяет одновременно заданным граничным
условиям и условиям внутри области (массовым силам), а не представляет
собой сумму решений частных задач.
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Современные материалы, такие, как эластомеры, поликристаллические металлы,
керамика, а также композитные материалы, применяемые в конструкциях, меха-
низмах и машинах, часто пребывают в сложных кинематических условиях. Данные
материалы обладают значительной анизотропией в отношении упругих свойств. На
тела, находящиеся в таких условиях, действуют массовые силы, а на перемещения
точек границы наложены ограничения. Определение напряженно-деформирован-
ного состояния (НДС) от совокупности таких воздействий в силу сложной физиче-
ской природы материалов составляет актуальную научную задачу.

В механике объемные или массовые силы рассматривались в задачах разного
направления. Например, в работе [1] построено численно-аналитическое решение
плоской задачи теории упругости с использованием метода взвешенных невязок в
форме метода граничного решения. Найдено распределения напряжений и сме-
щений в упругом теле, подверженном действию заданной системы объемных сил
и заданных напряжений или смещений на границах. В работе [2] исследовались
вынужденные деформации в виде суммы воздействий поверхностных и объемных
сил. В работе [3], используя фиктивные расчетные схемы, основанные на эквива-
лентности воздействий в механике деформируемого твердого тела, получены на-
пряженно-деформированные состояния для балки на двух опорах, находящейся
под действием массовых сил; вращающегося тонкого круглого диска; плотины
треугольного поперечного сечения, находящейся под действием объемных
фильтрационных сил. Авторы работы [4] рассматривали задачи теории упругости
с заданными объемными и поверхностными силами в функциональных энергети-
ческих пространствах тензоров напряжений и деформаций. Методом ортогональ-
ных проекций решены конкретные задачи. Объемные силы рассматривались и в
механике разрушения [5]; дается решение задачи о зарождении трещин в метал-
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лическом круговом диске под действием объемных сил. В работе [6] для переме-
щений получено условие эквивалентности поверхностных и объемных сил при
использовании вариационного уравнения Лагранжа. Авторами работы [7] было
построено поле перемещений для изотропного упругого тела, ограниченного кон-
центрическими сферами и находящегося под действием осесимметричных неста-
ционарных объемных сил. Автором [8] получены точные аналитические решения
задач о равновесии толстостенных трансверсально-изотропных составных сфер с
жестко закрепленной или закрепленной только в радиальном направлении внешней
поверхности, находящихся под действием массовых сил и внутреннего давления.

В работах [9, 10] редуцирован обратный метод определения напряженно-
деформированного состояния изотропных упругих тел от действия непрерывных
непотенциальных объемных сил. Метод граничных состояний (МГС) с участием
объемных сил для изотропной среды применен в работе [11]. А в работе [12] про-
демонстрирован прием включения в круг расчетных вопросов МГС объемных
сил, составляющих линейную комбинацию «эталонных» воздействий на одно-
связное ограниченное тело. В работе [13] разработана методика получения полно-
параметрических решений для анизотропных тел, где возникновение фиктивных
массовых сил являлось следствием применения метода Пуанкаре. Методом гра-
ничных состояний вопрос кручения анизотропных стержней сложного сечения
исследовался в работе [14]. Этот метод оперирует понятием внутренней энергии
упругой деформации. C помощью метода минимизации полной энергии деформа-
ции в работе [15] решена задача по определению напряженно-деформированного
состояния, возникающего при осадке жесткопластической тонкой квадратной за-
готовки. Авторами [16] представлено решение уравнения Лапласа в осесиммет-
ричных областях с осесимметричными граничными условиями с помощью не-
прямого метода граничных элементов рассмотрено в работе. В работе [17] рас-
смотрены контактные задачи для трансверсально-изотропного цилиндра в усло-
виях одновременного действия массовых сил и условий на границе.

В рамках настоящей работы предполагается применение энергетического ме-
тода граничных состояний для решения осесимметричной второй основной зада-
чи теории упругости с массовыми силами для трансверсально-изотропных тел
вращения. Особенность искомого упругого поля состоит в том, что его след одно-
временно удовлетворяет заданным условиям на границе и внутри области, т.е.
массовым силам, а не представляет собой сумму отдельных полей в задаче эла-
стостатики и в задаче от действия массовых сил.

1. Постановка задачи

Рассматривается трансверсально-изотропное те-
ло, ограниченное одной или несколькими коакси-
альными поверхностями вращения с заданными пе-
ремещениями точек границы { , }u w=u и массовыми
силами { , }R Z=X , симметричными относительно
оси вращения (рис. 1).

Решение поставленной задачи можно провести
простым путем: сначала решить краевую задачу ме-
ханики в зависимости заданных на границе переме-
щений [18], затем отдельно решить задачу по опре-
делению упругого состояния под действием массо-
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Рис. 1. Трансверсально-
изотропное тело вращения

Fig. 1. A transversely isotropic
body of revolution
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вых сил и полученные поля характеристик напряженно-деформированного со-
стояния сложить. Однако в этом случае сложно проводить анализ полученного
результата исходя из теорий прочности и жесткости, возникает необходимость
дискретно корректировать граничные условия в краевой задаче, что составляет
непростую и трудоемкую задачу, особенно если граница тела частично или пол-
ностью защемлена. Например, естественно, что напряжения внутри тела, находя-
щегося, например, под действием сил инерции со свободной границей, отличают-
ся от напряжений в том же теле с защемленной границей, вопрос состоит в том,
каким образом происходит это перераспределение.

Целью работы является создание подхода на основе метода граничных состоя-
ний, позволяющего получить заданное перераспределение напряжений, деформа-
ций и перемещений.

2. Определяющие соотношения для среды

Для однородной трансверсально-изотропной среды в цилиндрических коорди-
натах имеют место следующие соотношения [19]:

Дифференциальные уравнения равновесия в цилиндрической системе коорди-
нат z , r , θ :

1 0r rzr r R
z r r r

θ θ∂τ σ − σ∂τ ∂σ
+ + + + =

∂ ∂ ∂θ
;

1 0zz zr zr Z
z r r r

θ∂τ∂σ ∂τ τ
+ + + + =

∂ ∂ ∂θ
; (1)

1 2 0z r r Q
z r r r

θ θ θ θ∂τ ∂τ ∂σ τ
+ + + + =

∂ ∂ ∂θ
,

где R, Z, Q – массовые силы.
Соотношения Коши:
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∂
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∂
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∂ ∂
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.

Обобщенный закон Гука:

[ ]1 ( )z z z r
zE θε = σ − ν σ + σ ;

1 ( ) z
r r r z

r zE Eθ
ν

ε = σ − ν σ − σ ; (3)

1 ( ) z
r r z

r zE Eθ θ
ν

ε = σ − ν σ − σ ;

1
zr zr

zG
γ = τ ; 1

z z
zGθ θγ = τ ; 

2(1 )1 r
r r r

r rG Eθ θ θ
+ ν

γ = τ = τ ,
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где zE  и rE  – модули упругости соответственно в направлении оси z и в плоско-
сти изотропии; zν  – коэффициент Пуассона, характеризующий сжатие вдоль r
при растяжении вдоль оси z; rν  – коэффициент Пуассона, характеризующий по-
перечное сжатие в плоскостях изотропии при растяжении в этих же плоскостях;

rG  и zG  – модуль сдвига в плоскостях изотропии и перпендикулярных к ним.

3. Задача эластостатики

С помощью метода интегральных наложений установлена зависимость между
пространственным напряженным и деформированным состоянием упругого
трансверсально-изотропного тела и определенными вспомогательными двумер-
ными состояниями, компоненты которого зависят от двух координат z и y (пере-
менных) [19].

В качестве плоских вспомогательных состояний используется плоская дефор-
мация, возникающая в цилиндрах бесконечной длины, имеющих в каждой точке
плоскость упругой симметрии, параллельную плоскости zy (направление η  ⊥
плоскости zy):

( ) ( )2 ' 2 '
1 1 1 2 2 2Re[ ]pl

zσ = − γ ϕ ς + γ ϕ ς ;

( ) ( )' '
1 1 2 2Re[ ]pl

yσ = ϕ ς + ϕ ς ;

( ) ( )' '
1 1 1 2 2 2Re[ ]pl

zyσ = − γ ϕ ς + γ ϕ ς ; (4)

pl pl plr
r y z z

z

E
Eησ = ν σ + ν σ ; 0zθτ = ; 0rθτ = ;

( ) ( )1 1 1 2 2 2Re[ ]pl
zu p p= ϕ ς + ϕ ς ;

( ) ( )1 1 1 2 2 2Re[ ]pl
yu iq iq= ϕ ς + ϕ ς ,

где константы 1q  и 1p  определены упругими параметрами материала,
/j jz iyς = γ + , jγ  – комплексные корни характеристического уравнения, функ-

ции ( )j jϕ ς  – аналитические по своим переменным.
Переход к осесимметричному пространственному состоянию в цилиндриче-

ских координатах осуществляется по зависимостям [18]
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4. Метод решения

Для решения поставленной задачи прибегнем к понятиям метода граничных
состояний (МГС) [20]. Основу метода составляют пространства внутренних Ξ  и
граничных Г  состояний:

{ }1 2 3, , ,..., ,...kΞ = ξ ξ ξ ξ ; { }1 2 3, , ,..., ,...kГ = γ γ γ γ . (6)
Внутреннее состояние определяется наборами компонент вектора перемеще-

ний, тензоров деформаций и напряжений:
{ , , }k k k

k i ij ijuξ = ε σ . (7)

Воспользуемся при построении решения основных задач механики уравнени-
ем Клапейрона [21]:

0ij ij
V S V

dV dS dV+ − σ ε =∫ ∫ ∫v vXu P u . (8)

Придавая перемещениям возможные вариации δu , последнее уравнение пре-
образуется в вариационное уравнение Лагранжа [21].

Скалярное произведение в пространстве Ξ  внутренних состояний выражается
через внутреннюю энергию упругого деформирования (отсюда и принадлежность
метода к классу энергетических). Например, для 1-го и 2-го внутренних состояний
тела, занимающего область V:

1 2
1 2( , ) ij ij

V

dVξ ξ = ε σ∫ , (9)

причем в силу тождества Бетти:
1 2 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) ij ij ij ij
V V

dV dVξ ξ = ξ ξ = ε σ = ε σ∫ ∫ .

Граничное состояние kγ , в зависимости от традиционного { , }k k
k vi iu pγ = , оп-

ределяемого в [20], будем формировать наборами компонент вектора перемеще-
ния точек границы viu , поверхностными усилиями ip  и массовыми силами iX
(последнее условно в силу того, что массовые силы не относятся к элементу по-
верхности тела):

{ , , }k k k
k vi i iu p Xγ = , k k

i ij jp n= σ , (10)

где jn  – компонента нормали к границе.
В пространстве граничных состояний Г , согласно (8), скалярное произведе-

ние выражает работу внешних сил по поверхности тела S  и работу массовых сил
на перемещениях iu  внутренних точек тела:

1 2 1 2
1 2( , ) i vi i i

S V

p u dS X u dVγ γ = +∫ ∫ ,

причем свойство коммутативности выполняется:
1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) i vi i i i vi i i
S V S V

p u dS X u dV p u dS X u dVγ γ = γ γ = + = +∫ ∫ ∫ ∫ .

В случае гладкой границы и в силу (8) оба пространства состояний являются
гильбертовыми и сопряжены изоморфизмом. По определению, каждому элементу
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kξ ∈ Ξ  соответствует единственный элемент k Гγ ∈ , причем это соответствие
взаимно-однозначное: k kξ ↔ γ . Это позволяет поиски внутреннего состояния
свести к построению изоморфного ему граничного состояния. Последнее сущест-
венно зависит от граничных условий (ГУ).

Ортонормирование базиса пространства Ξ  осуществляется по разработанному
рекурсивно-матричному алгоритму ортогонализации [22], где в качестве перекре-
стных скалярных произведений принимается (9).

Проблема сводится к разрешающей системе уравнений относительно коэффи-
циентов Фурье и разложению искомых внутреннего ξ  и граничного γ  состояний
в ряд по элементам ортонормированного базиса

1
k k

k
c

∞

=
ξ = ξ∑ ,  

1
k k

k
c

∞

=
γ = γ∑

или в развернутом виде

1

k
i k i

k
p c p

∞

=
= ∑ ; 

1

k
i k i

k
u c u

∞

=
= ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
σ = σ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
ε = ε∑ ; 

1

k
i k i

k
X c X

∞

=
= ∑ . (11)

В случае второй основной задачи заданы массовые силы { , }R Z=X  и переме-
щения точек границы тела { , }v vu w=vu .

Ортонормированность базиса граничных состояний позволяет для его элемен-
тов записать

2i j j i j i i j
v v v v ij

V S V S

dV dS dV dS+ + + = δ∫ ∫ ∫ ∫X u p u X u p u , (12)

причем i j j i j i j i
v v v v

V S V S

dV dS dV dS
⎡ ⎤

+ = − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫X u p u X u p u , i j≠ .

Заменяя в (12) базисные характеристики jX , j
vu  заданными X , vu  и осуще-

ствляя перебор по индексу j, образуем матрицы коэффициентов:
i j j i

ij v v
V S

dV dSβ = +∫ ∫X u p u ; [ ]ij N N×Β = β ; (13)

j j
j v v

V S

dV dSα = +∫ ∫Xu p u ; [ ]j NΑ = α ,

где ju  – вектор перемещения в j-м элементе базиса внутренних состояний (7);
iX  – вектор массовых сил в i-м элементе базиса граничных состояний (10); j

vp ,
i
vu  – вектор усилий и перемещений на границе тела в элементах базиса гранич-

ных (10) состояний.
Следует отметить, что матрица Β  является кососимметричной ( ij jiβ =−β , i j≠ ).

Коэффициенты Фурье { }k Nc c=  рассчитываются так:

{ } 1
k Nc c −= = Β Α , (14)

где N – число используемых элементов базиса.
Окончательно решение имеет вид (11).
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5. Формирование базиса

Основной сложностью формирования решения в МГС является конструирова-
ние базиса внутренних состояний, который опирается на общее или фундамен-
тальное решение для среды. Также возможно использование каких-либо частных
или специальных решений.

В работе [9] изложена методика определения напряженно-деформированного
состояния изотропных тел от объемных сил.

Для построения поля перемещений от массовых сил для плоских вспомога-
тельных состояний применяется фундаментальная ортонормированная система
многочленов y zα β , которую можно поместить в любую позицию вектора пере-

мещения ( ),pl y zu , образуя некоторое допустимое упругое плоское вспомога-
тельное состояние:

{ } { }{ },0, , 0,pl y z y zα β α β=u .

Перебор всевозможных вариантов в пределах nα + β ≤ , (n = 1, 2, 3, …) позво-
ляет получить множество состояний. Далее по формулам (5) определяются ком-
поненты вектора перемещения ( ),r zu  пространственного осесимметричного со-
стояния и по цепочке (2), (3), (1) определяются соответствующие тензоры дефор-
маций, напряжений и массовые силы, образуя конечномерный базис в задаче от
массовых сил:

{ }1 2 3, , ,..., ,...Х Х Х Х Х
kΞ = ξ ξ ξ ξ .

Базисные наборы в задаче эластостатики можно конструировать, генерируя
возможные варианты для двух аналитических функций ( )1 1ϕ ς  и ( )2 2ϕ ς  плоско-
го вспомогательного состояния (4).

Базисные наборы плоских вспомогательных состояний в этом случае генери-
руются согласно

( )
( )

1 1 1 1

2 22 2

0 0
, , , ,... , 1, 2,3,...

0 0

n n

n n
i n

i
⎛ ⎞ϕ ς ⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎫ς ς∈ =⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ς ςϕ ς ⎩⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭⎝ ⎠

 .

Далее определяются все механические характеристики плоского вспомога-
тельного состояния, и затем следует переход к трехмерному состоянию по зави-
симостям (5), образуя конечномерный базис в задаче эластостатики:

{ }1 2 3, , ,..., ,...S S S S S
kΞ = ξ ξ ξ ξ .

Результирующий базис (6) представляет собой объединение:

{ }1 2 3 4 1, , ,. ,., , ,...S Х S Х S Х
k k−Ξ = ξ ξ ξ ξ ξ ξ . (15)

Окончательный базис представляет собой объединение двух базисов в силу
того, что перемещения, задаваемые на границе тела, могут вызывать одновремен-
но как «уравновешенные» так и «неуравновешенные» (удовлетворяющие уравне-
ниям равновесия с массовыми силами) напряжения и после восстановления по-
следних потребуется наличие «уравновешенных» элементов, в противном случае
будет наблюдаться расходимость решения. Окончательный базис граничных со-
стояний редуцируется из (15).
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6. Решение задачи для цилиндра

Апробацию предложенной методики проведем на исследовании упругого со-
стояния трансверсально-изотропного кругового в плане цилиндра из горной по-
роды алевролита крупного темно-серого [21]. После процедуры обезразмерива-
ния, аналогия которой приведена в работе [23], упругие характеристики материа-
ла: 6.21zE = ; 5.68rE = ; 2.55zG = ; 0.22zν = ; 0.24rν =  и цилиндр занимает об-
ласть {( , ) 0 1, 2 2}V z r r z= ≤ ≤ − ≤ ≤  (рис. 2).

r

z

0

2

S3

S2

S1−2

1−1

Рис. 2. Меридианное сечение тела вращения
Fig. 2. A meridian section of the body of revolution

Цилиндр находится под действием массовых сил 3{ , }r z=X , граница защем-
лена 0v =u . После процедуры ортонормирования и исключения линейно-
зависимых элементов, базисный набор для компонент вектора перемещения пред-
ставлен в табл. 1 (показано 9 элементов).

Т а б л и ц а  1

Перемещения ортонормированного базиса

u w

1ξ 0 0.26389z

2ξ 0.18528r 0.10429z−

3ξ 0 20.11427z

4ξ 0.14435rz 2 20.06455 0.04062r z−

5ξ 0.07007rz 2 20.31671 0.01972r z− −

6ξ 3 20.09006 0.02311 0.08488r r rz− − + 2 30.18204 0.08488 0.05612z r z z+ −

7ξ 3 20.05853 0.01502 0.05516r r rz− − + 2 30.23356 0.05516 0.05149z r z z− + +

8ξ 3 20.19119 0.03733 0.11539r r rz− − 2 30.2256 0.278 0.02165z r z z− + +

9ξ 3 20.23702 0.23608 0.00071r r rz− + + 2 30.01291 0.0269 0.000133z r z z− + −
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Усеченная до 8N =  матрица коэффициентов ijβ  представлена в табл. 2 (i оп-
ределяется по строке, j – по столбцу).

Т а б л и ц а  2

Матрица коэффициентов ijβ

1 0 0 0 0 0 −2.666 −1.167 −0.198 0

0 1 0 0 0 0 1.054 0.461 −2.255 0

0 0 1 −0.496 0.269 0 0 0 0 0.404

0 0 0.496 1 −0.641 0 0 0 0 −0.032

0 0 −0.269 0.641 1 0 0 0 0 −0.504

0 0 0 0 0 1 −0.907 −0.391 −0.164 0

2.666 −1.054 0 0 0 0.907 1 0.014 0.001 0

1.167 −0.461 0 0 0 0.397 −0.014 1 −0.129 0

0.198 2.255 0 0 0 0.164 −0.001 0.129 1 0

0 0 −0.404 0.032 0.504 0 0 0 0 1

При решении использовался базис в 55 элементов. На рис. 3 приведен график,
иллюстрирующий «насыщение» суммы Бесселя (левая часть неравенства Бессе-
ля). Это является косвенным признаком сходимости решения.

N
5

10

15

20

10 200 30 40

∑
N

k=1

2
kc

Рис. 3. Сумма Бесселя в задаче для цилиндра
Fig. 3. The Bessel sum in the problem for a cylinder

Коэффициенты Фурье рассчитываются по зависимости (14), искомые характе-
ристики НДС – по зависимостям (11). Проверка результата и оценка точности
осуществляется сопоставлением заданных ГУ с восстановленными в результате
решения (рис. 4), а также сопоставлением полученного поля массовых сил с за-
данным полем.

Здесь и далее, заданные ( ) и восстановленные ( ) ГУ изобра-
жены на графиках в масштабе. Например, истинное значение на графике рис. 4, а
равно значению на графике, умноженному на коэффициент κ. Аналогично и для
выражений.
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Рис. 4. Верификация перемещений на границе: а – компоненты u на участке S1, b – компо-
ненты w на участке S1, c – компоненты u на участке S3, d – компоненты w на участке S3
Fig. 4. Verification of displacements on the boundary: (a) the components of u in the section S1,
(b) the components of w in the section S1, (c) the components of u in the section S3, and (d) the
components of w in the section S3

Приведем восстановленные массовые силы (κ = 10−5):
3 597140.3 11750.7 9911.8R r r r= + − +

2 3 2394.636 786.119 35.973rz r z rz+ − + ;
2 4294.709 570.086 412.157Z z r z r= − + − +

3 2 3 5100228 14.666 56.777z r z z+ − − .
Остальные характеристики НДС представим в виде изолиний (в явном виде

необозримы) (рис. 5). В силу осевой симметрии показана область
0 1, 0 2r z≤ ≤ ≤ ≤ . Относительно плоскости 0z =  компоненты u , rrσ  обладают
симметрией, w  и zzσ  – косой симметрией.

Полученные поля удовлетворяют уравнениям (1) – (3), а также уравнениям со-
вместности деформаций [24].

При практической реализации приема решения второй основной задачи для
цилиндра и его тестирования при различных видах функций заданных массовых
сил наблюдалась следующая особенность. Если область интегрирования V сим-
метрична относительно плоскости 0z = , то задачи с несимметричной и не косо-
симметричной относительно этой плоскости компонентой Z , например 1Z z= + ,
сходимостью решения в области восстановления массовых сил не обладают. Для
получения корректного решения в этом случае необходимо задать несимметрич-
ную относительно плоскости 0z =  область цилиндра V, например с координатой
0 4z≤ ≤ .



Метод граничных состояний в решении второй основной задачи 55

 
а b

 

c d

Рис. 5. Механические характеристики: а – компонента вектора
перемещения u (κ = 10−3), b – компонента вектора перемещения
w (κ = 10−3), c – компонента тензора напряжений rrσ  (κ = 10−2),

d – компонента тензора напряжений zzσ  (κ = 10−1)
Fig. 5. Mechanical characteristics: (а) a component of the dis-
placement vector u (κ = 10−3), (b) a component of the displacement
vector w (κ = 10−3), (c) a component of the stress tensor rrσ

(κ = 10−2), and (d) a component of the stress tensor zzσ  (κ = 10−1)
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Заключение

Таким образом, сформулирован метод решения второй основной задачи для
трансверсально-изотропных тел вращения, находящихся под действием стацио-
нарных массовых сил. Заданные перемещения на границе и массовые силы носят
осесимметричный характер. Особенность решения заключается в том, что наибо-
лее трудоемкие вычисления, а именно построение ортонормированного базиса и
матрицы коэффициентов βij строятся для тела один раз и могут быть использова-
ны при решении задач с различными краевыми условиями и массовыми силами.
Сложность задачи обусловлена тем, что восстановление искомого упругого поля
осуществляется одновременно по двум направлениям (два интеграла в выражении
для αj (13)): массовые силы X и перемещения точек границы u.

Основным преимуществом представленного метода перед численными мето-
дами заключается в том, что в своей структуре метод оперирует квадратурами,
которые берутся средствами компьютерной алгебры с абсолютной точностью.
Это ликвидирует причину формирования результирующей ошибки вычислений,
связанной с промежуточным характером численного счета. Также предложенный
подход позволяет получить численно-аналитическое решение задачи теории уп-
ругости.
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The aim of the paper is to assess the stress-strain state of anisotropic bodies of revolution with
specified displacements of the boundary points and acting mass forces. The problem solution is
intended to develop the method of boundary states. A theory is elaborated for constructing a basis
of the internal state space, including displacements, strains, and stresses within the body, and a
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basis of the boundary state space, including forces at the boundary, displacements of the boundary
points, and mass forces. The bases are formed using a general solution of the boundary value
problem for a transversely-isotropic body of revolution and a method for creating basis vectors of
displacement, which is similar to the one usually employed in problems dealing with stress
conditions caused by non-conservative mass forces. The internal area and the boundaries are
conjugated by isomorphism. This property allows one to reduce the analysis of the whole body
state to the analysis of its boundary state. The characteristics of the stress-strain state are
presented using the Fourier series. Eventually, a determination of the stress-strain state is reduced
to solving an infinite system of algebraic equations.

The paper proposes a solution to the second fundamental problem of a circular plane cylinder
made of rock, as well as the relevant steps of the study and conclusions. The obtained results are
visualized graphically.
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