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C помощью обобщения теоремы Бурке, основанном на Хинчиновской модели пуассоновского потока, уста-

новлено, что сборка независимых пуассоновских потоков является нестационарным пуассоновским потоком. 

Доказано, что интенсивность сборки при устремлении времени к бесконечности стремится к меньшей из  

интенсивностей исходных пуассоновских потоков, и оценивается скорость этой сходимости. 

Ключевые слова: сборка пуассоновских потоков; интенсивность сборки; скорость сходимости; моделирова-

ние сборки марковским процессом. 

 

В работе строится модель сборки независимых пуассоновских потоков, под которой понимается 

соединение заявок с одинаковыми номерами в потоках. Процесс сборки встречается в компьютерных 

сетях [1, 2], системах изготовления изделий [3] и т.д. Однако исследование потока заявок, выходящих 

после сборки, затрудняется сложными аналитическими вычислениями, поскольку не определена 

удобная математическая модель этого потока. 

В настоящей работе строится математическая модель процесса сборки. Эта модель основана на 

дискретном марковском процессе, описывающем число заявок в исходных потоках на полуинтерва-

лах времени [0, ).t  Скачки определенного типа у этого марковского процесса можно рассматривать 

как точки потока сборки. Такая модель возникает при изучении выходных потоков в моделях массо-

вого обслуживания с показательными распределениями времени обслуживания и пуассоновским 

входным потоком. В теореме Бурке доказано, что стационарный выходной поток в подобной системе 

обслуживания совпадает по распределению с входным потоком. В работе [5] дается обобщение тео-

ремы Бурке на основе модели пуассоновского потока, предложенной А.Я. Хинчиным [6].  

В настоящей работе доказывается, что сборка независимых пуассоновских потоков является 

нестационарным пуассоновским потоком, что существенно затрудняет исследование потока, полу-

чающегося в результате сборки. Однако с помощью вероятностных неравенств удается доказать, что 

интенсивность этого потока при устремлении времени t  к бесконечности стремится к меньшей из 

интенсивностей исходных пуассоновских потоков. 

Получена оценка скорости этой сходимости. В случае двух потоков с одинаковой интенсивно-

стью степенная скорость сходимости оценивается с помощью известной асимптотики функции  

Инфельда. В случае 2r  потоков с одинаковой интенсивностью строятся верхние степенные оценки 

скорости сходимости, поскольку асимптотики получающихся в результате гипергеометрических ря-

дов использовать не удалось. Однако если у исходных потоков интенсивности разные, то интенсив-

ность потока сборки стремится к предельной гораздо быстрее.  
 

1. Сборка пуассоновских потоков 
 

Пусть имеется r  независимых пуассоновских потоков с интенсивностью λ.  Представим эти 

потоки в виде .,1,=},{0= ,2,1 rittT iii   Назовем поток  

}),,(max),,(max{0= ,21,2,11,11=   rri
r
i ttttT  

сборкой потоков .,,1 rTT   
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Определим следующие множества индексов: .,1,=},/{},..,1{= riirJi   Обозначим r-мерный 

вектор, состоящий из 1r  нулей и единицы на i-м месте, i1 . Рассмотрим марковский процесс 

0,)),(,),(( 1 ttntn r  где )(tnk  – число точек потока kT  на полуинтервале [0, ), =1, , .t k r  Скачок 

этого процесса из состояния ,min<),,,( 1 ki
Jkim nnnn   в состояние irnn 1),,( 1   приводит к 

появлению в момент времени t  новой точки у потока .1= i
r
i T  Поэтому поток i

r
i T1=  также является 

пуассоновским [6] с интенсивностью  

 .)(min<)(λ=)(λ
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
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
 tntnPt k
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 (1) 

Лемма 1.  Выполняются равенства  

 ))).(==)(((1λ=)(λ 1 tntnPt r  (2) 

Доказательство. Перепишем равенство (1) в виде  
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Лемма доказана. 
 

2. Предельные соотношения для интенсивности сборки потоков i
r
i T1=  

 

Всюду далее полагаем = .a t   

Теорема 1.  При 2=0,>λ r  справедливо предельное соотношение  

 .1,πλ2))(=)(( 21  tttntnP  (3) 

Доказательство. Действительно, выполняются равенства  

.
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Здесь )(= aBB  – функция Инфельда [7. Гл. 4, п. 11, формула (2.60)], удовлетворяющая следующему 

асимптотическому соотношению: 
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Заменяя a  на tλ  в формуле (4), приходим к соотношению (3). Теорема доказана. 

Теорема 2.  При 2>0,>λ r  для любого 2,/1<<ε<0,ε1/2γ   справедливо соотношение  

 .0,)(=)(=))(==)(( /2)1(ε/2γγ
1  ttOtOtntnP r

r   (5) 

Доказательство. Выберем произвольное число γ, 1/2 < γ <1,  тогда из формулы (2) получаем 

равенство  
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Так как последовательность 
!k

a k

 монотонно не убывает при ak 0  и монотонно не возрастает при 

,< ka  то при a  из формулы Стирлинга ( b  – целая часть числа a ) имеем  
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Построим при a  оценку ),(2 aA  полагая 
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Таким образом, из условия 1<γ<1/2  следует предельное соотношение  

 
γ /2

2 ( ) = ( ), .rA a o t a   (7) 

Перейдем теперь при a  к оценке ),(3 aA  полагая :][= γ aaad :   
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В свою очередь, при a   
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Из формул (8), (9) и условия 1,<γ<1/2  приходим к предельному соотношению  

 
γ /2

3 ( ) = ( ), .rA a o t a   (10) 

Объединяя формулы (6), (7), (10), приходим к соотношению (5). Теорема доказана. 

Следствие 1. Из леммы 1 и теорем 1, 2 следует, что при 2=r  справедливо соотношение 
1/2

2( ) =| λ( ) λ |= ( ) 0, ,t t O t t     

а при 2>r  справедливо соотношение 
ε ( 1)/2( ) =| λ( ) λ |= ( ), ,r

r t t O t t    1 / 2.  

Иными словами, с ростом числа собираемых потоков r  величина ( )r t  убывает по r  достаточно 

быстро.  

Замечание 1. Ряд
=0

( / !)k r

k

a k


 , исследуемый в теореме 2, является обобщенным гипергеометри-

ческим рядом. Однако воспользоваться известными асимптотическими формулами для этого ряда не 

удается [8. Ch. 16. Formula (16.11.5)]. Поэтому для него в теореме 3 приходится строить верхние 

оценки. 

  

3. Сборка потоков с разными интенсивностями 

 

Рассмотрим теперь случай, когда имеется два пуассоновских потока 
1 2,T T  с интенсивностями 
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λ

λ
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Лемма 2. При любом 2,/1<<ε<0,ε1γ  справедливо предельное соотношение  
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В свою очередь, вследствие формулы Стирлинга и неравенства 1,<<00,ln1 ccc    
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Таким образом, имеем  
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Так как при dk 0  последовательность 
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Таким образом, получаем   
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Так как 1,<<00,>ln1 ccc   то справедливо следующее соотношение:  

 ,),(=)( ))1(1()ln1(γ
2  dedOdG occd''  (14) 

поэтому из формул (12)–(14) следует соотношение (11). Лемма доказана. 
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стями .λλ<λ==λ 11 mrr    По аналогии с формулой (2) при ))(min<)((=)( tntnPtQ ki
Jkii  , 

,,1,=},/{},..,1{= miimJi   имеем  

 ),()λλ()))(==)(((1λ=)(λ=)(λ 1

1=

11

1=

tQtntnPtQt ii

m

ri

mii

m

i

 


  (15) 

 )),()(())(==)(( 111 tntnPtntnP rm   .,1,=)),()(()( 1 mritntnPtQ ii    (16) 

Теорема 3. При любых mrrmr λλ<λ==λ,<1 11     и при любом 2,/1<<ε<0,ε1γ   

справедлива сходимость 

.,))1(1(
2

)λ(
exp|=λ)(λ|

1γ2
11/2

1 






























 to

t
tOt r  

Утверждение данной теоремы вытекает из формул (11), (15), (16).  

 

Заключение 

 

Таким образом, работе построена марковская модель сборки независимых пуассоновских пото-

ков и доказано, что этот поток является нестационарным пуассоновским. При устремлении времени  

к бесконечности интенсивность нестационарного пуассоновского потока сходится к наименьшей из 

интенсивностей потоков, подвергающихся сборке. Построены оценки скорости этой сходимости при 

различном числе исходных пуассоновских потоков и при различных интенсивностях этих потоков. 

Для получения оценок скорости сходимости используются верхние оценки рядов, представляющих 

разности между нестационарными и стационарными интенсивностями пуассоновского потока сборки. 
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In this paper the Markov model of assembly of independent Poisson flows is constructed and it is proved that this assembly is  

a non-stationary Poisson flow. When time tends to infinity, the intensity of the unsteady Poisson flow converges to the lowest of the 

intensities of the flows subjected to the assembly. Estimates of the rate of this convergence are constructed for different numbers  

of initial Poisson flows and for different intensities of these flows. To obtain estimates of the rate of convergence, upper estimates  

of series, representing the differences between the nonstationary and stationary intensities of the Poisson flows assembly are used. 

Let there be independent Poisson flows with intensity λ.  Imagine these flows in the following form: 
,1 ,2={0 },i i iT t t    

= 1, , .i r  Call the flow 
=1 1,1 ,1 1,2 ,2= {0 max( , , ) max( , , ) }r

i i r rT t t t t     by the assembly of the flows 1, , .rT T  

Define the following sets of indexes: = {1,.., } / { }, = 1, , .iJ r i i r  Denote the r-dimensional vector, consisting the 1r   zeros and 

the unit on i-th place by i1 . Consider the Markov process 1( ( ), , ( )), 0,rn t n t t   where ( )kn t  is the number of flow points kT  on the 

half-interval [0, ), = 1, , .t k r  This process jump from state 1( , , ),mn n  < ,mink Ji ki
n n  to state 1( , , ) 1r in n   leads to the 

appearance at a moment t  the new point of the flow 
=1 .r

i iT  So, 
=1

r

i iT  is also the Poisson flow with the intensity 

=1

λ( ) = λ ( ) < ( ) .min

r

i k
k Ji i

t P n t n t


 
 
 

  

Lemma 1. The following equalities are performed: 1λ( ) = λ(1 ( ( ) = = ( ))).rt P n t n t  

Theorem 1. For λ > 0, = 2r , the following limit relation 
1 2( ( ) = ( ))2 πλ 1, ,P n t n t t t   holds. 

Theorem 2. For λ > 0, > 2r , and for any γ 1 / 2 ε, 0 < ε << 1 / 2,  we have the limit relation  

γ /2 ε ( 1)/2

1( ( ) = = ( )) = ( ) = ( ) 0, .r r

rP n t n t O t O t t      

Theorem 3. For any 1 11 < , λ = = λ < λ λr r mr m    and for all γ, 1 / 2 < γ < 1,  the following limit relation holds: 

2γ 1
1/2 1

1

(λ )
| λ( ) λ |= exp (1 (1)) , .

2

r t
t O t o t




  

      
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