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Рассматривается одна граничная задача оптимального управления двухпараметрическими дискретными  

системами типа Россера. При предположении выпуклости области управления установлены линеаризованное 

условие оптимальности и необходимые условия оптимальности в форме неравенства для квадратичной формы. 
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Многие технические процессы описываются различными дискретными многопараметрически-

ми системами, в частности дискретными двухпараметрическими системами типа Россера [1–7].  

В работе [8] рассмотрена задача оптимального управления гибридной системой типа Россера 

(дискретно-непрерывная задача оптимального управления) и доказаны необходимые условия опти-

мальности первого порядка. Доказательству необходимых условий оптимальности особых в смысле 

принципа максимума Понтрягина управлений, а также квазиособых управлений в гибридных систе-

мах типа Россера посвящены работы [9, 10]. 

В [11] найдено представление решения краевой задачи для линейной неоднородной гибридной 

системы уравнений типа Россера. 

Достаточное условие оптимальности типа условий В.Ф. Кротова в задаче оптимального управ-

ления системами типа Россера доказано в работе [12]. Необходимое и достаточное условие опти-

мальности в форме принципа максимума Понтрягина в линейном случае установлено в [13]. Иссле-

дованию особых в смысле принципа максимума Понтрягина управлений на оптимальность в дис-

кретных системах Россера посвящена работа [14]. 

В настоящей работе рассматривается задача оптимального управления дискретными двухпара-

метрическими системами типа Россера, управляемыми посредством выбора граничного условия, при 

предположении, что граничное условие является решением аналога задачи Коши для нелинейного 

обыкновенного разностного уравнения с запаздыванием. Таким образом, рассматриваемая в работе 

задача отличается от задач, которым посвящены работы [8–11], и является более общей, чем задачи 

из [12–14]. При предположении выпуклости области управления доказано необходимое условие оп-

тимальности в форме линеаризованного условия максимума [15–19]. Далее, применяя модифициро-

ванный вариант метода приращений, развитый в работах [18, 19], выведены необходимые условия 

оптимальности квазиособых управлений [16, 19, 20].  

 

1. Постановка задачи 

 

Предположим, что управляемый дискретный процесс описывается системой двухмерных нели-

нейных разностных уравнений 
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       1, , , , , , ,z t x f t x z t x y t x    0 0 1, 1,..., 1,t t t t     0 0 1, 1,..., ,x x x x   (1) 

      , 1 , , , , , ,y t x g t x z t x y t x    0 0 1, 1,..., ,t t t t    0 0 1, 1,..., 1,x x x x    

и краевыми условиями 

 
   

   

0 0 0 1

0 0 0 1

, , , 1,..., ,

, , , 1,..., .

z t x a x x x x x

y t x b t t t t t

  

  
 (2) 

Здесь  , , ,f t x z y    , , ,g t x z y  – заданная n  m -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупно-

сти переменных вместе с частными производными по  ,z y  до второго порядка включительно, 

0 1 0 1, , ,t t x x  заданы, причем разности 1 0 1 0,t t x x   есть натуральные числа,  b t  – заданная m -мерная 

дискретная вектор-функция,  a x  – n -мерная вектор-функция, являющаяся решением обыкновенно-

го нелинейного разностного уравнения с запаздыванием 

          0 0 11 , , , , , 1,..., 1,a x F x a x a x N u x x x x x       (3) 

с начальными условиями 

    
0 00 0, ...., ,x N xa x N a a x a    (4) 

где  , , ,F x a c u  – заданная n -мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных 

вместе с частными производными по  , ,a c u  до второго порядка включительно, 
00

...,,
xNx

aa
  – задан-

ные постоянные векторы, N  – заданное натуральное число (запаздывание),  u x  – r-мерный дис-

кретный вектор управляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ограниченного и 

выпуклого множества rU R , т.е. 

   ru x U R  ,    0 0 1, 1,..., 1x X x x x    . (5) 

Такие управления назовем допустимыми управлениями, а соответствующие процессы 

        , , , , ,u x a x z t x y t x  – допустимыми процессами. 

В дальнейшем предполагается, что при каждом заданном допустимом управлении  u x  систе-

ма уравнений (1)–(4) имеет единственное решение       , , , ,a x z t x y t x . 

На решениях задачи (1)–(4), порожденных всевозможными допустимыми управлениями, опре-

делим функционал 

           
1 1

0 0

1 1

1 1 1 1 2 1, , , ,
x t

x x t t

S u a x G x z t x G t y t x
 

 

     . (6) 

Здесь  1 a ,  1 ,G x z ,  2 ,G t y  – заданные скалярные функции, непрерывные по совокупности пере-

менных вместе с частными производными 
 1 a

a




, 

 2
1

2

a

a

 


, 

 1 ,G x z

z




, 

 2
1

2

,G x z

z




, 

 2 ,G t y

y




, 

 2
2

2

,G t y

y




. 

Изучим задачу о минимуме функционала (6) при ограничениях (1)–(5). 

Допустимое управление  u x , доставляющее минимум функционалу (6), при ограничениях 

(1)–(5) назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс         , , , , ,u x a x z t x y t x  – 

оптимальным процессом. 
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2. Формула приращения второго порядка критерия качества 
 

Пусть         , , , , ,u x a x z t x y t x  – фиксированный допустимый процесс. Через  ;εu x   

     ε 1 εv x u x    обозначим произвольное допустимое управление, такое что соответствующее 

ему решение  ;εa x  удовлетворяет соотношению 

 
        

          

1; , ; , ; , ;

, ; , ; , 1

a x F x a x a x N u x

F x a x a x N v x u x

       

       
 (7) 

с краевыми условиями 

    
0 00 0; , ..., ; ,x N xa x N a a x a      (8) 

где  0, 1  – произвольное число, а  v x U  ( x X ) – произвольное допустимое управление, соот-

ветствующее  ;u x  .  

Это возможно в силу выпуклости множества U. 

Ясно, что при этом     , ; ε , , ; εz t x y t x  будет решением задачи 

       1, ; ε , , , ; ε , , ; ε ,z t x f t x z t x y t x   (9) 

      , 1; ε , , , ; ε , , ; ε ,y t x g t x z t x y t x   

        0 0, ; ε ; ε , , ; ε .z t x a x y t x b t   (10) 

Положим 

  
 

0

, ;
, ;

z t x
t x



 



    

 

0

, ;
, ;

y t x
m t x



 



    

 

0

;
;

a x
x



 
 


 (11) 

  
 2

2

0

, ;
, ;

z t x
Z t x



 



    

 2

2

0

, ;
, ;

y t x
Y t x



 



    

 2

2

0

;
;

a x
A x



 



 (12) 

                 , , , , , ,v x F x F x a x a x N v x F x a x a x N u x     . 

Используя свойство гладкости вектор-функций  , , ,f t x z y ,  , , ,g t x z y ,  , ,F x a u , при помощи 

(7), (9), (10) доказывается, что вектор-функции  ,t x ,  ,m t x ,  x ,  ,Z t x ,  ,Y t x ,  A x , опреде-

ляемые соотношениями (11), (12), являются решением следующих уравнений: 

                1, , , , , , , , , , , , , ,z yt x f t x z t x y t x t x f t x z t x y t x m t x    (13) 

               , 1 , , , , , , , , , , , , ,z ym t x g t x z t x y t x t x g t x z t x y t x m t x    

     0 0, α , , 0,t x x m t x   

 
                 

               0 0

α 1 , , α , , , α

, , , v , α 0,..., α 0,

a a

a

x F x a x u x x F x a x a x N u x x N

F x a x a x N u x x u x x N x

     

     
 (14) 

 

 
    

 
    

 

                 

                 

, , , , , , , , , ,
1, , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

zz zy

yz yy

f t x z t x y t x f t x z t x y t x
Z t x Z t x Y t x

z y

t x f t x z t x y t x t x t x f t x z t x y t x m t x

m t x f t x z t x y t x t x m t x f t x z t x y t x m t x

 
   

 

   

  

 (15) 

 

               

                 

                 

, 1 , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , ,

z y

zz zy

yz yy

Y t x g t x z t x y t x Z t x g t x z t x y t x Y t x

t x g t x z t x y t x t x t x g t x z t x y t x m t x

m t x g t x z t x y t x t x m t x g t x z t x y t x m t x

   

   

  

 (16) 
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     0 0, , , 0,Z t x A x Y t x   

                   

                      

          

1 , , , , , ,

, , , , , , α

α , , , α

a a

u ac

ca

A x F x a x a x N u x A x F x a x a x N u x A x N

F x a x a x N u x v x u x x F x a x a x N u x x N

x N F x a x a x N u x x



      

      

   

 

 

             

             

             

             

                  0

α , , ,

, , ,

α , , ,

, , , α

, , , , α 0.

au

ua

cu

uc

uu

x F x a x a x N u x v x u x

v x u x F x a x a x N u x x

x N F x a x a x N u x v x u x

v x u x F x a x a x N u x x N

v x u x F x a x a x N u x v x u x x



   


   

    


    


    

 (17) 

При этом специальное приращение функционала качества (6), отвечающее допустимым управ-

лениям  ;u x   и  u x , с использованием формулы Тейлора представляется в виде: 

       
  

   
  

 

  
 

  
   

  1 1

0 0

22
1 1

1 1 12

22 21 1
1 1 1 1 1

1 1 1 2

;
2

, , , ,
, ,

2 2

x x

x x x x

a x a x
S u S u x S u x x x x

a a

a x G x z t x G x z t x
A x t x t x

a z z



 

 

  
          

 

   
     

  

 

 

 
  

 
  

 

 
  

 
  

   

1 1

0 0

1 1

0 0

22 1 1
1 1 2 1

1 1 12

22 21 1
2 1 2 1 2

1 1 12

, , , ,
, , ,

2

, , , ,
, , , .

2 2

x t

x x t t

t t

t t t t

G x z t x G t y t x
t x Z t x m t x

yz

G t y t x G t y t x
m t x m t x Y t x

yy

 

 

 

 

 
     



  
     



 (18) 

Введем аналоги функции Гамильтона–Понтрягина в виде: 

     , , , , , , , , , , ,H t x z y p q p f t x z y q g t x z y   , 

   , , , , , ,M x a u F x a c u  . 

Здесь       , , , ,x p t x y t x  является решением сопряженной системы 

          1, , , , , , , , , ,xp t x H t x z t x y t x p t x q t x  , 

          , 1 , , , , , , , , ,yq t x H t x z t x y t x p t x q t x  , 

 
        

          0

1 , , ,

, , , , 1, ,

a

c

x M x a x u x x

M x N a x N a x u x N x N p t x

    

       
 (19) 

 
  1 1

1

, ,
1,

G x z t x
p t x

z


  


,   

  2 1

1

, ,
, 1

G t y t x
q t x

y


  


, 

  
  1

1 1
a x

x
a


   


,     10, 1x x x    . (20) 

Учитывая введенные обозначения и уравнения (19)–(20), специальное приращение (18) крите-

рия качества записывается с помощью следующей формулы: 

               
  

 
1

0

221
1

1 12
, , ,

2

x

a
x x

a x
S u M x a x u x x v x u x x x

a






   
         


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 
  

   
  

 

          

            

            

1 1

0 0

1

0

2 2
1 1

1 1 2 1

1 1 1 12 2

1

, , , ,
, , , ,

, , ,

, , , ,

, , , ,

x t

x x t t

x

aa
x x

ac

ca

G x z t x G t y t x
t x t x m t x m t x

z y

x M x a x u x x x

x M x a x a x N u x x x N

x N M x a x a x N u x x x

 

 





 
    

 

      

     

     

 

            

               

               

                  

, , , ,

2 , , , ,

2 , , , ,

, , , ,

cc

au

cu

uu

x N M x a x a x N u x x x N

x M x a x a x N u x x v x u x

x N M x a x a x N u x x v x u x

v x u x M x a x a x N u x x v x u x

      

     

      

 
     



 

 

            

            

            

              

1 1

0 0

1 1

2

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , .

t x

zz
t t x x

zy

yz

yy

t x H t x z t x y t x p t x q t x t x

t x H t x z t x y t x p t x q t x m t x

m t x H t x z t x y t x p t x q t x t x

m t x H t x z t x y t x p t x q t x m t x

 

 

    

 

 

   

 (21) 

 

3. Необходимые условия оптимальности 

 

Специальная формула приращения (21) критерия качества (6) позволяет получить необходимое 

условие оптимальности первого порядка в форме аналога линеаризованного (дифференциального) 

условия максимума (см., напр.: [15–18]), а также неявное необходимое условие оптимальности ква-

зиособых управлений.  

Из разложения (21) следует 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления  u x  в задаче (1)–(6) необходимо, 

чтобы неравенство 

            
1

0

1

, , , 0
x

u
x x

M x a x u x x v x u x




     (22) 

выполнялось для всех  v x U , x X .  

Теперь исследуем случай вырождения линеаризованного условия максимума (22). По аналогии 

с [16, 18] введем 

Определение 1. Если для всех допустимых управлений  v x U , x X , выполняется соотно-

шение 

      
1

0

1

, , , ( ( ) ( )) 0,
x

u
x x

M x a x u x x v x u x




     

управление  xu  назовем квазиособым управлением в задаче (1)–(6). 

Из разложения (21) следует, что если  u x  – квазиособое оптимальное управление, то неравен-

ство 

 
  

   
  

 
1

0

2 2
1

1 1 1

1 1 1 12 2

, ,
, ,

x

x x

a x G x z t x
x x t x t x

a z





  
    

 
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 
  

            

          

            

1 1

0 0

2
1 1

2 1

1 12

, ,
, , , , ,

2 , , ,

, , , ,

t x

aa
t t x x

av x

ac

G t y t x
m t x m t x x M x a x u x x x

y

M x a x u x x x

x M x a x a x N u x x x N

 

 


        

    

     

 

 

            

            

          

            

            

     

1 1

0 0

1 1

, , , ,

, , , ,

2 , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

ca

cc

cv x

t x

zz
t t x x

zy

yz

x N M x a x a x N u x x x

x N M x a x a x N u x x x N

M x a x u x x x N

t x H t x z t x y t x p t x q t x t x

t x H t x z t x y t x p t x q t x m t x

m t x H t x z t x y t x p t

 

 

     

      

     


    

 

       

            

, , ,

, , , , , , , , , , , 0yy

x q t x t x

m t x H t x z t x y t x p t x q t x m t x



 

 (23) 

выполняется для всех  v x U , x X . 

Неравенство (23) является неявным необходимым условием оптимальности квазиособых 

управлений. Поэтому конструктивное использование этого условия оптимальности весьма затрудни-

тельно. Однако с его помощью удается получить ряд необходимых условий оптимальности квазиосо-

бых управлений, выраженных непосредственно через параметры задачи (1)–(6). 

Пусть матричные функции  ,x s ,  , ; ,ijV t x s , , 1,2i j  , являются решениями следующих  

задач: 

         , 1 , , ,ax s x s F s a s u s     (24) 

                    u, , , , , , , ,cx s N F s N a s N a s u s N x s F s a s u s v x u x        

  , 1x x E   ,      , 0x s  ,     1s x  , (25) 

        

      

11 11

12

, ; 1, , ; , , , , , ,

, ; , , , , , , ,

z

z

V t x s V t x s f s z s y s

V t x s g s z s y s

       

    
 

 
        

      

12 11

12

, ; , 1 , ; , , , , , ,

, ; , , , , , , ,

z

z

V t x s V t x s f s z s y s

V t x s g s z s y s

       

    
 (26) 

        

      

21 21

22

, ; 1, , ; , , , , , ,

, ; , , , , , , ,

z

z

V t x s V t x s f s z s y s

V t x s g s z s y s

       

    
 

        

      

22 21

22

, ; , 1 , ; , , , , , ,

, ; , , , , , , ,

z

z

V t x s V t x s f s z s y s

V t x s g s z s y s

       

    
 

 11 1, ; 1, 1V t x t x E   ,      22 2, ; 1, 1V t x t x E   , 

  11 , ; 1, 0V t x t s  ,  0 2x s x   ,    12 , ; , 1 0V t x x   ,  0 1t t    , (27) 

 21 , ; 1, 0V t x t s  ,  0 1x s x   ,    22 , ; , 1 0V t x x   ,  0 2t t    , 

где , 1,2,iE i   – единичные матрицы соответствующих размерностей. 

Как видно, уравнения (13), (14) являются линейными неоднородными разностными уравнения-

ми. Решение задач (13), (14) допускают (см.: 18, 21) представления 



С.Ш. Кадырова, К.Б. Мансимов 

10 

         
0

1

u, , , ( ( ) ( )),
x

s x

x x s F s a s u s v s u s




     (28) 

          
0

1

11 0 11 0, , 1; 1, , 1; 1,
x

s x

t x V t x t x x V t x t s s




        , (29) 

      
0

1

21 0, 1, ; 1,
x

s x

m t x V t x t s s




    . (30) 

Положим 

         
1

1 11 0 11 0
1

, , , 1; 1, , , 1; 1, ,
x

s

Q t x s V t x t s V t x t x x s


 

          , 

     
1

2 21 0
1

, , 1, ; 1, ,
x

s

Q t x s V t x t x s


 

     , 

        1 , , , ,ux s x s F s a s u s  ,         3 1, ; , , , ,uQ t x s Q t x s F s a s u s , 

        4 2, ; , , , ,uQ t x s Q t x s F s a s u s , 

тогда представления (28), (30) можно переписать в виде: 

         
0

1

1 ,
x

s x

x x s v s u s




    , (31) 

         
0

1

3, , ,
x

s x

t x Q t x s v s u s




  , (32) 

         
0

1

4, , ,
x

s x

m t x Q t x s v s u s




  . (33) 

Введем в рассмотрение матричную функцию 

   
  

   
  

 
 

 
  

 

1

1

0

2 2
1

1 1 1

1 1 3 1 3 12 2
max , 1

2
1

2 1

4 1 4 12

, ,
, , , , , , ,

, ,
, , , ,

x

x s

t

t t

a x G x z t x
K s x s x Q t x s Q t x

a z

G t y t x
Q t x s Q t x

y



  





  
        

 


  



 

            
 

1 1

0

1 1

3 3
max , 1

, , , , , , , , , , , , ,
t x

zz
t t x s

Q t x s H t x z t x y t x p t x q t x Q t x
 

   

       

            3 3, , , , , , , , , , , , ,szyQ t x H t x z t x y t x p t x q t x Q t x    

             4 3, , , , , , , , , , , , ,yzQ t x H t x z t x y t x p t x q t x Q t x s    (34) 

            

            
 

            

4 4

1 1
max , 1

1

, , , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

yy

x

aa
x s

ca

Q t x H t x z t x y t x p t x q t x Q t x s

x M x a x a x N u x x x s

x N M x a x a x N u x x x

  

  

        

       

 

            

            

1

1 1

, , , , , ,

, , , , , , .

ac

cc

x s M x a x a x N u x x x N

x N M x a x a x N u x x x s N

     

      

 

Используя представления (31)–(33), и учитывая (34), неравенство (23) по схеме из [18, 19] пре-

образуется к виду 

           
1 1

0 0

1 1

,
x x

s x x

v u K s v s u s
 

 


        
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             

                    

                  

1 1

0

1

0

1 1

1
1

1

1

2 , , , ,

, , , , ,

, , , , 0.

x x

au
x x s x

cu

x

uu
x x

v s u s M s a s u s s s x

v s u s M s a s a s N u s s s N x v x u x

v x u x M x a x a x N u x x v x u x

 

  






     



 
       




     

 (35) 

Таким образом, доказана следующая 

Теорема 2. Если  u x  ( x X ) квазиособое управление в задаче (1)–(6), то для его оптимально-

сти необходимо, чтобы неравенство (35) выполнялось для всех  v x U , x X . 

Неравенство (35) является общим необходимым условием оптимальности квазиособых управ-

лений. Из него можно получить ряд легко проверяемых, но более слабых условий оптимальности. 

Приведем одно из них. 

Теорема 3. Если  u x  ( x X ) квазиособое управление в задаче (1)–(6), то для его оптимально-

сти необходимо, чтобы неравенство  

          uuθ θ,θ θ θ 0v u K М v u

       (36) 

выполнялось для всех θ X , v U . 

 

Заключение 

 

В работе рассмотрена задача оптимального управления дискретными двухпараметрическими 

2D-системами типа Россера. Установлен аналог дискретного линеаризованного условия максимума и 

отдельно изучен квазиособый случай. Выведено общее необходимое условие оптимальности ква-

зиособых управлений, из которого в частности, следует аналог условия оптимальности Габасова–

Кирилловой. 
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Suppose that controlled discrete process by system of two-dimensional nonlinear difference equations is described 

       1, , , , , , ,z t x f t x z t x y t x    0 0 1, 1,..., 1,t t t t     0 0 1, 1,..., ,x x x x   (1) 

      , 1 , , , , , ,y t x g t x z t x y t x    0 0 1, 1,..., ;t t t t    0 0 1, 1,..., 1,x x x x    

and boundary conditions 

 
   

   

0 0 0 1

0 0 0 1

, , , 1,..., ,

, , , 1,..., .

z t x a x x x x x

y t x b t t t t t

  

  
 (2) 

Here  , , ,f t x z y    , , ,g t x z y  – given n  m -dimensional vector function continuous set of variables together with partial deriva-

tives with respect to  ,z y  to second order inclusive, 0 1 0 1, , ,t t x x  – given, and the difference 1 0 1 0,t t x x   – to second order inclu-

sive,  b t  given – m -dimensional discrete vector function,  a x  – n-dimensional vector function that is a solution of an ordinary 

nonlinear difference equation with delay 

          0 0 11 , , , , , 1,..., 1,a x F x a x a x N u x x x x x       (3) 

with initial conditions 

    
0 00 0, ...., ,x N xa x N a a x a    (4) 

where  , , ,F x a c u  – given n -dimensional vector function continuous over a set of variables together with partial derivatives with 

respect to  , ,ua c  to second order inclusive, 
0 0

,...,x N xa a  – given constant vectors, N – given natural number,  u x  –  

r -dimensional discrete vector of control actions with values from given non-empty, bounded and convex set 
rU R , i.e. 

   ru x U R  ,    0 0 1, 1,..., 1x X x x x    . (5) 

On the solutions of problem (1)–(5) generated by all possible admissible controls we define the functional 

           
1 1

0 0

1 1

1 1 1 1 2 1, , , ,
x t

x x t t

S u a x G x z t x G t y t x
 

 

    . (6) 

We study the problem of the minimum of the functional (6) with constraints (1)–(5). 

A necessary condition for the optimality of quasi-singular controls is established. 

 

Keywords: discrete two-parameter system of Rosser type; linearized necessary optimality condition; convex control domain; optimal 

control; quasi-singular control. 
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