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Рассматривается вопрос представления полной реакции одного класса двоичных 3D- многомерных нелиней-

ных модулярных динамических систем в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры и нахождение  

неизвестных коэффициентов этого полинома  при  известных  входной и выходной последовательностях  

рассматриваемой системы. 

Ключевые слова: 3D-многомерные нелинейные модулярные динамические системы; многопараметрические 

системы; фиксированная память; ограниченная связь; двухзначный аналог полинома Вольтерры; неизвестные 

коэффициенты; рекуррентное соотношение. 

 

Модулярные динамические системы (МДС) [1−6] относятся к классу дискретных динамических 

систем, в которых входные, выходные последовательности и последовательности состояния прини-

мают значения из конечного поля или кольца (понятие модулярной динамической системы – синоним 

понятия «конечные последовательностные машины» [7]).  МДС широко применяются в вычислитель-

ной технике, системах диагностики, кодировании и декодировании дискретных сообщений, в крипто-

графии, моделировании, управлении непрерывных и дискретных объектов и т.д. [1, 2, 5, 6, 8−12].   

МДС делится на однопараметрические и многопараметрические классы.  Однопараметрические 

МДС эволюционируют в дискретном времени. Многопараметрические, т.е. nD-МДС эволюциониру-

ют в дискретном времени и  ( 1)n  -мерном дискретном (клеточном) пространстве и поэтому имеют 

более широкую возможность применения (здесь n  – натуральное число и 2n  ). Из-за этого они ча-

сто привлекают внимание исследователей [13−16]. 

Постановка и решение теоретических и прикладных задач для nD-МДС основывается на урав-

нении, описывающем их поведение в пространстве состояний, или на представлении их полной реак-

ции. В работах [3−6] приведены уравнения в пространстве состояний линейных nD-МДС в общем 

виде. В случае нелинейных nD-МДС целесообразно получить уравнения в пространстве состояний 

или представлений полной реакции при конкретных значениях n.  

К настоящему времени для описания полной реакции однопараметрических и двухпараметри-

ческих нелинейных МДС получено представление в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры 

[5, 6, 17].  Отметим, что МДС со скалярными входными и выходными последовательностями и МДС 

с векторными  входными и выходными последовательностями имеют разные представления.  

В работах [5, 13] двоичные 2D-нелинейные МДС (2D-НМДС), заданные в виде двухзначных 

аналогов полинома Вольтерры, применены при моделировании некоторых двухпараметрических 

объектов с распределенными параметрами. Во многих отраслях (нефтегазовая, нефтехимическая, 

энергетическая и т.д.) объекты управления имеют более двух параметров. Для их моделирования  

требуется применение nD-НМДС, где 3n . В работе [7] получено представление полной реакции 

3D-НМДС в виде двухзначного аналога полинома Вольтерры, где входные и выходные последова-

тельности суть скалярные. А 3D-НМДС с векторными, т.е. многомерными, входными и выходными 

последовательностями к настоящему времени не исследованы. Несомненный интерес представляет 

исследование различных задач теории и приложение классов многомерных 3D-НMДC (3D-МНMДC). 

Поэтому в данной работе рассматривается вопрос вывода формулы аналитического представления 

полной реакции 3D-МНMДC, заданных входно-выходными соотношениями. 
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1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим 3D-МНMДC с фиксированной памятью 0n  и ограниченной связью 21 PPP  , 

полная реакция которых характеризуется следующим функциональным соотношением:  

                                
0[ , ] { [ , ] , }.y n c G u c p n n n p P                       (1) 

Здесь 
0n Z , 

1 2( , ),   ,ic c c c Z   1,2i  , 
1 2 1 2( , )p p p P P P    , 

iP Z ,  1,2i  , где Z  и 
0Z  есть 

множество целых и неотрицательных целых чисел соответственно; [ , ] (2)ky n c GF  и [ , ] (2)ru n c GF  – 

выходная и входная последовательности 3D-МНMДC,  1{...} {...},..., {...}kG G G


 , (2)GF  – конечное 

поле, а (2)kGF  и )2(rGF  есть k и r-мерные линейные пространства над полем )2(GF . Выражение 

21 PP   суть декартового произведения множества 1P  и 2P . 

Пусть ...}1,0,1{...,)(),(...)1()},(),...,1({  jprpprppP iiiiiiii , ,,1 irj  1,2i  , и, кроме того, 

)1(ip  и ( )i ip r  конечные целые числа )2,1( i . Тогда соотношение (1) можно записать в виде: 

 
1 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2[ , , ] { [ , , ] , , ,  1,..., },    1,...,  .jy n c c G u c c n n n P P j r k                (2)              

Задача аналитического представления  полной реакции 3D-МНMДC (1) или (2) состоит в пред-

ставлении отображение {...}G в виде двухзначного  аналога полинома Вольтерры и  определении не-

известных коэффициентов этого полинома при известных входной и выходной последовательностях 

3D-МНMДC. 
 

2. Полиномиальное соотношение для представления полной реакции 3D-МНMДC 
 

В (1) для каждой {1,..., }k  отображение {...}G  можно записать в виде функций f , завися-

щих от 0 0( 1)n r r   аргументов, и эти аргументы суть элементы множества 

                          
0 0{ [ , ( )] ,  {1,..., },  {1,..., }}.jU u c p n n n j r r          (3)    

Здесь  0 1 2r P r r  , а ( )p   есть  -й элемент множества P . 

В каждой точке ( , )n c  модулярную функцию (...)f  можно представить в виде полинома над 

конечным полем )2(GF  с помощью произведения элементов множества U в различных возможных 

комбинациях. В возможных разных комбинациях произведений элементов из U число множителей 

(степень) может быть от нуля до 
0 0( 1)n rr  и количество таких произведений суть 00 )1(

2
rrn 

. Каждое 

такое произведение имеет коэффициенты из поля )2(GF . 

Выберем произвольное 
0 0{0,...,( 1) }i n rr   и рассмотрим произведения элементов из (3) в раз-

личных комбинациях, количество множителей  которых равна i. Пусть в произвольно выбранном 

произведении для каждых },...,1{ rj  и ( )p P   из множества  
, 0{ [ , ( )] 0,1,..., }j jU u c p n        

участвуют множители, число которых суть ,jm  . Тогда должно быть удовлетворено равенство 

0 01,1 1, ,1 ,.... ... ...r r r rm m m m i       . Пусть  

  
0 0 0 01,1 1, , , 0 0 1,1 1, ,( ) { ( ,..., ,..., ) {0,..., 1},   1, , 1, ,   ... ... },r r r j n r ni m m m m m n j r r m m m i              (4) 

   }0...и},...,1{ {),(
0,1,  rmmrmiQ  , 1 0 ,( , , ) { {1,..., } и 0}

jj j jQ i m j r m      . (5) 

Для каждого набора )(im   произведение со степенью i  в общем виде можно записать сле-

дующим образом: 

 

,

1 ,

,

( , ) ( , , ) 1

     [ ( , , ), ( )]

j
j

j

j j j

m

j j j j

j Q i m Q i m j

u n j c p







    

        . (6) 
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Фиксируем })1(,...,0{ 00 rrni   и )(im  . Для всех ( , )jj  , где ),( miQj , 0{1,..., }j r  , введем 

обозначения  

  1 , , , , 0( ) { ( ( , ,1),..., ( , , )) 0 ( , ,1) ... ( , , ) }.
j j j jj j j j j j j jm j j m j j m n                    (7) 

При })1(,...,0{ 00 rrni   и )(im   для всех ( , )jj  , где ),( miQj , 0{1,..., }j r  , образуем из век-

торов 
, jj   блочный вектор  . Множество всех блочных векторов (наборов)   обозначим ),( mi : 

                                                   
1 ,

( , )

( , )   ( )
jj

j Q i m

i m m 



   .                                               (8) 

Очевидно, каждому ( , )i m  соответствует произведение вида (6). Таким образом, справедлива 

следующая теорема: 

Теорема 1. Пусть имеют место соотношения (4)−(8). Тогда полная реакция 3D-МНМДС с фик-

сированной памятью 
0n  и ограниченной связью 21 PPP  , характеризующаяся соотношением (1), 

может быть представлена в виде двузначного аналога полинома Вольтерры: 

 

,
( 1)0 0

1 ,

0, , , 2 ,

1 ( ) ( , ) ( , ) ( , , ) 1

[ , ] [ ]    [ ( , , ), ( )] ,

                                                       (2),  1,..., .

j
n r r j

j

j j j

m

i m j j j j

i m i i m j Q i m Q i m j

y n c K K n u n j c p

GF k


 



   

       

       

 

     
 (9) 

Здесь ,0K ,
, , [ ]i mK   – коэффициенты этого полинома, где ( , )i m , )(im  , 

0 0{1,...,( 1) }i n rr  , 

{1,..., }k . 

Теперь рассмотрим построение полиномиального представления для функционального соот-

ношения (2). Для каждого {1,..., }k  отображение {...}G  можно представить в виде модулярной 

функций f  от  аргументов из множества    

1 1 2 2 0 1 1 2 2{ [ , , ] , {1,..., }, ,  }.U u c p c p n n n r p P p P          

Функции f , {1,..., }k  можно представить в виде полинома над полем )2(GF  с помощью 

произведения элементов U в разных комбинациях, в которых  количество множителей (степень сла-

гаемой)  может быть от 0 до 210 )1( rrrn  .  

Пусть })1(,...,1{ 210 rrrni  . Рассмотрим те произведения элементов из  множества U в разных 

комбинациях, которых степень  равна i . Пусть в произвольно выбранном произведении для каждого 

},...,1{ r  из множества 
1 1 2 2 0 1 2{ [ , ( ), ( )] 0 ,  1 ,  1 }U u n c p c p n r r          участвуют 

множители количеством  , где 1 ... r i    . Ясно, что для некоторых },...,1{ r  может быть 

0  . Введем обозначение: 1( ,..., )r   . Пусть                                                         

                     1 1 0 1 2( ) { ( ,..., ) ... ,  {0,1,...,( 1) }, 1, }r ri i n r r r              , (10) 

                   
0( ) {  {1,..., }  и   0;     есть  компонент   вектора   }Q j r       , (11) 

   
1 2

1 2 1,1,1 , , , , , , 0 2
1 1

( ) { ( ,..., )   , {0,..., 1},   1, , 1,  },
r r

r rm m m m m n r r   
 

              (12) 

         , , , , 1 2( , ) {( , )  есть компонента  и 0, 1, , 1, } .Q m m m m r r             (13) 

С этими обозначениями, рассмотренное произведение можно записать в виде: 

                         
, ,

0

1 1 2 2

( ) ( , ) ( , ) 1

   [ ( , , ), ( ), ( )

m

Q Q m

u n c p c p
 

      

           .          (14) 

Введем следующие множества:  

                      
0 ( )

( )     ( )
Q 

     ,  
0 ( )

( , )     ( , )
Q

Q m Q m
 

   ,   ),...,( 1 rmmm  ,           (15) 

  , , , , , , , , , , 0( ) { ( ( , ,1),..., ( , , )) 0 ( , ,1) ... ( , , ) }.m m m n                              (16) 
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Для всех ( , ) ( , )Q m     образуем из векторов , ,   блочный вектор  . Множество всех 

блочных векторов (наборов)   обозначим через ),(  m : 

                 
, , , ,

( , ) ( , )

( , )        ( ).
Q m

m m   

   

                                  (17) 

Пусть  

                                               
0 ( )

( , )   ( , )
Q

m m
 

     .                                                 (18) 

Элементы множества ( , )m   обозначим через  . Ясно, что каждому ( , )i m  соответствует про-

изведение вида (13). Используя (10)−(18) можем записать: 
0 1 2( 1)

1 2 0, , , ,

1 ( ) ( ) ( , )

[ , , ]       [ ]
n rr r

i m

i i m m

y n c c K K


   

     

        

    
, ,

0

1 1 2 2

( ) ( , ) ( , ) 1

      [ ( , , ), ( ), ( )], (2),  1,  . 

m

Q Q m

u n c p c p GF k
 

      

                 (19) 

Пусть )}1(,...,1{ 021  nrrri , ( )i , 
0 ( )Q  , )(  m , 

, ,( ) ( ),A m m   11, ,r   21, r  . 

Удаляя нулевые столбцы и строки матрицы )(  mA , построим матрицу )(  mB . Для всех элементов 

множества ( )   вышеуказанным путем построим соответствующую матрицу )( mB . Из элементов 

множества ( )   построим специальные подмножества следующим образом: 1) любой элемент из 

множества ( )   входит в одно и только в одно специальное подмножество;  2) если для элементов 

m   и m   из  множества ( )  , соответствующие матрицы )( mB   и )( mB   совпадают, тогда оба 

элемента входят в одно и то же специальное подмножество. Обозначим через )(    количество спе-

циальных подмножеств множества ( )  . i -е специальное подмножество обозначим через 

( , )i  . Рассмотрим какое-либо подмножество ( , )i   множества ( )  . Пусть этому подмно-

жеству соответствует матрица B  размерностью 1 2( ) ( )   :  

,( ),B m 
  

1 21, ( ),  1, ( )    . 

Тогда элементы множества ( , )i   можно представить в следующем виде 

( ), ( ) , 1 2, 1, ( ), 1, ( )jm m
   

       ,   
1 2, 1 2 1 20, ( , ) { , ,..., } { , ,..., }m j j j          . 

Каждой паре ( ( ), ( ))j   соответствует элемент из множества ( , )i  . Здесь 

))(),...,(()( )(1 1
 jjj   и 

21 ( )( ) ( ( ),..., ( ))     являются наборами соответственно в 
,1 1( ( ))L   и 

,2 2( ( ))L  , где 

1 1,1 1 1 ( ) 1 ( ) 1( ( )) { ( ) ( ( ),..., ( )) 1 ( ) ... ( ) },  L j j j j j r         

                
2 2,2 2 1 ( ) 1 ( ) 2( ( )) { ( ) ( ( ),..., ( )) 1 ( ) ... ( ) }.  L r                            (20) 

Введем следующее обозначение 

1 2

2 1 2

( ) ( )

1 2 ,1,1 ,1, ( ) , ( ), ( ) , ,

1 1

( ) ( ( ), ( ), ) ( ,..., ,..., ),   ;F m m m m m m
 

    

 


      


   

 


, , 0 1 2 1 2 , ,

2 1 , ,

{0,..., 1}, 1, ( ), 1, ( ) ; ( {1,..., ( )})( {1,..., ( )}) ( 0);

( {1,..., ( )})( {1,..., ( )}) ( 0); ( ) {1,..., }, 1,2 ;  

m n m

m r

   

   

             

         
   (21) 

1 2( , ( ), ( ), ) {( , )Q m       , ,m   есть компонента m  и  , , 1 20,  1, ( ), 1, ( )}m          , 

               
0 ( )

( )    ( )
Q

F F
 

   ,     
0

1 ,1 1

( )

   ( ( ))
Q

L L
 

  ,    
0

2 ,2 2

( )

   ( ( ))
Q

L L
 

  ,              (22) 

1 1 1 2 2 2( (1),..., ( )),    ( (1),..., ( ))r r        , ))(),...,1(( rjjj  ,   ( (1),..., ( ))r    , ),...,( 1 rmmm  . 
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Ясно, что элементы множества ( )F   суть набор в виде 1 2( , , )m   и 1 2( , , )m  

11 1 2 1 1 2(( ( ), ( ), ),..,( ( ), ( ), ))
RR Rm m     , где 

0( ) ,R Q   а R ,...,1  суть номера ненулевых компо-

нентов ( )i . Каждому 1 2( ( ), ( ), ) ( )m F     соответствует одно специальное подмножество 

множества ( )  . Поэтому ( ) ( )F     и 
0 ( )

( )    ( ).
Q

F
 

     

При 
, , ,, , , ,( )m       , 

1 2( , ) ( , ( ), ( ), )Q m      , 11, ( ),    21, ( )   , множество всех 

блочных векторов (наборов)   обозначим через 
1 2( ( ), ( ), )m   .  Пусть 

                                
0

1 2 1 2

( )

( , , )     ( ( ), ( ), )
Q

m m
 

                                            (23) 

и элементы множества 1 2( , , )m    обозначим через  . 

Теорема 2. Пусть имеют место соотношения (10)−(18) и (20)−(23). Тогда полная реакция 3D- 

МНМДС с фиксированной памятью 
0n  и ограниченной связью 21 PPP  , характеризующаяся соотно-

шением (2), может быть представлена  в виде следующего двухзначного аналога полинома Вольтерры: 

0 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

( 1)

1 2 0, , , ,( , , )

1 ( ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , , )

[ , , ]      [ , , ]
n rr r

i m

i i m F j L L m

y n c c K h j


     

           

          

 
, ,

0 1 2

1 1 2 2

( ) ( , ) ( , ( ), ( ), ) 1

  [ ( , , ), ( ( )), ( ( ))],   (2),    1, .

m

Q Q m

u n c p j c p GF k
 

 

        

              (24) 

 

3. Нахождение неизвестных коэффициентов полиномиальных представлений  

для полной реакции 3D-МНMДC 

 

Пусть при заданных значениях входной последовательности [ , ]ju c p  , 0 ,n n n     p P , 

,,1 rj   известны значения выходной последовательности. Найдем в полиноме (9) коэффициенты 

0, ,K   , , 2[ ]i mK n ,  1,k  , для всех 2 ( , )n i m , ( )m i , 0 0{1,...,( 1) }i n rr   соответствующие извест-

ным входной и выходной последовательностям. 

Число неизвестных коэффициентов в полиноме (9) составляет 00 )1(
2

rrn  . Число всевозможных 

различных наборов значений [ , ]ju c p  , 
0 ,n n n     Pp , ,,1 rj   также равно 00 )1(

2
rrn  . Учи-

тывая в правой части полинома (9) всевозможные различные наборы значений [ , ]ju c p  , 

0 ,n n n p P     , ,,1 rj   можно получить систему над )2(GF  из 0 0( 1)
2

n r r   линейных алгебраиче-

ских уравнений с 0 0( 1)
2

n r r   неизвестными. Коэффициенты неизвестных в этой системе образуются из 

произведений известных значений [ , ]ju c p  , 0 ,n n n p P     , .,1 rj   Ясно, что эта система 

имеет единственное решение. Структура полученной системы алгебраических уравнений такова, что 

для ее решения можно построить рекуррентные соотношения.   

Ясно, что для каждого },...,1{ rk  

1 1 0 1 0 0 0 0[ , ] ( [ , (1)],..., [ , (1)],..., [ , ( )],..., [ , ( )])ry n c f u n c p u n n c p u n n c p r u n n c p r         . 

Из (9) видно, что 

                                                   0, (0,...,0,...,0,...,0)K f  .                                                      (25) 

Положим 

                                 0 0{ [ , ( )] 0,..., ; 1,..., ; 1,..., }jX u n c p n r j r         .                       (26) 



Аналитическое представление полной реакции одного класса двоичных систем 

87 

Пусть [ , ( )] 1ju n c p    , а остальные переменные из X  принимают значения 0, где 

0{0,..., },n  
0 {1,..., },  {1,..., }r j r  . В этом случае обозначим значение функции (...)f  через 

( [ , ( )] 1)jf u n c p     . Учитывая значения переменных множества X , из (9) получаем 

                          
,1, ,(1 ) 0,[(( ))] ( [ , ( )] 1),   (2),

j jK K f u n c p GF
                                (27) 

где здесь через 
,(1 )j 

 обозначен элемент )1(m , в котором , 1,jm    а остальные компоненты этого 

элемента суть 0. 

Пусть 
, , ,[ , ( )] 1ju n c p

         , 
,1,    , 1,    , 1, ,g   где {1,..., },j r   

, 0{1,..., },  r    
, , 0 {0,..., },  n    а остальные переменные из множества X  принимают значения 0. 

При этом через 
, , , ,( [ , ( )] 1 1, ,  1, ,   1, )jf u n c p g

                    обозначено значение 

функции (...)f . Введем обозначения: 

    
1( ,..., ),g         

11,1 1, ,1 ,(( ,..., ),...,( ,..., ))
gg g  ,   

11,1 1, ,1 ,... ... ...
gg gS         .  (28)  

Тогда полином, образованный из элементов множества  

, , , ,{ [ , ( )] 1, ,  1, ,   1, }ju n c p g
                   

можно записать следующим виде: 

, , , ,( [ , ( )] 1 1, ,  1, ,   1, )jf u n c p g
                      

             

, ,

, , , ,,

2 , , ,

0, , , , ,

1 1 1 1( )( , , , ) ( , , , )

 [ ]     ( , , ),

                                                           (2), 1,..., ,

S

A

F g

K K B x j

GF k

     

            

   



       

         

   

 

    
        (29) 

где A и B есть следующие наборы: 

                                      
1 1,1 , ,1 ,1 1 1

, , , ,(( ,..., ),...,( ,..., ))A
             

            ,                            (30)  

                  
,1 , ,1 ,1 , , , , ,1 , , ,1 1 ,1 1 1 ,1 , 1 1 , 1 1 , ,1 1 1 ,1 1 1 1 1 1 ,1 1 1 1

, , ,1 , , ,, , , ,

, , , ,

, ,

(( ,..., ),..., ( ,..., ),...,

              ( ,..., )).

B
                             

                              

       

   

    

 
               (31) 

В (29) множества 
2 ( , , , )F g   и 

, , ,
( )

   
  есть следующие множества: 

12 1( , , , ) {( , , , ) 1 ,   ( ,..., ),  1 ,   ( ,..., ) ( ),F g g V g
                          

1 ,1 , , ,, , , ,( ,..., ),  ( ,..., ) , 1 , 1, ,  1, ,
                 

                            

             
1 ,,1 , ,

1 1

( ,..., ),   ( ,..., ) ( ),   1, ,   },N


           



         

 

                      (32) 

                                
, ,, ,, , ,

1

( ) ( ),


      



      
 

                                           (33) 

где 

                                 1 1( ) { ( ,..., ) 1 ... }V g g             ,                                     (34) 

                         ,1 , ,1 ,( ) { ( ,..., ) 1 ... }N
           

                      ,                   (35) 

                  
, , , , , , ,,

, , ,,

, , , , ,1 , , , ,1

, , ,

( ) { ( ,..., ) 1 ...

                             ... }.   

                           

           

            

    

        

  
      (36) 

Ясно, что в правой части формулы слагаемое, соответствующее степени S имеет коэффициент 

1,1 1, ,1 , 1,1 1 1 1, ,1 1
, ,(( ,..., ),...,( ,..., )) 1,1,1 1,1, 1, ,1 1, , , ,1 , ,[(( ,..., ),...,( ,..., ),...,( ,..., )]

g g g g gg g
S g gK

             . 
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Поэтому из-за 
, , ,[ , ( )] 1ju n c p

         ,
,1,    , 1,    , 1, g  , из формулы (29) получим 

1,1 1, ,1 , 1,1 1 1 1, ,1 1
, ,(( ,..., ),...,( ,..., )) 1,1,1 1,1, 1, ,1 1, , , ,1 , ,[(( ,..., ),...,( ,..., ),...,( ,..., )]

g g g g gg g
S g gK

               

2 , , ,

1

, , , 0, , ,
1 ( )( , , , ) ( , , , )

( [ , ( )] 1 1, ,  1, )   [ ]
S

j A
F g

f u n c p K K B


   



         
       

                 

                   

, ,

, , , ,,
, ,

1 1 1

    ( , , ), (2), 1,..., .x j GF k

     

            



    

  

                      (37) 

Таким образом, получаем доказательства следующей леммы: 

Лемма 1. Пусть 
, , ,[ , ( )] 1ju n c p

         , 
,1,    , 1,    , 1, ,g   где },,...,1{ rj   

, 0 , , 0{1,..., },   {0,..., },  r n        а остальные переменные из  множества X принимают значения 0. 

При этом через 
, , , ,( [ , ( )] 1 1, ,  1, ,   1, )jf u n c p g

                    обозначено значение 

функции (...)f . Пусть имеет место (28)−(36). Тогда справедливо формула (37). 

При произвольных ( , )i m , )(im  , {1,..., }k  и })1(,...,1{ 00 rrni   коэффициента 

, , [ ]i mK    определяется на основе следующей теоремы: 

Теорема 3. Пусть: 10. )(im  , где })1(,...,1{ 0 rRni  ; 20. Ненулевые элементы набора m  есть 

, jjm  , где 1( , , )j Q i m j  , ),( miQj ; 30. },...,{),( 1 gjjmiQ  , 
1 ,1 ,( , , ) { ,..., }Q i m j

      ,  где 1,j r  , 

, 01, ,  r    1,    , 1, g  ; 40. Множества 
,1 , ( )jm

   , 1,    , 1, g  , есть следующие множе-

ства                         

, ,

,

1 , , , , , 

, , , 0

( ) { ( , ) ( ( , ,1),..., ( , , )) 0

                    ( , ,1) ... ( , , ) };

j j

j

m j j j m

j j m n

     

  

          

      

         

       
 

50. 
,, , ,jm

     1,    , 1, g  ;  60. В случае, когда 
,[ ( , , ), ( )] 1ju n c p

         , 
,1,    , 

1,    , 1, ,g   где ,r   , 0 1,n     kg  , {1,..., },j r   , {1,..., },R    0( , , ) {0,..., },  n     а 

остальные переменные из множества X  принимают значения 0, для каждого },...,1{ k  через 

, ,( [ ( , , ), ( )] 1 1, ,  1, ,   1, )jf u n c p g
                    обозначено значение функции (...)f ; 

70. Имеют место соотношения (30)−(36). Тогда множества ),( mi  содержит следующий единствен-

ный элемент  

11,1 1 1 1, ,( ( (1,1,1),..., (1,1, )),...,( (1, ,1),..., (1, , )),...,( ( , ,1),..., ( , , )) )
gg g gg g              

и для коэффициента 
, , [ ]i mK    полинома (9) справедлива следующая формула: 

, , , ,[ ] ( [ ( , , ), ( )] 1 1, ,  1, ,   1, )i m jK f u n c p g
                        

                    

2 , , ,

1

0, , ,

0 ( )( , , , ) ( , , , )

        [ ], (2), 1,..., .

b

i

A

b F g

K K B GF k

  



  

      

                      (38) 

Доказательство теоремы 3 можно проводить на основе леммы 1. 

Формула (38) вместе с формулами (25), (27) определяют рекуррентное соотношение для 

нахождения коэффициентов полинома (9) при известных значениях входных и выходных последова-

тельностей 3D-МНMДC. 

Замечание. 1) В формулах (8), (15), (17), (18), (22), (23) и (33) знак   есть знак операции де-

картового произведения множеств; 2) Присутствие записи )2(GF  в формулах (9), (19), (24), (27), (29), 

(37) и (38) указывает, что эти формулы выполняются над полем )2(GF , т.е. операция сложения и 

умножения есть сложение и умножение по mod 2. 
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Заключение  

 

Двухзначные аналоги полинома Вольтерры в виде (9), (19), (24), являются общим функцио-

нальным соотношением  для некоторых классов 3D-МНMДC с фиксированной памятью 0n  и ограни-

ченной связью 21 PPP   и могут быть использованы при исследовании их различных свойств, при 

постановке и решении для них различных математических и прикладных задач и т.д. Полученное ре-

куррентное соотношение для определения  коэффициентов  полиномиальных  представлений может 

быть использовано при разработке алгоритмов и программ для   вычисления значений этих коэффи-

циентов. 
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Binary 3D-multidimensional modular dynamic system with fixed memory 0n  and limited connection 1 2P P P  ,  which the 

full reaction characterized by the following functional ratio, is considered: 

 0[ , ] { [ , ] , }.y n c G u c p n n n p P          (1) 
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Here 0n Z ; 1 2( , ),   ,ic c c c Z   1,2i  ; 1 2 1 2( , )p p p P P P    , iP Z ,  1,2i  ; [ , ] (2)ky n c GF  and [ , ] (2)ru n c GF ; 

 1{...} {...},..., {...}kG G G


 ; (2)GF  is finite field, (2)kGF  and (2)rGF  are k-dimensional and r-dimensional linear spaces respec-

tively over the field (2)GF . 

When { (1),..., ( )}, (1) ... ( ), ( ) {..., 1,0,1...}i i i i i i i iP p p r p p r p j     , 1, ,ij r 1,2i   formula (1) is written in the form: 

          1 2 1 1 2 2 0 1 1 2 2[ , , ] { [ , , ] , , ,  1,..., },  (2),   1,...,  .jy n c c G u c c n n n P P j r GF k                  (2) 

Let’s  

         
0 0 0 01,1 1, , , 0 0 1,1 1, ,( ) { ( ,..., ,..., ) {0,..., 1},  1, , 1, ,   ... ... },r r r j n r ni m m m m m n j r r m m m i               (3) 

                
0,1 ,( , ) {  {1,..., } и ... 0}rQ i m r m m     , 

1 0 ,( , , ) {  {1,..., } и 0}
jj j jQ i m j r m      .         (4) 

                   
1 , , , , 0( ) { ( ( , ,1),..., ( , , )) 0 ( , ,1) ... ( , , ) }.

j j j jj j j j j j j jm j j m j j m n                               (5) 

                                                                      1 ,

( , )

( , )   ( )
jj

j Q i m

i m m 



   .                                                     (6) 

Using the formulas (3)−(6) for the functional relation (1), it is obtained representation in the form of the following two-valued 

analogue of the Volterra’s polynomial: 

   

,
( 1)0 0

1 ,

0, , , 2 ,

1 ( ) ( , ) ( , ) ( , , ) 1

[ , ] [ ]    [ ( , , ), ( )] ,

                                                                    (2),  1,..

j
n r r j

j

j j j

m

i m j j j j

i m i i m j Q i m Q i m j

y n c K K n u n j c p

GF


 



   

       

       

 

     

., .k

    (7) 

For the functional relation (2) also representations in the form of a two-valued analogue of Volterra’s polynomial are given. In 

the work with known values of the input and output sequences, the recurrence relations for finding the unknown coefficients in (7) 

are obtained. 
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