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Генерический подход к алгоритмическим проблемам предложен Мясниковым, Ка- 
повичем, Шуппом и Шпильрайном в 2003 г. В рамках этого подхода рассматри­
вается поведение алгоритмов на множествах почти всех входов. В данной работе 
изучается генерическая сложность проблемы кластеризации графов. В этой за­
даче структура взаимосвязей объектов задаётся с помощью графа, вершины ко­
торого соответствуют объектам, а рёбра соединяют похожие объекты. Требуется 
разбить множество объектов на попарно непересекающиеся группы (кластеры) 
так, чтобы минимизировать число связей между кластерами и число недостаю­
щих связей внутри кластеров. Доказывается, что при условии P = NP и P = BPP 
для проблемы кластеризации графов не существует полиномиального сильно ге­
нерического алгоритма. Сильно генерический алгоритм решает проблему не на 
всём множестве входов, а на подмножестве, последовательность частот которого 
при увеличении размера экспоненциально быстро сходится к 1.
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Generic-case approach to algorithmic problems was suggested by Miasnikov, Kapovich, 
Schupp and Shpilrain in 2003. This approach studies behavior of algorithms on typical 
(almost all) inputs and ignores the rest of inputs. In this paper, we study the generic 
complexity of the problem of clustering graphs. In this problem the structure of 
relations of ob jects is presented as a graph: vertices correspond to ob jects, and edges 
connect similar ob jects. It is required to divide a set of ob jects into disjoint groups 
(clusters) to minimize the number of connections between clusters and the number 
of missing links within clusters. It is proved that under the condition P = NP and 
P = BPP, for the graph clustering problem there is no polynomial strongly generic 
algorithm. A strongly generic algorithm solves a problem not on the whole set of 
inputs, but on its subset, in which the sequence of frequencies of inputs converges 
exponentially fast to 1 with increasing its size.
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Введение
Теория генерической вычислимости и сложности вычислений предложена в 

2003 г. [1]. В рамках этого подхода алгоритмическая проблема рассматривается не 
на всём множестве входов, а на некотором подмножестве «почти всех» входов. Та­
кие входы образуют так называемое генерическое множество. Понятие «почти все» 
формализуется введением естественной меры на множестве входных данных. С точ­
ки зрения практики алгоритмы, решающие быстро проблему на генерическом мно­
жестве, так же хороши, как и быстрые алгоритмы для всех входов. Классическим 
примером такого алгоритма является симплекс-метод — он за полиномиальное время 
решает задачу линейного программирования для большинства входных данных, но 
имеет экспоненциальную сложность в худшем случае. Более того, может так оказать­
ся, что проблема трудноразрешима или вообще неразрешима в классическом смысле, 
но легкоразрешима на генерическом множестве. Отметим, что похожий подход для 
изучения проблем оптимизации был предложен ранее Э. Х. Гимади, Н. И. Глебовым и 
В. А. Перепелицей [2].

Одной из важных проблем машинного обучения является проблема кластеризации 
графов. В этой задаче структура взаимосвязей объектов задается с помощью графа, 
вершины которого соответствуют объектам, а ребра соединяют похожие объекты. Тре­
буется разбить множество объектов на попарно непересекающиеся группы (кластеры) 
так, чтобы минимизировать число связей между кластерами и число недостающих 
связей внутри кластеров. В работах [3-9] доказана NP-трудность проблемы класте­
ризации графа для различных её постановок. Таким образом, при условии P = NP 
полиномиального алгоритма для решения этой задачи не существует. А при условии 
совпадения классов P и BPP (класс проблем, решаемых за полиномиальное время ве­
роятностными алгоритмами) для неё не существует и полиномиальных вероятностных 
алгоритмов. Имеются серьёзные доводы в пользу равенства P = BPP. В частности, 
доказано [10], что это равенство следует из весьма правдоподобных гипотез о вычис­
лительной сложности некоторых трудных проблем.

Данная работа посвящена изучению генерической сложности задачи кластериза­
ции графов. Доказывается, что при условии P = NP и P = BPP для проблемы кла­
стеризации графов не существует полиномиального сильно генерического алгоритма. 
Сильно генерический алгоритм решает проблему не на всём множестве входов, а на 
подмножестве, последовательность частот которого при увеличении размера экспонен­
циально быстро сходится к 1.

1. Генерические алгоритмы
Пусть I — некоторое множество входов, In — подмножество входов размера n. Для 

подмножества S ⊆ I определим последовательность

Pn(S) = . n =1.2. 3.....I InI
где Sn = S ∩ In — множество входов из S размера n. Заметим, что ρn(S) —это вероят­
ность попасть в S при случайной и равновероятной генерации входов из In. Асимпто­
тической плотностью S назовём предел

ρ(S) = Iim Pn(S).
n→∞

Верхний предел здесь нужен потому, что часто при кодировании входных данных не 
для каждого n существуют коды размера n. Множество S называется пренебрежи-
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мым, если ρ(S) = 0, и сильно пренебрежимым, если последовательность ρn(S) экспо­
ненциально быстро сходится к 0, т. е. существуют константы σ, 0 < σ < 1, и C > 0 
такие, что для любого n имеет место ρn(S) < Cσn.

Алгоритм A с множеством входов I и множеством выходов J ∪ {?} (? ∈/ J) назы­
вается (сильно) генерическим, если

1) A останавливается на всех входах из I;
2) множество {X ∈ I : A(X) = ?} является (сильно) пренебрежимым.
Генерический алгоритм A вычисляет функцию f : I → J , если для всех X ∈ I 

выполнено
(A(X) = y ∈ J) ⇒ (f(X) = y).

Ситуация A(X) = ? означает, что A не может вычислить функцию f на аргументе X. 
Но условие 2 гарантирует, что A корректно вычисляет f на почти всех входах (входах 
из генерического множества). Различие между генерически разрешимыми проблемами 
и сильно генерически разрешимыми проблемами поясняется в работе [11].

2. Проблема кластеризации графа
Здесь и далее будем рассматривать неориентированные графы без петель и крат­

ных рёбер. Граф называется кластерным, если каждая его компонента связности яв­
ляется полным графом. Обозначим через M(V) множество всех кластерных графов 
на множестве вершин V. Если G1 = (V, E1) и G2 = (V, E2) —графы на одном и том же 
множестве вершин V, то расстояние ρ(G1, G2) между ними есть число несовпадающих 
рёбер в графах G1 и G2, то есть

p(Gi,G2) = ∣E1ΔE2∣ = |Ei \ E2∣ + ∣E2 \ Ei|.

Проблема кластеризации графа состоит в следующем. Задан граф G = (V, E). Най­
ти такой граф M* ∈ M(V), что

ρ(G, M*) = min ρ(G, M).
M∈M(V)

Лемма 1. Пусть G1 и G2 —два графа с непересекающимися множествами вер­
шин и M* — кластерный граф, являющийся решением проблемы кластеризации для 
графа G1 ∪ G2. Тогда M* = M* ∪ M*, где M* —решение проблемы кластеризации для 
графа Gi, i = 1, 2.

Доказательство. Пусть G1 = (V1, E1) и G2 = (V2, E2). Допустим, что существует 
кластерный граф M, являющийся решением проблемы кластеризации для графа G1 ∪ ∪ G2, такой, что

M = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cm ,

где Ci, i = 1,... , m, — непересекающиеся полные компоненты связности, причём среди 
них есть компонента Ck = K(Vc), которая имеет непустое пересечение как с графом G1, 
так и с графом G2. Заменим в кластерном графе M его компоненту Ck на два полных 
графа Ck,i = K(VC∩ Vi), i = 1, 2. Вершины первого лежат в графе G1, а второго —в G2. 
Обозначим через M' получившийся кластерный граф. Заметим, что

ρ(Gι ∪ G2, M') < ρ(Gι ∪ G2, M),

так как в новых компонентах Ck,i, i = 1, 2, присутствуют все рёбра старой компонен­
ты Ck, обе вершины которых лежат либо в G1, либо в G2, и отсутствуют все рёбра
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старой компоненты Ck, одна вершина которых лежит в G1, а другая — в G2. Последних 
рёбер нет и в графе G1 ∪ G2.

Полученное противоречие показывает, что для кластерного графа M*, являющего­
ся решением проблемы кластеризации для графа G1 ∪ G2, имеет место M* = M^* ∪ M*, 
где Mi* —решение проблемы кластеризации для графа Gi, i = 1,2, так как иначе 
кластерный граф Mi* можно заменить на более подходящий, уменьшив тем самым 
расстояние ρ(G1 ∪ G2, M*). ■

3. Основной результат
Для изучения генерической сложности проблемы кластеризации графов будем ис­

пользовать представление графов с помощью матриц смежности. Поскольку графы 
неориентированные, для кодирования графа с n вершинами достаточно верхней ча­
сти матрицы, состоящей из n(n - 1)/2 бит. Таким образом, будем считать, что размер 
графа с n вершинами равен n(n - 1)/2.

Теорема 1. Если существует сильно генерический полиномиальный алгоритм, 
решающий проблему кластеризации графа, то существует вероятностный полиноми­
альный алгоритм, разрешающий эту проблему на всём множестве входов.

Доказательство. Допустим, что существует сильно генерический полиномиаль­
ный алгоритм A, решающий проблему кластеризации графа. Построим вероятностный 
полиномиальный алгоритм B, разрешающий эту проблему на всём множестве входов, 
который на графе G с n вершинами (размера n(n-1)/2) работает следующим образом:

1)
2)
3)

Генерирует случайный граф H с n2 - n вершинами.
Запускает алгоритм A на графе G ∪ H .
Если A(G ∪ H) = ?, то по решению проблемы кластеризации для графа G ∪ H, 
согласно лемме 1, выдаёт решение проблемы кластеризации для графа G. 
Если A(G ∪ H) = ?, то выдаёт ответ Kn.• ∙)4)

Заметим, что алгоритм B выдаёт правильный ответ на шаге 3, а на шаге 4 может вы­
дать неправильный ответ. Нужно доказать, что вероятность того, что ответ выдаётся 
на шаге 4, меньше 1/2.

Граф G∪H имеет n2 вершин, то есть его размер равен m = (n4-n2)/2. Вероятность 
того, что для случайного графа G ∪ H имеет место A(G ∪ H) = ?, не больше• ∙)

Так 
α>

для

|{G ∈G : A(G) = ?}mb l{G ∈G : A(G) = ?}m| |{G ∪ H : H ∈G}m∣ |Gm| |Gm|{G ∪ H : H ∈ G}m|
как множество {G ∈ G : A(G) = ?} сильно пренебрежимое, существует константа 
0, такая, что |{G ∈ G : A(G) = ?}m| < X =_________

2αm 2α(n4-n2)/2|Gm| 1

любого n.
С другой стороны, так как граф H имеет n2 - n вершин, то|{G ∪ H : H ∈ G}m| = |{H : H ∈ G}((n2-n)2-(n2-n))/2| = 2(n4-2n3+n)/2

Отсюда
2(n4-n2)/2 3 2
2_____________ __ 2(2n3-n2+n)∕2|{G ∪ H : H ∈ G}mP 2(n4-2n3+n)/2 = .

|Gm
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Поэтому искомая вероятность не больше

2(2n3 -n2 +n)/2

2α(n4-n2)∕2

1
< 2

при больших n. ■

Непосредственным следствием теоремы 1 является следующее утверждение.
Теорема 2. Если P — NP и P — BPP, то не существует сильно генерического 

полиномиального алгоритма для решения проблемы кластеризации графов.
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