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ЛЕВОИНВАРИАНТНЫЕ ПАРА-САСАКИЕВЫ СТРУКТУРЫ
НА ГРУППАХ ЛИ

Изучаются левоинвариантные параконтактные структуры Сасаки на группах
Ли, которые получаются центральными расширениями из почти пара-
кэлеровых структур на группах Ли. Eсть несколько различных подходов к
определению понятия параконтактных и пара-сасакиевых структур. В дан-
ной работе параконтактные структуры Сасаки определяются по той же схе-
ме, что и обычные структуры Сасаки в случае контактных структур. В ста-
тье найдены условия пара-сасакиевости контактных структур. В случае
групп Ли инвариантные пара-сасакиевые структуры могут быть получены из
пара-кэлеровых структур при помощи процедуры центрального расширения.
В этом случае найдены формулы, связывающие кривизну пара-кэлеровой
группы Ли с кривизной соответствующей пара-сасакиевой группы Ли.
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Левоинвариантная почти комплексная структура на группе Ли H – это левоин-
вариантный эндоморфизм J касательного расслоения, удовлетворяющий условию
J2 = –Id. Почти комплексная структура J является интегрируемой (комплексной),
если ее тензор Нейенхейса NJ(X,Y) = [JX, JY] – [X, Y] – J[X, JY] – J[JX, Y] обраща-
ется в нуль. Левоинвариантная кэлерова структура на группе Ли H – это тройка
(h, ω, J), состоящая из левоинвариантной римановой метрики h, левоинвариант-
ной симплектической формы ω и ортогональной левоинвариантной комплексной
структуры J, причем h(X,Y) = ω(X,JY) для любых левоинвариантных векторных
полей X и Y на H. Поэтому такую структуру на группе H можно задать парой (ω,
J), где ω – симплектическая форма, а J – комплексная структура, согласованная с
ω, т.е. такая, что ω(JX,JY) = ω(X,Y). Если ω(X,JX) > 0, ∀ X # 0, то получается кэле-
рова метрика, а если условие положительности не выполняется, то
h(X,Y) = ω(X,JY) является псевдоримановой метрикой и тогда (h, ω, J) называется
псевдокэлеровой структурой на группе Ли H. Из левоинвариантности рассматри-
ваемых объектов следует, что псевдокэлерова структура (h, ω, J) может быть за-
дана значениями ω, J и h на алгебре Ли h группы Ли H. Тогда (h, ω, J, h) называет-
ся (псевдо)кэлеровой алгеброй Ли. Условие существования левоинвариантной по-
ложительно определенной кэлеровой метрики на группе Ли H накладывает серь-
езные ограничения на структуру ее алгебры Ли h. Такая алгебра Ли не может быть
нильпотентной за исключением абелевого случая. Хотя нильпотентные группы
Ли и нильмногообразия (за исключением тора) не допускают левоинвариантных
кэлеровых метрик, но на таких многообразиях могут существовать левоинвари-
антные псевдоримановы кэлеровы метрики.

Почти пара-комплексной структурой на 2n-мерном многообразии M называет-
ся поле P эндоморфизмов касательного расслоения TM, таких, что P2 = Id, причем
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ранги собственных распределений T±M : = ker(Id ∓ P) равны. Почти пара-
комплексная структура P называется интегрируемой, если распределения T±M
инволютивны. В этом случае P называется пара-комплексной структурой. Анало-
гом тензора Нейенхейса почти комплексной структуры для случая любого тен-
зорного поля T типа (1,1) является кручение Нейенхейса [5] [T, T](X,Y) = T 2[X, Y] +
[TX, TY] – T[X, TY] – T[TX, Y]. В частности, тензор Нийенхейса NP почти пара-
комплексной структуры P определяется равенством

NP(X,Y ) = [X,Y ] + [PX, PY ] − P[PX,Y ] − P[X, PY ],
для всех векторных полей X, Y на M. Как и в комплексном случае, пара-
комплексная структура P интегрируема тогда и только тогда, когда NP = 0. В ра-
боте [6] представлен обзор теории пара-комплексных структур и подробно рас-
смотрены инвариантные пара-комплексные и пара-кэлеровы структуры на одно-
родных многообразиях. Пара-кэлерово многообразие можно определить как псев-
дориманово многообразие (M,g) с кососимметрической пара-комплексной струк-
турой P, параллельной относительно связности Леви-Чивита. Если (g,P) – пара-
кэлерова структура на M, то ω = g◦P является симплектической структурой. В ра-
боте [7] изучались левоинвариантные почти пара-комплексные структуры на шес-
тимерных нильпотентных группах Ли, которые не допускают ни симплектиче-
ских, ни комплексных структур.

В нечетномерном случае аналогом симплектической структуры является кон-
тактная структура [5]. Левоинвариантные контактные структуры на группах Ли
изучались в работах [8, 9]. Известно, что контактные алгебры Ли (g, η) с нетриви-
альным центром являются центральными расширениями симплектических алгебр
Ли (h, ω) при помощи невырожденного коцикла ω. Левоинвариантые контактные
структуры с положительно определенной римановой метрикой существуют дале-
ко не всегда [8]. Псевдоримановы структуры Сасаки на семимерных нильпотент-
ных группах Ли изучались в работе [10].

В данной работе мы будем рассматривать левоинвариантные параконтактные
структуры на группах Ли. Параконтактная метрическая структура на многообра-
зии задается четырьмя объектами (η, ξ, φ, g), η – контактная форма, ξ – векторное
поле Риба, g – псевдориманова метрика и φ – аффинор, которые связаны опреде-
ленными соотношениями (см. ниже). Псевдориманова контактная метрическая
структура называется K-контактной, если векторное поле Риба ξ является киллин-
говым.

Пусть ∇ – связность Леви-Чивита соответствующая (псевдо)римановой метрике
g. Она определяется из шестичленной формулы [11], которая для левоинвариантных
векторных полей X,Y,Z на группе Ли принимает вид 2g(∇XY, Z) = g([X,Y],Z) +
+ g([Z,X],Y) + g(X,[Z,Y]). Напомним, что тензор кривизны определяется формулой
R(X,Y) = [∇X, ∇Y] – ∇[X,Y] . Тензор Риччи – это свертка тензора кривизны по первому
и четвертому (верхнему) индексам, i

jk ijkRic R= . Для псевдоримановой метрики g
тензор Риччи Ric(X,Y) может быть также определен по формуле

Ric(X,Y) = Σi εi g(R(ei,Y)Z, ei),
где {ei} – ортонормированный репер и εi = g(ei, ei).

Мы предполагаем, что внешнее произведение и внешний дифференциал опре-
деляются без нормирующего множителя. Тогда, в частности, dx∧dy = dx⊗dy –
dy⊗dx и dη(X,Y) = Xη(Y) – Yη(X) – η([X,Y]). Это обуславливает некоторые отличия
формул от тех, что приведены в книге Блэра [5].
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2. Контактные и параконтактные структуры

Дифференцируемое (2n+1)-мерное многообразие M класса C∞ называется кон-
тактным многообразием, если на нем задана дифференциальная 1-форма η, такая
что  η∧(dη)n ≠ 0 всюду на M2n+1. Форма η называется контактной. Контактная
форма определяет на многообразии M2n+1 распределение D = {X ∈ TM2n+1 |
η(X) = 0} ранга 2n, которое называется контактным распределением. Контактное
многообразие M2n+1 имеет всюду ненулевое векторное поле ξ, которое определя-
ется свойствами η(ξ) = 1 и dη(ξ,X) = 0 для всех векторных полей X на M2n+1. Поле ξ
называется полем Риба или характеристическим векторным полем контактной
структуры. Легко видеть, что Lξη = 0.

Если M2n+1 контактное многообразие с контактной формой η, то контактной
метрической структурой называется четверка (η, ξ, φ, g), где ξ – поле Риба, g –
риманова метрика на M2n+1 и ϕ – аффинор на M2n+1, для которых имеют место
следующие свойства [5]:

1) ϕ2 = –I + η⊗ξ;
2) dη(X,Y) = g(X,φY);
3) g(φX, φY) = g(X,Y) – η(X)η(Y),

где I – тождественный эндоморфизм касательного расслоения.
Риманова метрика g контактной метрической структуры называется ассоции-

рованной с контактной структурой η. Из третьего свойства сразу следует, что ас-
социированная метрика для контактной структуры η полностью определяется аф-
финором ϕ: g(X,Y) = dη(φX,Y) + η(X)η(Y). Если характеристическое векторное поле
ξ порождает группу изометрий, т. е. ξ – векторное поле Киллинга, Lξ g = 0, то та-
кую контактную метрическую структуру называют K-контактной [5]. Это экви-
валентно условию Lξϕ = 0.

Напомним [11], что почти контактной структурой на многообразии M2n+1 на-
зывается тройка (η, ξ, φ), где η –1-форма, ξ – векторное поле и ϕ – аффинор на
M2n+1, обладающие свойствами η(ξ) = 1 и ϕ2 = –I + η⊗ξ.

Пусть M2n+1 – почти контактное многообразие. Рассмотрим прямое произведе-
ние M2n+1×R. Векторное поле на M2n+1×R представим в виде (X, f∂t), где X – каса-
тельное к M2n+1, t – координата на R, ∂t – координатное векторное поле на R и f –
функция класса С∝ на M2n+1×R. Определим почти комплексную структуру J на
прямом произведении M2n+1×R следующим образом [2]: J(X, f∂t) = (φX – fξ ,
η(X) ∂t). Почти контактная структура (η, ξ, φ) называется нормальной, если интег-
рируема определенная выше почти комплексная структура J. На почти контактом
многообразии определены четыре тензора [5] N(1), N(2), N(3) и N(4) следующими вы-
ражениями:

N(1)(X,Y) = [φ,φ](X,Y) + dη(X,Y)ξ, N(2)(X,Y) = (LφX η)(Y) – (LφY η)(X),
N(3)(X,Y) = (Lξϕ)X, N(4)(X,Y) = (Lξη)(X).

Почти контактная структура (η, ξ, φ) является нормальной, если эти тензоры
обращаются в нуль. Однако из обращения в нуль тензора N(1) следует, что и ос-
тальные тензоры N(2), N(3) и N(4) также обращаются в нуль. Поэтому условие нор-
мальности только следующее: N(1)(X,Y) = [φ,φ](X,Y) + dη(X,Y)ξ = 0.

Псевдориманова контактная метрическая структура (η, ξ, φ, g) называется
K-контактной, если векторное поле Риба ξ является киллинговым. Псевдоримано-
ва контактная метрическая структура (η, ξ, φ, g) называется сасакиевой, если
N(1)(X,Y) = 0. Таким образом, многообразие Сасаки – это нормальное контактное
метрическое многообразие. Многообразие Сасаки всегда является K-контактным.
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Определение 1. Параконтактной структурой на контактном многообразии
M2n+1 называется тройка (η, ξ, φ), где η – контактная 1-форма, ξ – поле Риба и
ϕ – аффинор на M2n+1, обладающий свойством

ϕ2 = I – η⊗ξ.
Кроме того, предполагается, что ранги ±1-собственных распределений D± равны
(аффинор ϕ действует на распределении D = Ker(η) как пара-комплексная
структура).

Определение 2. Если M2n+1 контактное многообразие с контактной формой
η, то параконтактной метрической структурой называется четверка (η, ξ, φ,
g), где ξ – поле Риба, g – псевдориманова метрика на  M2n+1 и ϕ – аффинор на
M2n+1, для которых имеют место следующие свойства:

ϕ2 = I – η⊗ξ,  dη(X,Y) = g(φX,Y),
g(φX,φY) = –g(X,Y) + η(X)η(Y).

Из третьего свойства сразу следует, что ассоциированная метрика g для пара-
контактной структуры полностью определяется аффинором ϕ:

g(X,Y) = dη(φX,Y) + η(X)η(Y).
Легко видеть, что dη(φX,φY) = –dη(X,Y).
Пусть M2n+1 – параконтактное многообразие. Рассмотрим прямое произведение

M2n+1×R. Векторное поле на M2n+1×R представим в виде (X, f∂t), где X – касатель-
ный к M2n+1, t – координата на R и f – функция на M2n+1×R. Следуя [5 (Блэр)],
дадим

Определение 3. Параконтактная структура (η, ξ, φ) называется нормальной,
если интегрируема почти пара-комплексная структура J на M2n+1×R, определен-
ная формулой

J(X, f∂t) = (φX – fξ, –η(X)∂t).
Выразим условие интегрируемости пара-комплексной структуры J в терминах

аффинора ϕ на  M2n+1. Условием интегрируемости является обращение в нуль
кручения Нейенхейса:

NJ(X,Y) = [X, Y] + [JX, JY] – J[X, JY] – J[JX, Y] = 0.
Вычислим это кручение сначала на векторных полях типа (X,0), а затем для

пар (X, 0) и (0, ∂t):
[J, J]((X,0),(Y,0)) = ([X,Y],0) + [(φX,–η(X)∂t),(φY ,–η(Y)∂t)] –

– J[(X,0), (φY, –η(Y)∂t)] – J[(φX , –η(X) ∂t), (Y,0)] = 
 = (φ2[X, Y] + η([X, Y])ξ, 0) + ([φX,φY], (–φX(η(Y)) + φY(η(X))) ∂t) –

– (φ[X,φY] + X(η(Y))ξ, – η([X,φY])∂t) – (φ[φX,Y] – Y(η(X))ξ, –η([φX,Y])∂t) = 
 = ([φ,φ](X, Y) – dη(X,Y)ξ, (–(LφX η)(Y) + (LφY η)(X)) ∂t);

[J, J]((X,0), (0, ∂t)) = [(X,0), (0, ∂t)] + [(φX, –η(X)∂t), (–ξ ,0)] –
– J[(X, 0), (–ξ, 0)] – J[(φX , –η(X) ∂t), (0, ∂t)] = 

 = (–[φX, ξ], –ξ(η(X)) ∂t) – J(–[X, ξ],0) = ((Lξφ)(X), – (Lξη)(X) ∂t).
Таким образом, условие интегрируемости пара-комплексной структуры J вы-

ражается обращением в нуль четырех тензоров:
N(1)(X,Y) = [φ,φ](X,Y) – dη(X,Y)ξ,   N(2)(X,Y) = (LφX η)(Y) – (LφY η)(X),

N(3)(X,Y) = (Lξϕ)X,   N(4)(X,Y) = (Lξη)(X).
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Однако из обращения в нуль тензора  N(1) следует, что и остальные тензоры
также обращаются в нуль (доказательство этого полностью повторяет аналогич-
ное доказательство из [5]). Поэтому условие нормальности параконтактной струк-
туры только следующее: N(1)(X,Y) = 0.

Определение 4. Нормальная параконтактная метрическая структура
(η, ξ, φ, g) называется пара-сасакиевой.

Эквивалентное условие: N(1)(X,Y) = [φ,φ](X,Y) – dη(X,Y)ξ = 0.
Определение 5. Параконтактная метрическая структура (η, ξ, φ, g) называ-

ется K-контактной, если векторное поле Риба ξ является киллинговым.
Многообразие Сасаки всегда является K-контактным.

3. Параконтактные структуры на центральных расширениях

Контактные алгебры Ли могут быть получены в результате центральных рас-
ширений симплектических алгебр Ли h. Напомним эту процедуру. Если имеется
симплектическая алгебра Ли (h, ω), то центральное расширение g = h ×ωR есть ал-
гебра Ли, в которой скобки Ли задаются следующим образом:

• [X, ξ]g = 0;
• [X, Y]g = [X, Y]h +ω(X, Y)ξ для любых X, Y ∈ h,

где ξ = ∂t – единичный вектор из R.
На алгебре Ли g = h ×ωR контактная форма задается формой η = ξ*, а ξ = ∂t –

поле Риба. Если x = X + λξ и y = Y + μξ, где Y,Y ∈ h, λ, μ ∈ R, тогда
dη(x, y) = –η([x, y]) = –ξ*([X, Y]h+ω(X,Y) ξ) = –ω(X, Y).

Как известно, классы изоморфизмов центральных расширений алгебры Ли h
находятся во взаимно-однозначном соответствии с элементами H2(h, R). Невыро-
жденные элементы ω из H2(h, R) (симплектические алгебры Ли ) определяют кон-
тактные структуры на h ×ωR.

Для задания аффинора φ на g = h ×ωR можно использовать почти пара-
комплексную структуру J на h следующим образом: если x = X + λξ, где X ∈ h, то
φ(x) = JX. Если эта почти пара-комплексная структура J на h будет еще и согласо-
ванной с ω, т. е. обладать свойством ω(JX, JY) = –ω(X, Y), то мы получим паракон-
тактную (псевдориманову) метрическую структуру (η, ξ, φ, g) на g = h ×ωR, где

g(X,Y) = dη(X, φY) + η(X)η(Y).
Пусть h(X, Y) = ω(X, JY) – ассоциированная (псевдо)риманова метрика на
симплектической алгебре Ли (h,ω) . Тогда для x = X + λξ и y = Y + μξ, где Y,Y ∈ h,
имеем

g(X,Y) = –dη(X,φY) + η(X)η(Y);
g(x,y) = ω(X, JY) + λμ = h(X,Y) + λμ;

ω(X, Y) = h(X,JY).
Предложение. Центральное расширение g = h ×ωR почти пара-кэлеровой ал-

гебры Ли h является K-контактной алгеброй Ли.
Доказательство. Как известно [5], контактное многообразие называется

K-контактным, если Lξϕ = 0. Для левоинвариантных полей вида x = X + λξ и
y = Y + μξ и где Y,Y ∈ h имеем

g((Lξϕ)x,y) = g(Lξ(ϕ x) – ϕ(Lξ x),y) = 0,
поскольку Lξ x = [ξ, X + λξ] = 0. Поэтому Lξϕ = 0. ■
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Теорема 1. Пусть (h,ω,J) – почти пара-кэлерова алгебра Ли h и (η, ξ, φ, g) –
соответствующая ей параконтактная метрическая структура на центральном
расширении g = h ×ωR. Тогда кручение Нейенхейса [φ, φ] на g следующим образом
выражается через тензор Нейенхейса NJ почти пара-комплексной структуры J
на h:

[φ,φ](x,y) = NJ(X,Y) + dη(x,y)ξ,
где x = X + λξ и y = Y + μξ и где Y,Y ∈ h.

Доказательство. Непосредственные вычисления:
[φ,φ](x,y) = [φ,φ](X + λξ, Y + μξ) = 

 = φ2[X + λξ, Y + μξ] + [φ(X + λξ), φ(Y + μξ)] – 
– φ[X + λξ, φ(Y + μξ)] – φ[φ(X + λξ), Y + μξ] = 

 = φ2([X, Y]h) + [J(X), J(Y)] – φ[X + λξ, J(Y)] – φ[J(X), Y + μξ] = 
 = + [X, Y]h + [J(X), J(Y)]h + ω(JX, JY)ξ – φ[X, J(Y)] – φ[J(X), Y] = 

 = + [X, Y]h + [J(X), J(Y)]h + ω(X, Y)ξ – φ([X, J(Y)]h +
+ ω(X, JY)ξ) – φ([J(X), Y]h +ω(JX, Y)ξ ) = 

 = [X, Y]h + [J(X), J(Y)]h – J([X, J(Y)]h) – J([J(X), Y]h) – ω(X, Y)ξ = 
 = NJ(X,Y) – ω(X, Y)ξ = NJ(X,Y) + dη(X,Y)ξ = NJ(X,Y) + dη(x,y)ξ. ■

Следствие 1. Тензор N(1)(x,y) параконтактной метрической структуры
(η, ξ, φ, g) на центральном расширении g = h ×ωR выражается через тензор Ней-
енхейса NJ почти пара-комплексной структуры J на h по формуле

N(1)(x,y) = NJ(X,Y),
где x = X + λξ и y = Y + μξ и где Y,Y ∈ h.

Доказательство. N(1)(x,y) = [φ,φ](x,y) – dη(x,y)ξ = NJ(X,Y) + dη(x,y)ξ – dη(x,y)ξ =
= NJ(X,Y). ■

Следствие 2. Параконтактная метрическая структура (η, ξ, φ, g) на цен-
тральном расширении g = h ×ωR. является пара-сасакиевой тогда и только то-
гда, когда симплектическая алгебра (h,ω,J) является пара-кэлеровой.

4. Ковариантные производные и кривизна

В этом разделе мы установим формулы, связывающие свойства кривизны поч-
ти пара-кэлеровых алгебр Ли (h,ω,J) и полученных из них центральными расши-
рениями параконтактных структур (g, η, ξ, φ, g). Пусть ∇ и D – ковариантные про-
изводные связностей Леви-Чивита на алгебрах Ли g и h, соответственно.

Лемма. Пусть (ω, J, h) – почти пара-кэлерова структура на алгебре Ли h и
(η, ξ, φ, g) – соответствующая ей параконтактная метрическая структура на
центральном расширении g = h ×ωR. Тогда ковариантное производная ∇ на g вы-
ражается через ковариантную производную D на h, форму ω и почти пара-
комплексную структуру J на h следующим образом:

∇XY = (DXY)h + ½ ω(X, Y)ξ;
∇Xξ = ∇ξX = ½JX и ∇ξξ = 0,

где X,Y ∈ h.
Доказательство. Непосредственные вычисления проводятся с использовани-

ем шестичленной формулы [10], которая для левоинвариантных векторных полей
x, y, z на группе Ли принимает вид: 2g(∇xy, z) = g([x, y], z) + g([z, x], y) + g(x,[z, y]).
Левоинвариантное векторное поле x на g мы представляем в виде x = X + λξ, где
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X ∈ h. Тогда с учетом [X, Y]g = [X, Y]h +ω(X, Y)ξ, [X, ξ]g = 0, и ортогональности h и
ξ, получаем для X,Y ∈ h:

2g(∇XY,Z) = h([X,Y]h, Z) + h([Z, X]h, Y) + h(X,[Z,Y]h) = 2h(DXY,Z);
2g(∇XY, ξ) = g([X,Y]g, ξ) + g[ξ, X]g, Y) + g(X,[ξ,Y]g) = ω(X, Y).

Следовательно, ∇XY = (DXY)h + ½ ω(X, Y)ξ. Далее, с учетом h(X, Y) = ω(X, JY):
2g(∇Xξ, Z) = g([X, ξ]g, Z) + g([Z, X]g, ξ) + g(X,[Z, ξ]g) = 

 = ω(Z,X) = ω(Z,JJX) = h(Z,JX) = g(JX, Z);
2g(∇ξξ, Z) = g([ξ,ξ]g, Z) + g[Z, ξ]g, ξ) + g(ξ,[Z, ξ]g) = 0;

2g(∇Xξ, ξ) = g([X,ξ]g, ξ) + g([ξ, X]g, ξ) + g(X,[ ξ, ξ]g) = 0;
2g(∇ξξ, ξ) = g([ξ,ξ]g, ξ) + g[ξ, ξ]g, ξ) + g(ξ,[ ξ, ξ]g) = 0.

Поэтому ∇Xξ = ½JX ∈ h. Аналогично,
2g((∇ξY, Z) = g([ξ, Y]g, Z) + g([Z, ξ]g, Y) + g(ξ,[Z, Y]g) = 

 = ω(Z, Y) = ω(Z,JJY) = h(Z,JY) = g(JY, Z);
2g(∇ξξ, Z) = g([ξ,ξ]g, Z) + g[Z, ξ]g, ξ) + g(ξ,[Z, ξ]g) = 0;

2g((∇ξY, ξ) = g([ξ, Y]g, Z) + g([ξ, ξ]g, Y) + g(ξ,[ ξ, Y]g) = 0;
2g(∇ξξ, ξ) = g([ξ,ξ]g, ξ) + g[ξ, ξ]g, ξ) + g(ξ,[ξ, ξ]g) = 0.

Следовательно, ∇ξY = ½JY ∈ h. ■
Теорема 2. Пусть (ω, J, h) – почти пара-кэлерова структура на алгебре Ли h и

(η, ξ, φ, g) – соответствующая ей параконтактная метрическая структура на
центральном расширении g = h ×ωR. Тогда тензор кривизны R на g выражается
через тензор кривизны Rh на h, форму ω и почти пара-комплексную структуру J
на h по формулам:

R(X,Y)Z = Rh(X,Y)Z + ½ DZω(X,Y)ξ – ¼ (ω(X, Z)JY – ω(Y, Z)JX) – ½ ω(X, Y)JZ;
R(X,Y)ξ = ½ ((DX J)Y –(DYJ)X);

R(X, ξ) Z = ½(DXJ)Z + ¼g(X, Z)ξ, R(X, ξ)ξ = –¼ X,
где X,Y ∈ h.

Доказательство. Заключается в непосредственных вычислениях по формуле
R(X,Y)Z = ∇X(∇YZ) – ∇Y(∇XZ) – ∇[X,Y]Z с использование формул ковариантных про-
изводных, полученных в Лемме 1. Например, возьмем сначала левоинвариантные
векторные поля вида X,Y,Z ∈ h. Тогда с учетом [X, Y]g = [X, Y]h + ω(X, Y)ξ,
[X, ξ]g = 0, ортогональности h и ξ и ∇XY = (DXY)h + ½ ω(X, Y)ξ, получаем

R(X,Y)Z = ∇X(∇YZ) – ∇Y(∇XZ) – ∇[X,Y] Z = 
 = ∇X {DYZ + ½ ω(Y,Z)ξ} – ∇Y{DXZ + ½ ω(X, Z)ξ} – ∇[X,Y]h + ω(X, Y)ξ Z = 

(Поскольку ω(Y, Z) – это постоянная функция, то ∇X(ω(Y,Z)) = X(ω(Y,Z)) = 0.)
 = DXDYZ + ½ ω(X,DYZ)ξ + ½ ω(Y, Z)( ½JX) –

– {DYDXZ + ½ ω(Y,DXZ)ξ + ½ ω(X, Z)( ½JY)} –
–{D[X,Y] Z + ½ω([X, Y], Z)ξ} – ω(X, Y) ∇ξZ = 

 = Rh(X,Y)Z + ½ {ω(X,DYZ) –ω(Y,DXZ) –ω([X,Y], Z)}ξ +
+ ¼{ω(Y, Z) JX – ω(X, Z)JY} – ½ ω(X, Y)JZ.

Для того чтобы упростить ω(X,DYZ) – ω(Y,DXZ) – ω([X,Y], Z) в последнем вы-
ражении, используем свойства DXZ = DZX + [X, Z] и DYZ = DZY + [Y, Z]. Тогда с
учетом замкнутости формы ω, ω(X,[Y,Z]) + ω(Y,[Z,X]) + ω(Z,[X,Y]) = dω(X,Y,Z) = 0
и равенства Zω(X, Y) = (DZω)(X,Y) + ω(DZX,Y) + ω(X,DZY) = 0 получаем
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ω(X, DYZ) – ω(Y, DXZ) –ω([X, Y], Z) = 
 = ω(X, DZY + [Y, Z]) – ω(Y, DZX + [X, Z]) –ω([X, Y], Z) = 

 = ω(X, DZY) + ω(X, [Y, Z]) – ω(Y, DZX) – ω(Y, [X, Z]) – ω([X, Y], Z) = 
 = ω(X, DZY) – ω(Y, DZX) + ω(X, [Y, Z]) – ω(Y, [X, Z]) –ω([X, Y], Z) = 

 = ω(DZX, Y) + ω(X, DZY) = – (DZω)(X,Y).
Подставляя это полученное выражение, заканчиваем вычисления:

 = Rh(X,Y)Z + ½ DZω(X,Y) ξ + ¼ (ω(Y, Z) JX – ω(X, Z) JY ) – ½ ω(X, Y)JZ.
Рассмотрим случай R(X,Y)ξ, где X,Y ∈ h. Тогда с учетом равенств ∇Xξ = ½JX и

∇ξξ = 0 получаем
R(X,Y)ξ = ∇X (∇Y ξ) – ∇Y (∇X ξ) – ∇[X,Y] ξ = 
 = ∇X (½JY) – ∇Y(½JX) – ∇{[X,Y]h+ ω(X, Y)ξ} ξ = 

 = ∇X(½JY) – ∇Y(½JX) – ½J[X, Y] = 
 = ½ {DX JY + ½ ω(X, JY)ξ} – ½ {DY JX + ½ω(Y, JX)ξ } – ½J[X, Y] = 

 = ½ (DX J)Y – ½ J(DXY) + ¼ ω(X, JY)ξ – ½ (DY J)X –
– ½J(DYX) – ¼ ω(Y, JX)ξ – ½J[X, Y] = 

 = ½ (DX J)Y – ½ (DY J)X + ½ J(DXY – DYX) + 
+ ¼ ω(X, JY)ξ – ¼ ω(Y, JX)ξ – ½J[X, Y] = 

 = ½ (DX J)Y – ½ (DY J)X + ½ J([X, Y]) + ¼h(X,Y)ξ – 
– ¼h(Y,X)ξ – ½J[X, Y] = ½ ((DX J)Y – (DY J)X).

Теперь рассмотрим случай R(X, ξ)Y, где X,Y ∈ h. Аналогично получаем
R(X, ξ)Z = ∇X(∇ξZ) – ∇ξ(∇XZ) – ∇[X, ξ] Z = 

 = ∇X (½JZ) – ∇ξ(DXZ + ½ ω(X, Z)ξ) = ½∇X (JZ) – ½J(DXZ) = 
 = ½ {DXJ Z + ½ ω(X, JZ)ξ} – ½J(DXZ) = 

 = ½ {(DXJ)Z + J(DXZ) + ½ω(X,JZ)ξ} – ½ J(DXZ) = 
 = ½(DXJ)Z + ¼ω(X,JZ)ξ = ½(DXJ)Z + ¼g(X, Z)ξ.

Аналогично устанавливается последняя формула:
R(X, ξ) ξ = ∇X(∇ξξ) – ∇ξ(∇Xξ) – ∇[X, ξ]ξ = –½∇ξ(JX) = –½½J(JX) = –¼X. ■

В случае пара-кэлеровой структуры на алгебре Ли h имеем, Dω = 0 и DJ = 0.
Поэтому формулы для кривизны будут более простого вида. Если дополнительно
учесть формулу ω(Y,Z)JX – ω(X,Z)JY = h(Y,JZ)JX – h(X,JZ)JY, то получаем

Следствие 3. Пусть (ω, J, h) – пара-кэлерова структура на алгебре Ли h и
(η, ξ, φ, g) – соответствующая ей контактная пара-сасакиева структура на
центральном расширении g = h ×ωR. Тогда тензор кривизны R на g выражается
через тензор кривизны Rh на h, форму ω и почти пара-комплексную структуру J
на h следующим образом:

R(X,Y)Z = Rh(X,Y)Z – ¼h(X,JZ)JY + ¼h(Y,JZ)JX – ½ h(X, JY)JZ;
R(X,Y)ξ = 0;

R(X, ξ) Z = ¼g(X, Z)ξ;
R(X, ξ)ξ = –¼X,

где X,Y ∈ h.
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Напомним, что тензор Риччи Ric в псевдоримановом случае определяется
формулой

Ric(X,Y) = Σi εi g(R(ei,Y)Z, ei),
где {ei} – ортонормированный базис на g и εi = g(ei, ei). Мы будем выбирать базис
алгебры g вида {e1, …, e2n, e2n+1} = {E1, …, E2n, ξ}, где Ei ∈ h и ξ – поле Риба.
В следующих вычислениях считаем, что индекс i меняется от 1 до 2n + 1, а индекс
j – от 1 до 2n. Кроме того, мы считаем, что почти пара-комплексная структура на h
является интегрируемой, так что h – это пара-кэлерова алгебра Ли.

Теорема 3. Пусть (ω, J, h) – пара-кэлерова структура на алгебре Ли h и
(η, ξ, φ, g) – соответствующая ей параконтактная структура Сасаки на цен-
тральном расширении g = h ×ωR. Тогда тензор Риччи Ric на g выражается через
тензор Риччи Rich на h, форму ω и почти пара-комплексную структуру J на h сле-
дующим образом:

Ric(Y,Z) = Rich(Y,Z) + ½ h(Y, Z);
Ric(Y, ξ) = 0, Ric(ξ, ξ) = –n/2,

где X,Y ∈ h.
Доказательство. В ортонормированном базисе {e1, …, e2n, e2n+1} = {E1, …, E2n,

ξ} алгебры g, где Ej ∈ h, для Y,Z ∈ h получаем
Ric(Y,Z) = Σi εi g(R(ei,Y)Z, ei) = 

 = Σi εi g(Rh(ei,Y)Z +1/4 ω(Y,Z)Jei – 1/4 ω(ei, Z)JY – 1/2 ω(ei, Y)JZ, ei) = 
 = Σj εjh(Rh(Ej,Y)Z, Ej) – ¼εiω(Y,Z h(JEj, Ej) –

– ¼εiω(Ej, Z) h(JY, Ej) – ½εjω(Ej,Y)h(JZ,Ej) + g(R(ξ,Y)Z, ξ) = 
 = Rich(Y,Z) – ¼Σj εj ω(Ej, Z) h(JY, Ej) – ½εjω(Ej,Y)h(JZ,Ej) – ¼g(Y, Z) = 
 = Rich(Y,Z) – ¼Σj εj h(Ej,JZ)h(Ej,JY) – ½εj h(Ej, JY)h(Ej, JZ) – ¼h(Y,Z) = 

 = Rich(Y,Z) – ¼ h(JY, JZ) – ½ h(JY, JZ) – ¼ h(Y, Z) = 
 = Rich(Y,Z) + ¼ h(Y,Z) + ½ h(Y, Z) – ¼ h(Y, Z) = 

 = Rich(Y,Z) + ½h(Y, Z).
Далее,

Ric(Y, ξ) = Σi g(R(ei,Y)ξ, ei) = = Σj εj g(R(Ej,Y)ξ, Ej) + g(R(ξ,Y)ξ, ξ) = –¼ g(Y, ξ) = 0.
Ric(ξ, ξ) = Σj εj g(R(ei, ξ)ξ, ei) = Σj εj g(R(Ej, ξ)ξ, Ej) + g(R(ξ, ξ)ξ, ξ) = 

 = –¼ Σj εj g(Ej, Ej) = –¼ Σj εjεj = –n/2. ■
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