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Дана формула для вычисления производной логарифмического потенциала
двойного слоя и изучены некоторые основные свойства оператора, порож-
денного производной логарифмического потенциала двойного слоя в обоб-
щенных пространствах Гёльдера.
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Известно [1], что краевые задачи для уравнения Лапласа приводятся к сингу-
лярному интегральному уравнению, зависящему от нормальной производной ло-
гарифмического потенциала двойного слоя
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L
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∂Φ
= ρ ∈
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где 2L R⊂ −  простая замкнутая кривая Ляпунова с показателем 0 1< α ≤ ,
( )n y −
G внешняя единичная нормаль в точке y L∈ , ( )yρ − непрерывная функция
на кривой L , а ( , )x yΦ −фундаментальное решение уравнения Лапласа, т.е.
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Построенные Ляпуновым контрпримеры показывают [2], что для потенциалов
простого и двойного слоев с непрерывной плотностью производные, вообще го-
воря, не существуют. Следует отметить, что в работе [3] доказана ограниченность
оператора, порожденного прямым значением производной акустического потен-
циала простого слоя в обобщенных пространствах Гёльдера, а в работе [4] дана
приемлемая формула для вычисления производной акустического потенциала
двойного слоя и изучены основные свойства оператора, порожденного производ-
ной акустического потенциала двойного слоя в обобщенных пространствах Гёль-
дера. Исходя из этих результатов, в работе [5] построена кубатурная формула для
нормальной производной акустического потенциала двойного слоя, а в работах
[6−8] исследованы приближенные решения интегральных уравнений краевых за-
дач для уравнения Гельмгольца в трехмерном пространстве. Однако до сих пор
теоретически не обосновано исследование приближенных решений сингулярных
интегральных уравнений краевых задач для уравнения Лапласа, зависящих от
нормальной производной логарифмического потенциала двойного слоя. Причина
заключается в том, что не найдена приемлемая формула для вычисления произ-
водной логарифмического потенциала двойного слоя и не исследованы основные
                                                          
1 Работа выполнена при поддержке "Университетского гранта" АГУНП (грант № ADNSU-2018-1-01).
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свойства оператора ( )( ) ( )
( )

,
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∂
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∂
G , в обобщенных пространствах Гёль-

дера, чему и посвящена настоящая работа.

2. Существование и формула вычисления
производной логарифмического потенциала двойного слоя

Через ( )C L  обозначим пространство всех непрерывных функций на L с нормой
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x L
x∞ ∈
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Теорема 1. Пусть 2L R⊂ − простая замкнутая кривая Ляпунова с показате-
лем 0 1< α ≤ , ( )xρ − непрерывно дифференцируемая функция на L  и

0
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ω ρ
< +∞∫
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Тогда логарифмический потенциал двойного слоя ( )W x
 
имеет на L  производ-

ную, причем
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где последний интеграл в равенстве (1) существует в смысле главного значения
Коши.

Доказательство. Известно, что [9]
( )( )
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тогда выражение ( )W x  можно представить в виде
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Функция ( )xρ  непрерывно дифференцируема, поэтому, принимая во внимание
неравенства2

( )( ),yx n y ≤
JJG G M 1 ,x y +α−  ,x y L∀ ∈ ,

                                                          
2 Здесь и далее через М будем обозначать положительные постоянные, разные в различных неравенствах.
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получаем, что
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и, следовательно, функция ( )W x  имеет на L  производную, причем
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Как видно, интеграл
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Очевидно, что
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Из неравенства
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получаем, что интеграл
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Остается доказать, что интеграл
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существует в смысле главного значения Коши. Пусть 0d >  есть радиус стандарт-
ной окружности для L  [9] и { }( ) : ,dL x y L y x d x L= ∈ − < ∈ . Так как существу-
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где ( )1 2,θ = θ θ  и ( )0,1 , 1,2i iθ ∈ = . Как видно, интеграл

2
( )

( ) ( )

d

y
L L x

y x dL
x y

ρ − ρ

−∫

существует как собственный. Кроме того, принимая во внимание формулу вычис-
ления криволинейного интеграла, получим
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Теперь докажем, что интеграл

( ) 1 1 2 2
2 2 2

1 2( ) ( ) ( )

grad ( ), ( ) ( )

d d d

y y y
L x L x L x

x xy y x y xx xdS dL dL
x xx y x y x y

ρ − −∂ρ ∂ρ
= +

∂ ∂− − −∫ ∫ ∫
JJJJG JJG

существует в смысле главного значения Коши. Известно (см.[9]), что для любой
точки x L∈  окрестность ( )dL x  пересекается с прямой, параллельной нормали

( )n xG , в единственной точке, либо вообще не пересекается, т.е. множество ( )dL x
однозначно проектируется на промежуток ( )d xΩ , лежащий на прямой ( )xΓ , ка-
сательной к L  в точке x . На куске ( )dL x  выберем локальную прямоугольную
систему координат ( , )u v  с началом в точке x , в которой ось v  направим вдоль
нормали ( )n xG , а ось u  направим вдоль положительного направления касательной
прямой ( )xΓ . Тогда координатами точки x  будут ( )0,0 . Кроме того, в этих ко-
ординатах окрестность ( )dL x можно задать уравнением ( ), ( )dv f u u x= ∈ Ω ,
причем

1, ( ( ))df H xα∈ Ω  и (0) 0f = , (0) 0f ′ = .

Здесь через 1, ( ( ))dH xα Ω  обозначено линейное пространство всех непрерывно
дифференцируемых на ( )d xΩ  функций f , удовлетворяющих условию

1 2 1 2( ) ( ) ff u f u M u u α′ ′− ≤ − , 1 2, ( )du u x∀ ∈ Ω ,

где fM  – положительная постоянная, зависящая от f , а не от 1u  и 2u . Обозна-

чим через ( )d xΓ  часть касательной прямой ( )xΓ  в точке x L∈ , заключенной
внутри окружности радиуса d  с центром в точке x . Известно [10], что если

( )y x∈ Γ�  есть проекция точки y L∈ , то

1x y x y C x y− ≤ − ≤ −� � , 2( ) ( ),d dmesL x C mes x≤ Γ

где 1C  и 2C  – положительные постоянные, зависящие лишь от L , а через
( )dmesL x  обозначена длина кривой ( )dL x . Пусть 0 1/d d C= . Очевидно, что

( )0 0, ( )dd d x− ⊂ Ω . По формуле вычисления криволинейного интеграла, получаем
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Слагаемые интегралы в правой части этого равенства обозначим через 1,A 2A ,

3A  и 4A  соответственно.
Как видно, интеграл 1A  существует как собственный, а интеграл 2A  сущест-

вует в смысле главного значения Коши и равен нулю. Кроме того, учитывая, что
(см. [9])
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Так как
1( ) ( ) (0)f u f u f M u +α= − ≤ , (4)

то для интеграла 4A  имеем
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Следовательно,
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Кроме того, принимая во внимание (4), имеем
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В результате получаем, что
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y
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x xy
dS M x L
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−∫
JJJJG JJG

JJJJG
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Этим и завершается доказательство теоремы.
Следствие 1. Пусть 2L R⊂ − простая замкнутая кривая Ляпунова, ( )xρ  –

непрерывно дифференцируемая функция на L  и

0

(grad , )diam L t dt
t

ω ρ
< +∞∫

JJJJG
.
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Тогда логарифмический потенциал двойного слоя ( )W x
 
имеет на x L∀ ∈  нор-

мальную производную, причем
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где последний интеграл в равенстве (5) существует в смысле главного значения
Коши.

3. Некоторые свойства оператора, порожденного производной
логарифмического потенциала двойного слоя

Сначала докажем справедливость оценки А. Зигмунда для производной лога-
рифмического потенциала двойного слоя.

Теорема 2. Пусть 2L R⊂ − простая замкнутая кривая Ляпунова с показате-
лем 0 1< α ≤ , ( )xρ − непрерывно дифференцируемая функция на L  и
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.
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( ) ( ) ( ) ( )
2

grad , grad ,
grad , ln grad ,  

h diamL

o h

t t
W h M h h h dt h dt

t tρ

⎛ ⎞ω ρ ω ρ
⎜ ⎟ω ≤ + ω ρ + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
JJJJG JJJJG

JJJJG JJJJG
,

где Mρ  – положительная постоянная, зависящая лишь от L  и ρ .

Доказательство. Пусть 0 1< α < . Возьмем любые точки ,x x L′ ′′∈ , такие,
чтобы величина h x x′ ′′= −  была достаточно малой. Принимая во внимание фор-
мулу (1), имеем

4 4

grad ( ) grad ( )
1 ( , ( )) ( , ( ))( ( ) ( )) ( ( ) ( )) y

L

W x W x
x y n y yx x y n y yxy x y x dL

x y x y
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2 2
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∫
G . (6)

Слагаемые интегралы в правой части равенство (6) обозначим через ( , )Q x x′ ′′

и ( , )R x x′ ′′  соответственно.
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Так как (2) является интегралом со слабой особенностью, то нетрудно дока-
зать, что

( )( , ) gradQ x x M h hα
∞ ∞

′ ′′ ≤ ρ + ρ
JJJJG

.

Оценим выражение ( , )R x x′ ′′ . Ввиду того, что существуют такие точки
( )y x y x′ ′ ′ ′= + θ −� и ( )y x y x′′ ′′ ′′ ′′= + θ −� , что
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1 2( , )′′θ = θ θ  и , (0,1), 1, 2i i i′ ′′θ θ ∈ = , то в этом случае выражение
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� � G

( ) ( )
/ 2

2 2
( )

grad ( ) grad ( ), grad ( ) grad ( ),1 ( )
2

h

y
L x

y x x y y x x y
n y dL

x y x y′′

⎡ ⎤′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ρ − ρ ρ − ρ
+ ⎢ − ⎥ +

π ′ ′′⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∫

JJJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJJG JJJG
� � G

( )
( )

( )
( )

/ 2 / 2

2 2
( )\

( ( ) ( ))

grad ( ), grad ( ),1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

d
h h

y
L x

L x L x

x x y x x y
n y n x n y n x dL

x y x y′
′ ′′

⎡ ⎤′ ′ ′′ ′′ρ ρ
′ ′′+ ⎢ − − − ⎥ +

π ′ ′′⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∫
∪

JJJJG JJJG JJJJG JJJG
G G G G

( )
( )

( )
( )

/ 2

2 2
( )

grad ( ), grad ( ),1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

h

y
L x

x x y x x y
n y n x n y n x dL

x y x y′

⎡ ⎤′ ′ ′′ ′′ρ ρ
′ ′′+ ⎢ − − − ⎥ +

π ′ ′′⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∫

JJJJG JJJG JJJJG JJJG
G G G G

( )
( )

( )
( )

/ 2

2 2
( )

grad ( ), grad ( ),1 ( ) ( ) ( ) ( )
2

h

y
L x

x x y x x y
n y n x n y n x dL

x y x y′′

⎡ ⎤′ ′ ′′ ′′ρ ρ
′ ′′+ ⎢ − − − ⎥ +

π ′ ′′⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∫

JJJJG JJJG JJJJG JJJG
G G G G

 

( )

( ) ( )
2

( )

2 2
( )

grad ( ),( ) ( )
2

grad ( ), grad ( ),( )
2

d

d

y
L x

y
L x

x x yn x n x dL
x y

x x y x x yn x dL
x y x y

′

′

′ ′ρ′ ′′−
+ +

π ′ −

⎡ ⎤′ ′ ′′ ′′ρ ρ′′
+ ⎢ − ⎥

π ′ ′′⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∫

∫

JJJJG JJJGG G

JJJJG JJJG JJJJG JJJGG
. (9)
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Слагаемые интегралы в равенстве (9) обозначим через 1( , )R x x′ ′′ , 2 ( , )R x x′ ′′ ,

3 ( , )R x x′ ′′ , 4 ( , )R x x′ ′′ , 5 ( , )R x x′ ′′ , 6 ( , )R x x′ ′′ , 7 ( , )R x x′ ′′ , 8 ( , )R x x′ ′′  и 9 ( , )R x x′ ′′  соот-
ветственно.

Очевидно, что 1( , )R x x M h ∞′ ′′ ≤ ρ .
Выражение 2 ( , )R x x′ ′′  представим в виде

( )
/ 2
/ 2

2 2 2
( )\

( ( )
( ))

1 1 1( , ) grad ( ) grad ( ), ( )
2

d
h
h

y
L x

L x
L x

R x x y x x y n y dL
x y x y′

′
′′

⎛ ⎞
′ ′′ ′ ′′ ′= ρ − ρ − +⎜ ⎟⎜ ⎟π ′ ′′− −⎝ ⎠

∫
∪

JJJJG JJJJG JJJG G�

( ) ( )

/ 2
/ 2

2 2
( )\

( ( )
( ))

grad ( ) grad ( ), grad ( ) grad ( ),1 ( )
2

d
h
h

y
L x

L x
L x

y y x y y x x x
n y dL

x y x y′
′
′′

⎡ ⎤′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′′ρ − ρ ρ − ρ
+ ⎢ + ⎥ +

π ′′ ′′⎢ ⎥− −⎣ ⎦
∫

∪

JJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJJG JJJJG
� � � G

( ) ( ) ( ) ( )( )
/ 2 / 2

2
( )\( ( ) ( ))

1 grad grad ,
2

d h h

y
L x L x L x

n y n x
x x x y dL

x y′ ′ ′′

′−
′′ ′ ′+ ρ − ρ +

π ′ −∫
∪

JJJJG JJJJG JJJG

( ) ( ) ( )( )
/ 2 / 2

2
( )\( ( ) ( ))

grad grad ,

2
d h h

y
L x L x L x

x x x yn x
dL

x y′ ′ ′′

′′ ′ ′ρ − ρ′
+

π ′ −∫
∪

JJJJG JJJJG JJJG

.

Слагаемые интегралы в правой части последнего равенства обозначим через
2,1( , )R x x′ ′′ , 2,2 ( , )R x x′ ′′ , 2,3 ( , )R x x′ ′′  и 2,4 ( , )R x x′ ′′  соответственно.
Так как для любого / 2 / 2( ) \ ( ( ) ( ))d h hy L x L x L x′ ′ ′′∈ ∪

3x y x x x y x y′ ′ ′′ ′′ ′′− ≤ − + − ≤ − ,

а также 3x y x y′′ ′− ≤ − ,

то имеем

2,1 2
(grad , )( , )

d

h

tR x x M h dt
t

ω ρ′ ′′ ≤ ∫
JJJJG

.

Очевидно, что существует такая точка ( )x x x x′ ′′ ′= + θ −� , что

( )( ) ( ) grad ( ),x x x x x′′ ′ ′ ′′ρ − ρ = ρ
JJJJG JJJJG

� , (10)

где 1 2( , )θ = θ θ , (0,1), 1, 2i iθ ∈ = . Тогда учитывая равенства (7), (8) и (10), получа-
ем, что

( ) ( ) ( )

( ) ( )
grad ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

grad ( ), grad ( ),

x x x x x y x y x

y x y y x y

′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ρ = ρ − ρ = ρ − ρ − ρ − ρ =

′ ′ ′′ ′′= ρ + ρ =

JJJJG JJJJG
�

JJJJG JJJG JJJJG JJJG
� �

( ) ( )grad ( ) grad ( ), grad ( ),y y x y y x x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= ρ − ρ + ρ
JJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJJG

� � � ,

а значит,

( ) ( )grad ( ) grad ( ), grad ( ) grad ( ),y y x y x y x x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ρ − ρ = ρ − ρ
JJJJG JJJJG JJJG JJJJG JJJJG JJJJG

� � � � .
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В этом случае нетрудно показать, что

2,2 2
(grad , )( , )

d

h

tR x x M h dt
t

ω ρ′ ′′ ≤ ∫
JJJJG

.

Очевидно, что ( )2,3 ( , ) grad ,R x x M h′ ′′ ≤ ω ρ
JJJJG

.

Оценим выражение 2,4 ( , )R x x′ ′′ . Для этого на куске ( )dL x′  выберем локальную
прямоугольную систему координат ( , )u v с началом в точке ,x′  в которой ось v  на-
правим вдоль нормали ( )n x′G , а ось u  направим вдоль положительного направления
касательной прямой ( )x′Γ . Тогда координатами точки x′  будут ( )0,0 , а координа-
ты точки x′′  обозначим через ( , ( )u f u′′ ′′ ). Пусть 0h u′′=  и через ( )/ 2 ,h x x′ ′′Ω  обо-
значим проекцию множества ( ) ( )/ 2 / 2h hL x L x′ ′′∪  на касательной прямой

( )x′Γ .Тогда по формуле вычисления криволинейного интеграла, получаем, что

( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

/ 2 / 2

/ 2

2
( )\( ( ) ( ))

2

22
2 2 ( )\ ( , )

grad ( ) grad ,

( ) 1

( )

d h h

d h

y
L x L x L x

x x x

x x x y
dL

x y

x x f u f u du
x x u f u

′ ′ ′′

′ ′ ′′Ω Ω

′ ′′ ′ρ − ρ
=

′ −

′ ′′ ′∂ρ ∂ρ +⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠

∫

∫

∪

JJJJG JJJJG JJJG

( ) ( ) ( )( )( )
( )

( ) ( )
( )

/ 2

/ 2

2

22
1 1 ( )\ ( , )

2 22
1 1 ( )\ ( , )

1 1

( )

1 1
( )

d h

d h

x x x

x x x

u f ux x
du

x x u f u

x x
u du

x x uu f u

′ ′ ′′Ω Ω

′ ′ ′′Ω Ω

′+ −′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞
+ − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫

( ) ( )

/ 21 1 ( )\ ( , )d hx x x

x x du
x x u′ ′ ′′Ω Ω

′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫ .

Учитывая (3) и (4), получаем, что

( )( )2 21 1f u M u α′+ − ≤ , ( )du x′∀ ∈ Ω

и 
( )

2 2
2 22

1 1
( )

M u
uu f u

α−− ≤
+

, ( ) \ 0du x′∀ ∈ Ω .

Следовательно,

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
/ 2

2

22
2 2 ( )\ ( , )

( ) 1
grad ,

( )
d hx x x

x x f u f u
du M h

x x u f u′ ′ ′′Ω Ω

′ ′′ ′∂ρ ∂ρ +⎛ ⎞
− ≤ ω ρ⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠ ∫

JJJJG
,

( ) ( ) ( )( )( )
( )

( )
/ 2

2

22
1 1 ( )\ ( , )

1 1
grad ,

( )
d hx x x

u f ux x
du M h

x x u f u′ ′ ′′Ω Ω

′+ −′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞
− ≤ ω ρ⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠ ∫

JJJJG

и ( ) ( )
( )

( )
/ 2

2 22
1 1 ( )\ ( , )

1 1 grad ,
( )

d hx x x

x x
u du M h

x x uu f u′ ′ ′′Ω Ω

⎛ ⎞′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞
− − ≤ ω ρ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫
JJJJG

.
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Так как
( ) ( )

0

0 0 0

2

, \ 2 ,2 2

0
dh

d d h h d h

du du du
u u u

−

− − −

= + =∫ ∫ ∫ ,

то ( ) ( )

/ 21 1 ( )\ ( , )d hx x x

x x du
x x u′ ′ ′′Ω Ω

′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞
− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫

( ) ( )

( ) ( )0 0 / 21 1 ( )\ , 2 ,2 \ ( , )d hx d d h h x x

x x du du
x x u u′ ′ ′′Ω − − Ω

⎛ ⎞′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞⎜ ⎟= − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ .

Отсюда имеем

( ) ( )

( ) ( ) ( )
/ 2

1

1 1 ( )\ ( , )

2

/

grad , grad , grad ,

d hx x x

h

h C

x x du
x x u

duM h h M h
u

′ ′ ′′Ω Ω

′ ′′∂ρ ∂ρ⎛ ⎞
− ≤⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ ω ρ + ω ρ ≤ ω ρ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
JJJJG JJJJG JJJJG

,

а значит,

( )2,4 ( , ) grad ,R x x M h′ ′′ ≤ ω ρ
JJJJG

.

В результате находим

( )2 2
(grad , )( , ) grad ,

d

h

tR x x M h h dt
t

⎛ ⎞ω ρ′ ′′ ≤ ω ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
JJJJGJJJJG

.

Также, принимая во внимание полученные выше неравенства, можно доказать,
что

( )3
0

(grad , )( , ) grad ,
h tR x x M h dt

t
⎛ ⎞ω ρ′ ′′ ≤ ω ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
JJJJGJJJJG

,

( )4
0

(grad , )( , ) grad ,
h tR x x M h dt

t
⎛ ⎞ω ρ′ ′′ ≤ ω ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
JJJJGJJJJG

и ( )5 ( , ) (grad , ) gradR x x M h hα
∞

′ ′′ ≤ ω ρ + ρ
JJJJG JJJJG

.

Учитывая неравенство

/ 2/ 2 3 / 2, ( )hh y x h y L x′′ ′≤ − ≤ ∈ ,
имеем

/ 2 / 2

6 1 1
( ) ( )

grad
( , )

2
h h

y y

L x L x

dL dL
R x x

x y x y
∞

−α −α
′ ′

⎛ ⎞ρ
⎜ ⎟′ ′′ ≤ + ≤
⎜ ⎟π ′ ′′− −⎝ ⎠

∫ ∫
JJJJG

/ 2
/ 2

1 1
0

( )
grad grad

( / 2)

h
hmesL xduM M h

u h
α

−α −α∞ ∞

⎛ ⎞′
≤ ρ + ≤ ρ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

JJJJG JJJJG

и 7 ( , ) gradR x x M hα
∞

′ ′′ ≤ ρ
JJJJG

.
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Так как интеграл

( )
2

( )

grad ( ),

d

y
L x

x x y
dL

x y′

′ ′ρ

′ −∫
JJJJG JJJG

сходится в смысле главного значения Коши, то

( )
2

( )

grad ( ),
grad

d

y
L x

x x y
dL M

x y ∞
′

′ ′ρ
≤ ρ

′ −∫
JJJJG JJJG

JJJJG
.

Тогда

8 ( , ) gradR x x M hα
∞

′ ′′ ≤ ρ
JJJJG

.

Представим выражение 9 ( , )R x x′ ′′  в виде

1 1
9 2

1 1 ( )

2 2
2

2 2 ( )

1 1 1 1
2 2

1 ( ) ( )

( ) ( ) ( )( , )
2

( ) ( ) ( )
2

( ) ( )
2

d

d

d d

y
L x

y
L x

y y
L x L x

y xn x x xR x x dL
x x x y

y xn x x x dL
x x x y

y x y xn x x dL dL
x x y x y

′

′

′ ′

′′′ ′ ′′ −⎛ ∂ρ ∂ρ ⎞′ ′′ = − +⎜ ⎟π ∂ ∂ ′ −⎝ ⎠

′′′ ′ ′′ −⎛ ∂ρ ∂ρ ⎞
+ − +⎜ ⎟π ∂ ∂ ′ −⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′′′′ ′′ − −∂ρ ⎜ ⎟+ − +
⎜ ⎟π ∂ ′ ′′− −⎝ ⎠

∫

∫

∫ ∫

G

G

G

2 2 2 2
2 2

2 ( ) ( )

( ) ( ) .
2

d d

y y
L x L x

y x y xn x x dL dL
x x y x y′ ′

⎛ ⎞′ ′′′′ ′′ − −∂ρ ⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟π ∂ ′ ′′− −⎝ ⎠

∫ ∫
G

Слагаемые в правой части последнего равенства обозначим через 9,1( , )R x x′ ′′ ,

9,2 ( , )R x x′ ′′ , 9,3 ( , )R x x′ ′′  и 9,4 ( , )R x x′ ′′ соответственно.
Ввиду того, что интегралы

1 1
2

( )d

y
L x

y x
dL

x y′

′−

′ −∫  и 2 2
2

( )d

y
L x

y x
dL

x y′

′−

′ −∫

сходятся в смысле главного значения Коши, то

( )9,1( , ) grad ,R x x M h′ ′′ ≤ ω ρ
JJJJG

 и ( )9,2 ( , ) grad ,R x x M h′ ′′ ≤ ω ρ
JJJJG

.

Известно, что в смысле главного значения Коши
0

0

0
d

d

du
u−

=∫  и 
0 0

0 0

0
u d h

u d h

du
u u

′′+ −

′′− +

=
′′−∫  .

Тогда выражение 9,3 ( , )R x x′ ′′  можно представить в виде

( ) ( )0 0 0 0 0 0

9,3
1 , \ ,

( ) ( )( , )
2 d d u d h u d h

n x x duR x x
x u u′′ ′′− − + + −

⎡′′ ′′∂ρ′ ′′ ⎢= − +
′′π ∂ −⎢⎣

∫
G

( ) ( )( )
( )

0 0

2
2 22 2

( )\ ,

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

d x d d

u u u f u du
u f u u u f u f u′Ω −

⎛ ⎞′′− ′+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟′′ ′′+ − + −⎝ ⎠
∫
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( )( )
( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0

2

22
, \ / 2, / 2 / 2, / 2

1 ( ) 1

( )d d h h u h u h

u f u
du

u f u′′ ′′− − ∪ − +

′′ ′+ −
+ +

+∫

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
0 0

0 0 0 0

22 2 2

2 22 2
, \

/ 2, / 2 / 2, / 2

( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( )d d
h h u h u h

u u u u u f u f u f u

u f u u u f u f u−
′′ ′′− ∪ − +

′′ ′′ ′′− − − + − −
+ ×

′′ ′′+ − + −∫

( )( )
( )( )
( )

( )( )
( )

0 0

0 0

2 2/2 /2
2

2 22 2
/2 /2

1 ( ) 1 1 ( ) 1
1 ( ) 1

( ) ( )

h u h

h u h

u f u u f u
f u du du du

u f u u f u

′′+

′′− −

′ ′+ − + −
′× + − + + −

+ +∫ ∫

( ) ( )( )
( )

( )
( )

0 0

0 0

2/ 2 / 22

2 22
/ 2 / 2

1 ( ) 1 1 ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1 ( )

h u h

h u h

u u f u f u dudu
u uu u f u f u f u

′′+

′′− −

′′ ′− + − ′ ′′+ −
− − −

′′−′′ ′′ ′ ′′− + − +∫ ∫

( ) ( ) ( )( )
( )

0

0

2 2/ 2

22
/ 2

1 ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( )

u h

u h

u u f u f u
du

u u f u f u

′′+

′′−

′′ ′ ′ ′′− + − +
− −

′′ ′′− + −∫

( )( )
( ) ( )

0

0

/ 2 2
2

2 22
/ 2

1 ( ) 11 ( ) 1
( ) ( ) ( ) 1 ( )

u h

u h

u uf u du
u u u u f u f u f u

′′+

′′−

⎛ ⎞′′−′ ′′− + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟′′− ′′ ′′ ′ ′′− + − +⎝ ⎠
∫

( )( )
( )

( )
( )

0 0
0 0 0 0

2 2 2 22 2
, \
,

1 1 1 1
( )( ) ( ) ( ) ( )d d

u d h u d h

u u u du
u u uu f u u u f u f u−

′′ ′′− + + −

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞
′′+ − − − − +⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′′−′′ ′′+ − + − ⎠⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

( )( )
( ) ( )( )

0 0 0 0
0 0 0 0

2 22
, \

/ 2, / 2 / 2, / 2

1 1
( )u d h u d h

h h u h u h

u du
uu f u′′ ′′− + + −

′′ ′′− ∪ − +

⎛ ⎞
′′+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫

( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0 0 0
0 0 0 0

2 22 2
, \

/ 2, / 2 / 2, / 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )u d h u d h

h h u h u h
u f u u u f u f u′′ ′′− + + −

′′ ′′− ∪ − +

⎛⎛ ⎞
+ − +⎜⎜ ⎟⎜⎜ ⎟′′ ′′+ − + −⎝⎝ ⎠

∫

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

0 0

0 0

22 2

/ 2 / 2

2 2 2 22 2
/ 2 / 2

1 1
1 ( )

1 1 1 1
( ) ( )

h u h

h u h

u u du
uu u f u

u du u du
u uu f u u f u

′′+

′′− −

⎛ ⎞⎞
⎜ ⎟⎟ ′′+ − − +
⎜ ⎟⎟′′ ′ ′′− +⎝ ⎠⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

( ) ( )( ) ( )
( )

0

0

/ 2

22 2 2
/ 2

1 1
( ) ( ) ( )1 ( )

h

h

u u du
u u f u f uu u f u−

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ′′+ − − +
⎜ ⎟′′ ′′′′ ′ ′′ − + −− +⎝ ⎠

∫

( ) ( )( ) ( )
( )

0

0

/ 2

22 2 2
/ 2

1 1
( ) ( ) ( )1 ( )

u h

u h

u u du
u u f u f uu u f u

′′+

′′−

⎛ ⎞ ⎤
⎜ ⎟ ⎥′′+ − −
⎜ ⎟ ⎥′′ ′′′′ ′ ′′ − + −− +⎝ ⎠ ⎦

∫ .
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Так как существует такая точка * ( )u u u u′′ ′′= + θ −� , что

*( ) ( ) ( ) ( )f u f u f u u u′′ ′ ′′− = − ,

где (0,1)θ∈� , то нетрудно убедиться, что

9,3 ( , ) gradR x x M hα
∞

′ ′′ ≤ ρ
JJJJG

.

Также можно показать, что

9,4 ( , ) gradR x x M hα
∞

′ ′′ ≤ ρ
JJJJG

.

Следовательно,

( )9 ( , ) grad (grad , )R x x M h hα
∞

′ ′′ ≤ ρ + ω ρ
JJJJG JJJJG

,

а значит,

2
0

(grad , ) (grad , )( , ) grad (grad , )
h diamL

h

t tR x x M h h dt h dt
t t

α
∞

⎛ ⎞ω ρ ω ρ′ ′′ ≤ ρ + ω ρ + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
JJJJG JJJJGJJJJG JJJJG

.

В результате, суммируя полученные оценки для выражений ( , )Q x x′ ′′  и
( , )R x x′ ′′ , получаем, что если 0 1< α < , то

( ) ( ) ( ) ( )
2

grad ( ) grad ( )

grad , grad ,
grad grad ,

h diamL

o h

W x W x

t t
M h h dt h dt

t t
α

∞ ∞

′ ′′− ≤

⎡ ⎤ω ρ ω ρ
≤ ⎢ ρ + ρ + ω ρ + + ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

JJJJG JJJJG

JJJJG JJJJG
JJJJG JJJJG

.

Из доказательства теоремы ясно, что если 1α = , то

( ) ( ) ( ) ( )
2

grad ( ) grad ( )

grad , grad ,
ln grad grad ,

h diamL

o h

W x W x

t t
M h h h dt h dt

t t∞ ∞

′ ′′− ≤

⎡ ⎤ω ρ ω ρ
≤ ⎢ ρ + ρ + ω ρ + + ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

JJJJG JJJJG

JJJJG JJJJG
JJJJG JJJJG

.

Рассмотрим функцию

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2

grad , grad ,
grad ,  , 0 1,

grad , grad ,
ln grad ,  , 1.

h diamL

o h
h diamL

o h

t t
h h dt h dt если

t t
h

t t
h h h dt h dt если

t t

α
⎧ ω ρ ω ρ
⎪ + ω ρ + + < α <
⎪

ψ = ⎨
ω ρ ω ρ⎪

+ ω ρ + + α =⎪
⎩

∫ ∫

∫ ∫

JJJJG JJJJG
JJJJG

JJJJG JJJJG
JJJJG

Учитывая, что ( )
0

lim 0
h

h
→

ψ = , функция ( )hψ  не убывает, а функция ( ) /h hψ  не

возрастает, получим доказательство теоремы.
Следствие 2. Пусть 2L R⊂ − простая замкнутая кривая Ляпунова с показа-

телем 0 1< α ≤ , ( )xρ − непрерывно дифференцируемая функция на L  и

0

(grad , )diam L t dt
t

ω ρ
< +∞∫

JJJJG
.

Тогда при 0 1< α <
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( ) ( ) ( )
2

grad , grad ,
, grad ,  

h diamL

o h

t tW h M h h dt h dt
n t t

α
ρ

⎛ ⎞ω ρ ω ρ∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟ω ≤ + ω ρ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

JJJJG JJJJG
JJJJG

G ,

а при 1α =

( ) ( ) ( )
2

grad , grad ,
, ln grad ,  

h diamL

o h

t tW h M h h h dt h dt
n t tρ

⎛ ⎞ω ρ ω ρ∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟ω ≤ + ω ρ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

JJJJG JJJJG
JJJJG

G ,

где Mρ - положительная постоянная, зависящая лишь от L  и .ρ

Пусть ϕ∈ χ . Через ( )H ϕ  обозначим линейное пространство всех непрерыв-
ных на L  функций ρ , удовлетворяющих условию

( ) ( ) ( )x y C x yρρ − ρ ≤ ϕ − , ,x y L∈ ,

где Cρ  
– положительная постоянная, зависящая от L  и ρ , а не от x  и y . Обо-

значим также через ( )1H ϕ  линейное пространство всех непрерывно дифференци-
руемых на L  функций ψ , удовлетворяющих условию

( ) ( ) ( )grad gradx y C x yψψ − ψ ≤ ϕ −
JJJJG JJJJG

, ,x y L∈ ,

где Cψ  – положительная постоянная, зависящая от L  и ψ , а не от x  и y .

Известно [11], что пространства ( )H ϕ  и ( )1H ϕ  является банаховыми простран-
ствами с соответствующими нормами

( ) ( ) ( ) ( )
( ),

sup supH
x L x y L

x y

x y
x

x yϕ
∈ ∈

≠

ρ − ρ
ρ = ρ +

ϕ −

и ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )1 ,

grad grad
sup sup grad supH
x L x L x y L

x y

x y
x x

x yϕ
∈ ∈ ∈

≠

ρ − ρ
ρ = ρ + ρ +

ϕ −

JJJJG JJJJG
JJJJG

.

Из теоремы 2 вытекает
Теорема 3. Пусть 2L R⊂ − простая замкнутая кривая Ляпунова и ( )0J Sϕ∈ .

Тогда оператор ( )( ) grad ( ),B x W x x Lρ = ∈
JJJJG

, ограниченно действует из ( )1H ϕ  в
( )( )H Z ϕ , причем

( )( ) ( )1H Z HB Mϕ ϕρ ≤ ρ .

Через ( )H Lβ  обозначим пространство всех непрерывных на L  функций g ,
удовлетворяющих условию Гельдера

( ) ( ) gg x g y M x y β− ≤ − , ,x y L∀ ∈ ,

где 0 1< β ≤  и gM  – положительная постоянная, зависящая от g , а не от x  и y .

Известно [11], что пространства ( )H Lβ  и ( )1,H Lβ  являются банаховыми про-
странствами с соответствующими нормами

( ) ( ) ( )
,

sup sup
x L x y L

x y

g x g y
g g x

x yβ β
∈ ∈

≠

−
= +

−
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и ( ) ( )
( ) ( )

1,
,

grad grad
sup sup grad sup
x L x L x y L

x y

x y
x x

x yβ β
∈ ∈ ∈

≠

ρ − ρ
ρ = ρ + ρ +

−

JJJJG JJJJG
JJJJG

.

Следствие 3. Пусть 2L R⊂ − простая замкнутая кривая Ляпунова с показа-
телем 0 1< α ≤ , а ( )1,H Lβρ ∈ . Тогда логарифмический потенциал двойного слоя

( )W x  имеет на L  непрерывную производную, причем

(а) если 1α < β ≤ , то ( )gradW H Lα∈
JJJJG

 и 1,gradW M βα
≤ ρ

JJJJG
;

(б) если 1β ≤ α < , то ( )gradW H Lβ∈
JJJJG

 и 1,gradW M ββ
≤ ρ

JJJJG
;

(с) если 1, 1α = β < , то ( )gradW H Lβ∈
JJJJG

 и 1,gradW M ββ
≤ ρ

JJJJG
;

(д) если 1, 1α = β = , то ( )gradW H Lγ∈
JJJJG

 и 1,1gradW M
γ

≤ ρ
JJJJG

, где ( )0,1γ ∈ .

Следствие 4. Пусть 2L R⊂ − простая замкнутая кривая Ляпунова и
( )0J Sϕ∈ . Тогда оператор A  ограниченно действует из ( )1H ϕ  в ( )( )H Z ϕ ,

причем

( )( ) ( )1H Z HA Mϕ ϕρ ≤ ρ .
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In the paper, it is proved that if 2L R⊂  is a simple closed Lyapunov curve with exponent
0 1< α ≤ , and ( )xρ  is a continuously differentiable function on L , where

diam

0

(grad , )L t dt
t

ω ρ
< +∞∫

JJJJG
,

then the logarithmic potential of the double layer
( , )( ) ( ) , ,
( ) y

L

x yW x y dL x L
n y

∂Φ
= ρ ∈

∂∫ G

has a normal derivative on x L∀ ∈ ; moreover,

( )
( )( )

( )

( ) ( )

4

2

, ( ) , ( )( ) 1 ( ) ( )

( ), ( )1 ( ) ( ) , ,
2

y
L

y
L

yx n y yx n xW x y x dL
n x x y

n y n x
y x dL x L

x y

∂
= − ρ − ρ

∂ π −

+ ρ − ρ ∈
π −

∫

∫

JJG JJGG G
G

G G
(1)

and
( )

( )
0

grad ,( ) grad
d tW x M dt

n x t∞ ∞

⎛ ⎞ω ρ∂ ⎜ ⎟≤ ρ + ρ +
⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∫
JJJJG

JJJJG
G , x L∀ ∈ ,

where ( , )f tω  denotes the modulus of continuity of the functions f , ( )n yG  is the external unit
normal at the point y L∈ , ( , )x yΦ is

 
the fundamental solution of the Laplace equation, i.e.

1 1( , ) ln
2

x y
x y

Φ =
π −

, 2,x y R∈ , x y≠ ,

and the last integral in equality (1) exists in the sense of the principal value of Cauchy.

Let ( ) ( ){ }0
: , lim 0, /f f f f

δ→
ϕ∈χ = ↑ δ = δ δ ↓ . We denote by ( )H ϕ  the linear space of all

continuous functions ρ  on L  satisfying the condition

( ) ( ) ( )x y C x yρρ − ρ ≤ ϕ − , ,x y L∈ ,

where Cρ  is a positive constant depending on L  and ρ , not on x  and y . We also denote by

( )1H ϕ  the linear space of all continuously differentiable functions ψ  on L  satisfying the
condition

( ) ( ) ( )grad gradx y C x yψψ − ψ ≤ φ −
JJJJJG JJJJG

, ,x y L∈ ,

where Cψ  is a positive constant depending on L  and ψ , not on x  and y .
In addition, the paper shows the validity of A. Zygmund’s estimate for the normal derivative

of the logarithmic potential of a double layer, and it is proved that the operator

( )( ) ( )
( )

, ,
W x

A x x L
n x

∂
ρ = ∈

∂
G  operates boundedly from a generalized space ( )1H ϕ  to a generalized

space ( )( )H Z ϕ , where
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

diam

2

diam

2

, 0 1,

ln  , 1.

Lh

o h
Lh

o h

t t
h h dt h dt if

t t
Z

t t
h h h dt h dt if

t t

α⎧ φ φ
+ φ + + < α <⎪

⎪φ = ⎨
φ φ⎪ + φ + + α =⎪

⎩

∫ ∫

∫ ∫
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