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ОГРАНИЧЕНИЯ НА КОМПОНЕНТЫ НАПРЯЖЕНИЙ В ВЕРШИНАХ
ПРАВИЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНОЙ И ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНОЙ ПИРАМИД,

ПОГРУЖЕННЫХ В УПРУГОЕ ТЕЛО

Рассматриваются особые точки, являющиеся вершинами треугольной и че-
тырехугольной пирамид, погруженных в упругое тело. Изучены ограниче-
ния на компоненты напряжений в рассматриваемых точках. Показано, что
количество этих ограничений обусловливает неклассическую постановку
задачи механики деформируемого тела. Выявлены зависимости между мате-
риальными константами скрепляемых элементов, приводящие к неограни-
ченному росту напряжений в вершинах пирамид. Результаты исследований
найдут применение в механике композитных материалов, в изучении образ-
цов путем индентирования или взаимодействия с призматическими иглами
кантилеверов.

Ключевые слова: внутренняя особая точка, неклассическая задача, кон-
центрация напряжений, элементарный объем.

Особые точки внутри сплошной среды в виде вершин многогранников, кону-
сов, пространственных ребер присущи, в частности, армированным кристалличе-
ским частицам, коротким волокнам материалов и составным элементам конструк-
ций. Они возникают при внутренних разрушениях компонентов структуры ком-
позитов и однородных тел, характерны для исследуемых образцов при внедрении
в них инденторов или призматических игл кантилеверов. Изучение особенностей
распределения напряжений вблизи особых точек обычно проводится авторами на
основе асимптотического подхода (далее классический подход). Применяются
методы операционного исчисления [1], интегральных уравнений [2], граничных
состояний [3], разложения по различным функциям [4, 5], конечных элементов
[6], граничных элементов [7] и др. Напряженное состояние вблизи вершин много-
гранников, конусов, ребер составных конструкций с использованием классиче-
ского подхода рассматривались в публикациях [8–17]. В работах [20–24] показа-
но, что достоверность решений, получаемых на основе классического подхода,
ограничена областью вне малой окрестности особой точки. Это обстоятельство
обусловлено некорректностью задаваемых в особой точке условий. В настоящей
работе изучение напряженного состояния в вершинах пирамид, погруженных в
упругую среду, проводится на основе подхода, предложенного в работах [20−24].
Основной идеей такого подхода является распространение на особые точки обще-
принятого представления о том, что с каждой точкой континуума связан элемен-
тарный объем. Элементарный объем является носителем материальных свойств
среды и параметров состояния (напряжения и деформации). Поэтому задаваемые
в точке ограничения на параметры состояния являются ограничениями, наклады-
ваемыми на параметры состояния соответствующего ей элементарного объема.
Применение данного подхода позволяет выявить задаваемые в особой точке усло-
вия и корректно поставить задачу МДТТ.
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1. Правильная треугольная пирамида, погруженная в упругое тело

1 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматривается упругое деформируемое твердое тело 1 с особенностью в виде
вершины правильной треугольной пирамиды, непрерывным образом контактирую-
щее с другим упругим телом 2 (рис. 1). С пирамидой связывается декартова орто-
нормированная система координат Ox1x2x3 с базисом e1, e2, e3. Ось x1 проходит из
точки О центра тяжести треугольника BCD через вершину A, ось x2 – из точки О че-
рез вершину С, а ось x3 – из точки О параллельно стороне основания BD.

A

C

B

D

1x

2x 3x

ψ

O
1 2

Рис. 1. Упругое тело 2 с погруженной в него вершиной А
правильной треугольной пирамиды – тела 1

Fig. 1. Elastic body (2) with an embedded vertex A
of the regular triangular pyramid (1)

Угол между высотой тетраэдра, опущенной из вершины А на основание, и вы-
сотой боковой грани, исходящей из точки А, обозначается ψ . Область изменения
этого угла задана интервалом 0 / 2< ψ < π . На гранях тетраэдра вводятся орто-
нормированные тройки векторов

на грани ACD:

1 2 3
1 3sin cos cos ,
2 2

= ψ + ψ + ψn e e e

1 2 3
1 3cos sin sin ,
2 2n = ψ − ψ − ψξ e e e  2 3

3 1 ;
2 2n = −ζ e e

на грани ABC:

1 2 3
1 3sin cos cos ,
2 2

= ψ + ψ − ψm e e e

 1 2 3
1 3cos sin sin ,
2 2m = ψ − ψ + ψξ e e e  2 3

3 1 ;
2 2m = − −ζ e e (1)

на грани ADB:

1 22
1sin cos ,
2

= ψ + ψl e e  1 2
1cos sin ,
2l = ψ + ψξ e e  3.l =ζ e

Первые орты в приведенных тройках ортогональны соответствующим граням,
пара других лежит в их плоскости. Причем второй орт направлен по высоте, ис-
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ходящей из вершины А образующего грань треугольника. Введем обозначения
для параметров состояния элементарных объемов тел 1,2, содержащих вершину
тетраэдра. ( )k

ijσ – компоненты тензора напряжений; ( )k
ijε – компоненты тензора де-

формаций; индекс k отвечает соответствующему из скрепляемых тел. В точках
поверхностей соприкосновения напряжения и деформации в указанных элемен-
тарных объемах подчиняются следующим условиям непрерывности:

На грани ACD
(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)(1) (2) , , , , , .

n n n n n n n n n n n nn n ξ ξ ζ ζ ξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζσ = σ τ = τ τ = τ η = η η = η η = η (2)

Обозначено: nσ – нормальное напряжение на грани; 
nξτ – касательное напряже-

ние в направлении орта nξ ; 
nζτ – касательное напряжение в направлении орта nζ ;

nξη – относительное удлинение в направлении орта nξ ; 
nζη – относительное уд-

линение в направлении орта nζ ; 
n nξ ζη – сдвиг между направлениями nξ  и nζ .

На грани AВC (обозначения аналогичны):
(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)(1) (2) , , , , , .

m m m m m m m m m m m mm m ξ ξ ζ ζ ξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζσ = σ τ = τ τ = τ η = η η = η η = η (3)

На грани ADB:
(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2), , , , , .

l l l l l l l l l l l ll l ξ ξ ζ ζ ξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζσ = σ τ = τ τ = τ η = η η = η η = η (4)

Условия (2) – (4) являются условиями, задаваемыми в вершине А. Вводятся
обозначения для разностей компонент напряжений и деформаций:

(1) (2) (1) (2), .ij ij ij ij ij ijζ = σ − σ ξ = ε − ε (5)

С использованием обозначений (5) равенства (2) – (4) запишутся двумя авто-
номными однородными системами линейных уравнений:

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 3 1 3 3sin cos cos sin2 sin2 cos 0,
4 4 2 2 2

ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ =

11 22 33 12 13 23
1 3 3sin2 sin2 sin2 cos2 3 cos2 sin2 0,
4 4 2

ζ ψ − ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ =

22 33 12 13 23
3 3cos cos 3 sin sin cos 0,

2 2
ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ −ζ ψ + ζ ψ =

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 3 1 3 3sin cos cos sin2 sin2 cos 0,
4 4 2 2 2

ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ − ζ ψ = (6)

11 22 33 12 13 23
1 3 3sin2 sin2 sin2 cos2 3 cos2 sin2 0,
4 4 2

ζ ψ − ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ =

22 33 12 13 23
3 3cos cos 3 sin sin cos 0,

2 2
− ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ −ζ ψ + ζ ψ =

2 2
11 22 12sin cos sin2 0,ζ ψ + ζ ψ −ζ ψ =

11 22 12
1 1sin2 sin2 cos2 0,
2 2

ζ ψ − ζ ψ −ζ ψ =

13 23sin cos 0.ζ ψ −ζ ψ =
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2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 3 1 3 3cos cos cos sin2 sin2 sin 0,
4 4 2 2 2

ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ − ξ ψ + ξ ψ =

22 33 233 3 0,ξ + ξ − ξ =

22 33 12 13 23
3 3sin sin 3 cos cos sin 0,

2 2
− ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ −ξ ψ −ξ ψ =

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 3 1 3 3cos sin sin sin2 sin2 sin 0,
4 4 2 2 2

ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ =  (7)

22 33 233 3 0,ξ + ξ + ξ =

22 33 12 13 23
3 3sin sin 3 cos cos sin 0,

2 2
ξ ψ − ξ ψ − ξ ψ −ξ ψ −ξ ψ =

2 2
11 22 12cos sin sin2 0,ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ =

33 0,ξ =

13 23cos sin 0.ξ ψ + ξ ψ =

Системы уравнений (6), (7) содержат по девять уравнений относительно шести
параметров. Задача состоит в исследовании (в зависимости от геометрического
параметра ψ ) свойств систем уравнений (6), (7) – условий существования их ре-
шения и его построении. Решение систем уравнений (6) – (7) формирует ограни-
чения на параметры состояния элементарных объемов тел 1, 2, содержащих вер-
шину пирамиды.

1 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 6 )

Посредством тождественных преобразований уравнения (6) приводятся к двум
автономным системам уравнений. Первая из них состоит из пяти уравнений отно-
сительно четырех параметров 11ζ , 22ζ , 33ζ , 12ζ

2 2 2
11 22 33 12

1 3 1sin cos cos sin 2 0,
4 4 2

ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ =

11 22 33 12
1 3sin 2 sin 2 sin 2 cos 2 0,
4 4

ζ ψ − ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ =

22 33 12
3 3cos cos 3 sin 0,

2 2
ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ = (8)

2 2
11 22 12cos cos sin 2 0,ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ =

11 22 12
1 1sin 2 sin 2 cos 2 0.
2 2

ζ ψ − ζ ψ − ζ ψ =

Определитель матрицы первых четырех уравнений системы (8)

3 29 3 cos sin
2

∆ = − ψ ψ

не обращается в нуль в области изменения угла ψ , следовательно, ранг матрицы
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системы уравнений (8) равен четырем, поэтому она имеет единственное нулевое
решение

11 22 33 12 0.ζ = ζ = ζ = ζ = (9)
Вторая система состоит из четырех уравнений относительно двух параметров

13ζ , 23ζ

13 23sin 2 cos 2 0,ζ ψ + ζ ψ =  13 23sin cos 0,−ζ ψ + ζ ψ =

13 23
1cos 2 sin 2 0,
2

ζ ψ − ζ ψ =  13 23sin cos 0.ζ ψ − ζ ψ = (10)

Ранг матрицы системы уравнений (10) равен двум, поэтому она, как и система
уравнений (8), имеет лишь нулевое решение

13 23 0.ζ = ζ = (11)
Из равенств (9) и (11) следует, что компоненты тензоров напряжений элемен-

тарных объемов 1,2 , содержащих вершину тетраэдра, одинаковы
(1) (2) , , 1, 2,3.ij ij i jσ = σ = (12)

1 . 3 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 7 )

Уравнения (7) тождественными преобразованиями, так же как и уравнения (6),
приводятся к двум автономным системам. Первая из них включает четыре раз-
личных уравнения относительно параметров 11 22 33 12, , ,ξ ξ ξ ξ :

2 2 2
11 22 33 12

1 32 cos sin sin sin 2 0,
2 2

ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ =

22 333 0,ξ + ξ = (13)

22 33 12sin sin cos 0,−ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ =

2 2
11 22 12cos sin sin 2 0.ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ =

Определитель матрицы системы уравнений (13)
3 230cos sin∆ = ψ ψ

в области изменения угла ψ не обращается в нуль. Следовательно, ранг системы
уравнений (13) равен четырем, а ее единственное решение запишется равенствами

11 22 33 12 0.ξ = ξ = ξ = ξ = (14)
Еще три различных уравнения образуют систему относительно параметров

13 23,ξ ξ :

 2
13 23sin 2 sin 0,−ξ ψ + ξ ψ =

13 23cos sin 0,ξ ψ + ξ ψ = (15)

23 0.ξ =

Ранг системы первых двух уравнений (15) равен двум, ее единственное реше-
ние лишь нулевое:

13 23 0.ξ =ξ = (16)
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Из равенств (14), (16) следует, что деформации в элементарных объемах тел
1, 2, примыкающих к вершине тетраэдра, одинаковы:

(1) (2) , ( , 1, 2,3).ij ij i jε = ε = (17)

1 . 4 .  О г р а н и ч е н и я  н а  к о м п о н е н т ы  н а п р я ж е н и й  в  э л е м е н -
т а р н ы х  о б ъ е м а х  т е л  1 ,  2 ,  с о д е р ж а щ и х  в е р ш и н у  п и р а м и д ы

С использование физических уравнений термоупругости равенства (17) запи-
шем через напряжения

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E

ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ − − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ,Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ + − σ − − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(18)

1 2 1 2
11 22 33

1 2 1 2 1 2

1 1 ;Q
E E E E E E
ν ν ν ν⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − σ − − σ + − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

12 13 23
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 10, 0, 0.
G G G G G G

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− σ = − σ = − σ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
(19)

В этих равенствах kE , kG , kν , kω ( , 1, 2, 1,2)i j k= =  – модули Юнга, модули
сдвига, коэффициенты Пуассона, коэффициенты температурной деформации
скрепляемых тел; ( )k

ij ijσ = σ (так как (1) (2)
ij ijσ = σ ); 1 2( )Q T= ω − ω ∆ , T∆ – однород-

ное приращение температуры.
Изучим решения систем уравнений (18), (19). Определитель матрицы системы

уравнений (18) вычисляется по формуле

[ ] [ ]
3

2
2 1 1 2 2 1 1 2

1 2

1 (1 ) (1 ) (1 2 ) (1 2 ) .E E E E
E E

⎛ ⎞
∆ = + ν − + ν − ν − − ν⎜ ⎟

⎝ ⎠
(20)

В зависимости от сочетания материальных параметров возможны варианты.
1. 0∆ ≠ . Из этого условия следует, что 1 2G G≠ , поэтому уравнения (18), (19)

имеют единственное решение

1 2
11 22 33 12 13 23

2 1 1 2
, 0.

(1 2 ) (1 2 )
QE E

E E
σ = σ = σ = σ = σ = σ =

− ν − − ν
(21)

Напряженное состояние в вершине тетраэдра полностью определено. Оказы-
ваются известными все двенадцать компонент тензоров напряжений. Из решения
(21) видно, что сочетание параметров, удовлетворяющее равенству

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = (22)
является критическим, так как при стремлении сочетания параметров к выполне-
нию равенства (22) напряжения 11 22 33, ,σ σ σ  в элементарных объемах, содержа-
щих вершину А, стремятся к бесконечности.

2. 0∆ = . Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν ≠ (23)
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Ранг системы уравнений (18) равен двум. Ранг расширенной матрицы равен
двум, если Q = 0, и трем, если 0Q ≠ , поэтому реализуются варианты:

а) Q = 0. Напряжения ijσ  (i = 1,2,3) подчинены ограничениям (так как в дан-

ном случае 1 2G G≠ ):

11 22 33 12 13 23, 0.σ = σ = σ σ = σ = σ = (24)
Общее количество ограничений на компоненты тензоров напряжений тел 1 и 2

в вершине пирамиды равно одиннадцати.
б) 0.Q ≠  Уравнения (18) несовместны. Задача МДТТ не может быть поставле-

на корректно.
3. 0.∆ =  Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν ≠ , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (25)
Ранг матрицы системы уравнений (18) равен рангу расширенной матрицы и

равен единице. Уравнения совместны. Между напряжениями справедлива зави-
симость

1 2
11 22 33

2 1 1 2
.

QE E
E E

σ + σ + σ = −
ν − ν

В данном случае 1 2G G= , поэтому каких либо дополнительных ограничений
на компоненты ijσ ( )i j≠  не накладывается. Общее количество ограничений на
компоненты напряжений элементарных объемов тел 1, 2, примыкающих к верши-
не тетраэдра, равно семи.

4. 0.∆ =  Причем

2 1 1 2(1 2 ) (1 2 ) 0E E− ν − − ν = , 2 1 1 2(1 ) (1 ) 0.E E+ ν − + ν = (26)
В этом случае модули Юнга и коэффициенты Пуассона конусов совпадают.

Ранг системы уравнений (18) равен нулю. Ранг расширенной матрицы зависит от
значений коэффициентов температурной деформации. Если эти коэффициенты
совпадают, скрепляемые материалы идентичны, особая точка отсутствует. Когда
ранг расширенной матрицы равен единице, 0Q ≠ , уравнения (18) несовместны.
Корректная постановка задачи МДТТ становится невозможной.

2. Правильная четырехугольная пирамида,
погруженная в упругое тело

2 . 1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассматриваются непрерывным образом скрепленные изотропные упругие те-
ла 1, 2 (рис. 2), одно из которых имеет особенность в виде вершины правильной
четырехугольной пирамиды. Применяется изложенный в п. 1 подход. Угол между
высотой пирамиды и высотой боковой грани обозначается через .ψ  С пирамидой
связываем декартову ортонормированную систему координат 1 2 3, , ,O x x x . Начало
координат (т. О) совпадает с центром основания пирамиды, а оси 1 2,x x  направ-
ляются по его диагоналям. Базисные векторы введенной системы координат обо-
значаются ( 1, 2,3)i i =e .
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Рис. 2. Упругое тело 2 с погруженной в него вершиной А
правильной четырехугольной пирамиды – тела 1
Fig. 2. Elastic body (2) with an embedded vertex A

of the regular quadrangular pyramid (1)

На боковых гранях пирамиды вводятся левоориентированные ортонормиро-
ванные тройки векторов:

на грани BCG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
= ψ + ψ + ψn e e e

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2n = ψ + ψ − ψξ e e e (27)

1 2
2 2 ;

2 2n = −ζ e e

на грани CDG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
= − ψ + ψ + ψm e e e

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2m = − ψ + ψ − ψξ e e e (28)

1 2
2 2 ;

2 2m = +ζ e e

на грани DAG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
= − ψ − ψ + ψl e e e

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2l = − ψ − ψ − ψξ e e e (29)

1 2
2 2 ;

2 2l = − +ζ e e
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на грани ABG:

1 2 3
2 2cos cos sin ,

2 2
= ψ − ψ + ψk e e e

1 2 3
2 2sin sin cos ,

2 2k = ψ − ψ − ψξ e e e (30)

1 2
2 2 .

2 2k = − −ζ e e

Первые орты в приведенных тройках ортогональны соответствующим граням,
два других лежит в их плоскости. Причем второй орт направлен по высоте, исхо-
дящей из вершины G треугольника, образующего грань. Для элементарных объе-
мов тел 1 и 2, примыкающих к вершине пирамиды, в точках поверхностей сопри-
косновения выполняются условия (сохраняются принятые ранее обозначения):

на грани BCG:
(1) (2) (1) (2)(1) (2) , , ,

n n n nn n ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ  (1) (2) (1) (2) (1) (2), ;
n n n n n n n nξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η (31)

на грани CDG:
(1) (2) (1) (2)(1) (2) , , ,

m m m mm m ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ  (1) (2) (1) (2) (1) (2), ;
m m m m m m m mξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η (32)

на грани DAG:
(1) (2) (1) (2) (1) (2), , ,

l l l ll l ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ  (1) (2) (1) (2) (1) (2), ;
l l l l l l l lξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η (33)

на грани ABG:
(1) (2) (1) (2) (1) (2), , ,

k k k kk k ξ ξ ζ ζσ = σ τ = τ τ = τ  (1) (2) (1) (2) (1) (2), .
k k k k k k k kξ ξ ζ ζ ξ ζ ξ ζη = η η = η η = η (34)

Условия (31) – (34) с использованием обозначений (5) запишутся двумя авто-
номными линейными однородными системами уравнений. Первая из них содер-
жит двенадцать уравнений относительно шести параметров ijζ :

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 1cos cos sin cos 2 sin cos 2 sin cos 0,
2 2

ζ ψ+ ζ ψ+ζ ψ+ζ ψ+ ζ ψ ψ+ ζ ψ ψ=

11 22 33 12

13 23

1 1 1sin cos sin cos sin cos cos 2
2 2 2

2 2cos 2 cos 2 0,
2 2

ζ ψ ψ + ζ ψ ψ − ζ ψ ψ + ζ ψ −

− ζ ψ − ζ ψ =

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin 0,
2 2 2 2

ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ =  

2 2 2
11 22 33 12

13 23

1 1cos cos cos sin cos
2 2

2 sin cos 2 sin cos 0,

ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ ψ −

− ζ ψ ψ − ζ ψ ψ =

11 22 33 12

13 23

1 1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2 2

2 2cos 2 cos 2 0,
2 2

ζ ψ ψ + ζ ψ ψ − ζ ψ ψ − ζ ψ ψ +

+ ζ ψ − ζ ψ =
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11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin 0,
4 2 2 2

− ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ =  (35)

2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 1cos cos sin cos 2 cos sin 2 cos sin 0,
2 2

ζ ψ+ ζ ψ+ζ ψ+σ ψ− ζ ψ ψ− ζ ψ ψ=

11 22 33 12

13 23

1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2

2 2cos 2 cos 2 0,
2 2

ζ ψ ψ + ζ ψ ψ − ζ ψ ψ + ζ ψ ψ +

+ ζ ψ + ζ ψ =

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin 0,
2 2 2 2

ζ ψ − ζ ψ − ζ ψ + ζ ψ =

2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 1cos cos sin cos 2 cos sin 2 cos sin 0,
2 2

ζ ψ+ ζ ψ+ζ ψ−ζ ψ+ ζ ψ ψ− ζ ψ ψ=

11 22 33 12

13 23

1 1sin cos sin cos sin cos sin cos
2 2

2 2cos 2 cos 2 0,
2 2

ζ ψ ψ + ζ ψ ψ − ζ ψ ψ − ζ ψ ψ −

− ζ ψ + ζ ψ =

11 22 13 23
1 1 2 2cos cos sin sin 0.
2 2 2 2

− ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ − ζ ψ =

Вторая система состоит из двенадцати уравнений относительно шести пара-
метров ijξ :

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 1 2 2sin sin cos sin sin 2 sin 2 0,
2 2 2 2

ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ − ξ ψ =

11 22 12
1 1 0,
2 2

ξ + ξ − ξ =

11 22 13 23
1 1 2 2sin sin cos cos 0,
2 2 2 2

ξ ψ − ξ ψ − ξ ψ + ξ ψ =

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 1 2 2sin sin cos sin sin 2 sin 2 0,
2 2 2 2

ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ =

11 22 12
1 1 0,
2 2

ξ + ξ + ξ =

 11 22 13 23
1 1 2 2sin sin cos cos 0,
2 2 2 2

− ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ − ξ ψ = (36)

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 1 2 2sin sin cos sin sin 2 sin 2 0,
2 2 2 2

ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ =

 11 22 12
1 1 0,
2 2

ξ + ξ − ξ =
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11 22 13 23
1 1 2 2sin sin cos cos 0,
2 2 2 2

ξ ψ − ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ =

2 2 2 2
11 22 33 12 13 23

1 1 2 2sin sin cos sin sin 2 sin 2 0,
2 2 2 2

ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ − ξ ψ − ξ ψ + ξ ψ =

11 22 12
1 1 0,
2 2

ξ + ξ + ξ =

11 22 13 23
1 1 2 2sin sin cos cos 0.
2 2 2 2

− ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ + ξ ψ =

Задача состоит в исследовании решений систем уравнений (35) и (36). Такие
решения являются задаваемыми ограничениями на параметры состояния тел 1 и 2
в вершине пирамиды.

2 . 2 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 3 5 )

Посредством тождественных преобразований уравнения (35) приводятся к
двум автономным системам. Первая из них включает шесть уравнений относи-
тельно четырех компонент 11ζ , 22ζ , 33ζ , 12ζ :

2 2 2 2
11 22 33 12cos cos 2 sin 2 cos 0,ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ =

2 2 2 2
11 22 33 12cos cos 2 sin 2 cos 0,ζ ψ + ζ ψ + ζ ψ − ζ ψ =

11 22 33 12sin cos sin cos 2 sin cos 2 sin cos 0,ζ ψ ψ + ζ ψ ψ − ζ ψ ψ + ζ ψ ψ = (37)

11 22 33 12sin cos sin cos 2 sin cos 2 sin cos 0,ζ ψ ψ + ζ ψ ψ − ζ ψ ψ − ζ ψ ψ =

11 22cos cos 0,ζ ψ − ζ ψ =

11 22cos cos 0.−ζ ψ + ζ ψ =

Вторая система состоит из шести уравнений относительно двух компонент

13ζ , 23ζ :

13 232 sin 2 2 sin 2 0,ζ ψ + ζ ψ =

13 232 sin 2 2 sin 2 0,− ζ ψ + ζ ψ =

13 232 cos 2 2 cos 2 0,− ζ ψ − ζ ψ = (38)

13 232 cos 2 2 cos 2 0,ζ ψ − ζ ψ =

13 232 sin 2 sin 0,ζ ψ − ζ ψ =

13 232 sin 2 sin 0.ζ ψ + ζ ψ =

При изменении угла ψ  в интервале ( 0, / 2π ) ранг матрицы системы уравнений
(37) равен четырем, а ранг матрицы системы уравнений (38) равен двум. Из этого
следует, что единственное решение уравнений (37), (38) имеет вид

0, ( , 1, 2,3).ij i jζ = = (39)
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Решение (39) означает, что компоненты напряжений в элементарных объемах
тел 1, 2, стягиваемых к вершине пирамиды, одинаковы

(1) (2) , ( , 1, 2,3).ij ij i jσ = σ = (40)

2 . 3 .  И с с л е д о в а н и е  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 3 6 )

Тождественными преобразованиями уравнения (36) приводятся к трем авто-
номным системам

11 22 122 0,ξ + ξ + ξ =  11 22 122 0,ξ + ξ − ξ =  11 22 0,ξ − ξ = (41)

13 23 0,ξ + ξ =  13 23 0,ξ − ξ =  (42)

33 0.ξ = (43)
Легко видеть, что уравнения (41) – (43) имеют лишь нулевое решение

0, ( , 1, 2,3).ij i jξ = = (44)

Равенства (44) говорят о том, что компоненты деформаций тел 1 и 2 в элемен-
тарных объемах, содержащих вершину пирамиды, совпадают

(1) (2) , ( , 1, 2,3).ij ij i jε = ε = (45)

2 . 4 .  К о м п о н е н т ы  н а п р я ж е н и й  т е л  1 , 2  в  э л е м е н т а р н ы х
о б ъ е м а х ,  с о д е р ж а щ и х  в е р ш и н у  п и р а м и д ы

Равенства (45) совпадают с равенствами (17), полученными в п. 1. для пра-
вильной треугольной пирамиды. Поэтому записанные через напряжения равенст-
ва (45) совпадут с уравнениями (18), (19). Анализ решений этих уравнений, при-
веденный в п. 1.4 для компонент тензора напряжений в вершине правильной тре-
угольной пирамиды, остается справедливым и для компонент тензора напряжений
правильной четырехугольной пирамиды. Отметим, что результаты исследований
компонент тензора напряжений в вершинах правильных треугольной и четырех-
угольной пирамид, взаимодействующих с упругим телом, совпадают с исследова-
ниями рассматриваемых параметров состояния в точках пространственного ребра
и вершине конуса, непрерывно скрепленных с упругим телом [20, 22].

Заключение

Положение механики сплошных сред о том, что с каждой точкой континуума
связан элементарный объем, являющийся носителем и материальных свойств и па-
раметров состояния среды, считается справедливым и для особых точек деформи-
руемых твердых тел. На основе данного утверждения изучены параметры состояния
в вершинах треугольной и четырехугольной пирамид, погруженных в изотропное
упругое тело. Показано, что количество задаваемых ограничений на компоненты
напряжений в рассматриваемой точке превышает количество ограничений, соответ-
ствующее классической постановке задачи. В этом смысле задача о напряженном
состоянии в вершине многогранника, погруженного в упругую среду, оказывается
неклассической. Выявлено, что зависимость ограничений на компоненты напряже-
ний в вершине рассматриваемых многогранников от упругих констант скрепляемых
тел и температуры одинакова. Эта же зависимость характерна и для вершины кру-
гового конуса, и точки пространственного ребра упругого элемента, погруженных в
упругую среду. Результаты исследований могут найти применение в механике ар-
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мированных материалов, а также в исследовании напряженного состояния образцов
с использованием инденторов Берковича и Виккерса.
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In the framework of continuous model of deformable bodies, each point of the continuum is
associated with an elementary volume. The concepts of continuum mechanics regarding material
properties and state parameters (stresses, strains) are applicable to this volume. In the paper, this
statement extends to singular points which are the vertices of triangular and quadrangular
pyramids embedded in an elastic body. The restrictions on the stress components at the
considered points are studied. It is shown that the number of restrictions determines a non-
classical formulation of the problem of mechanics of a deformable body. The dependences for
material constants of the bonded elements, which lead to an unlimited increase in the stresses in
the vertices of triangular and quadrangular pyramids immersed in an elastic medium, are found to
be the same. Moreover, these dependences coincide with those known for a circular cone and a
spatial edge. The investigation results will find application in the mechanics of composite
materials when studying the samples by indentation or interaction with prismatic cantilevers.
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