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ЗАДАЧА ХОЛЬМГРЕНА ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ С ДВУМЯ СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Основные краевые задачи для двумерного и трехмерного эллиптических
уравнений с двумя сингулярными коэффициентами в конечной и бесконеч-
ной областях изучались многими авторами, однако исследование задачи
Хольмгрена ограничивалось двумерным случаем. Настоящая работа посвя-
щена нахождению единственного решения задачи Хольмгрена для много-
мерного эллиптического уравнения с двумя сингулярными коэффициентами
в области, ограниченной в одной четверти пространства. Используя свойст-
ва одного из фундаментальных решений, построена функция Грина и с по-
мощью известной формулы разложения для гипергеометрической функции
Аппеля от двух переменных решение поставленной задачи в конечной об-
ласти, ограниченной с двумя перпендикулярными гиперплоскостями и чет-
вертью многомерной сферы, найдено в явном виде.
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ными коэффициентами; задача Хольмгрена; фундаментальное решение;
формула Гаусса – Остроградского; функция Грина.

Известно, что теория краевых задач для вырождающихся уравнений и уравне-
ний с сингулярными коэффициентами является одним из центральных разделов
современной теории уравнений в частных производных, которые встречаются при
решении многих важных вопросов прикладного характера [1, 2]. Подробную биб-
лиографию и изложений исследований основных краевых задач для вырождаю-
щихся уравнений различного типа, в частности для двумерных эллиптических
уравнений с сингулярными коэффициентами, можно найти в монографиях [3−5].

Исследованию краевых задач для многомерных (более двумерных) эллиптиче-
ских уравнений с сингулярными коэффициентами посвящено сравнительно мало
работ. Как известно, для эллиптического уравнения с одним сингулярным коэф-
фициентом в конечной области рассматриваются две основные (классические) за-
дачи: задача Дирихле и задача N (Хольмгрена, по имени ученого, впервые иссле-
довавшего такую задачу для уравнения Лапласа).  В 1937 году С. Агостинелли [6]
рассмотрел задачу Дирихле  для трехмерного уравнения с одним сингулярным ко-
эффициентом
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в  области, ограниченной в полупространстве 1 0x > , однако в 1949 году
М.Н. Олевский [7] обнаружил ошибку в исследованиях С. Агостинелли и объявил
в явном виде  решение задачи Дирихле в  многомерном полушаре для  более об-
щего многомерного уравнения

1
1

11

2α
0

k k

m

x x x
k

u u
x=

+ =∑ , 10 2α 1,< <  2,m ≥  (1)



48 Т.Г. Эргашев, Н.Д. Комилова

а решение задачи Хольмгрена для уравнения (1) в полушаре найдено совсем не-
давно [8]. В работе [9] построены фундаментальные решения уравнения (1) и
найдены решения внешних задач Дирихле и Неймана в бесконечной области (в
полупространстве 1 0x > ).  В настоящее время известны фундаментальные реше-
ния [10, 11] для многомерного уравнения Гельмгольца с одним сингулярным ко-
эффициентом
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Следует отметить, что в двумерном случае фундаментальные решения уравне-
ния (1) были известны еще в первой половине прошлого столетия и они успешно
использованы при решении основных краевых задач и построении теории потен-
циала для этого уравнения [3−5]. Кроме того, работа [12] посвящена исследова-
нию задачи Трикоми для трехмерного уравнения смешанного типа с одним син-
гулярным коэффициентом.

Рассмотрим уравнение
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1 2: 0, 0 ,mR x x x+ = > > где ( )1: ,..., ,mx x x= 2;m ≥ 1α , 2α и λ – действи-

тельные числа, причем 1 20 2α , 2α 1.< <
При λ 0=  фундаментальные решения уравнения ( H ) в случаях 2m =  и

3m =  построены в работах  [13] и [14] соответственно, а при наличии λ  и при
любой размерности уравнения – в [15]. Оказывается, все фундаментальные реше-
ния уравнения ( H ) при λ 0=  выражаются через гипергеометрические функции
Аппеля двух переменных. Используя известную формулу разложения [16] функ-
ций Аппеля по гипергеометрическим функциям Гаусса, в случае 2m = и λ 0=
решены  основные краевые задачи  для уравнения ( H ) в конечной [17] и беско-
нечной [18,19] областях, а в трехмерном случае ( 3,m = λ 0= ) задачи Дирихле и
Дирихле – Неймана исследованы лишь в конечной области [14, 20]. Отметим, что
в работах [21–24] исследованы потенциалы двойного слоя для уравнения
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Недавно появились работы [25, 26], в которых построены и исследованы фун-
даментальные решения для следующих многомерных уравнений Гельмгольца  с
тремя и более сингулярными коэффициентами
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где   1α ,...,αn   и λ – действительные числа, причем  0 2α 1,k< <  1, 2,...,k n= .
Настоящая работа посвящена исследованию задачи Хольмгрена  для уравнения
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в  конечной односвязной области, ограниченной в 2 .mR +
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1. Постановка и единственность решения задачи

Пусть 2Ω mR +⊂  – область, ограниченная двумя областями {1 :D x=  1 0,x =

2 20 ,x a< <  ,k k kb x c− < <  }3, ,k m=  {2 :D x= 2 0,x =  1 10 ,x a< <  ,k k kb x c− < <

}3,k m=  и поверхностью S , которая пересекается с 1D  и 2 ,D  где

1 2, , , const 0,k ka a b c = >  3,k m=  Линии пересечения обозначим через 1 1l S D= ∩  и

2 2.l S D= ∩ . Поверхность S  пересекает оси 1Ox  и 2Ox  при 1 0x a= >  и

2 0x b= >  соответственно.
Введем следующие обозначения:
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Задача Хольмгрена. Найти в области Ω  регулярное решение ( )u x  уравне-
ния (2), удовлетворяющее условиям
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где ( )1 1ν ,x� ( )2 2ν x�  и ( )φ x  – заданные непрерывные функции, причем функции
( )1 1ν x� и ( )2 2ν x�  могут обращаться в бесконечность порядка меньше, чем 11 2α− и

21 2α− на краях областей 1D  и 2D  соответственно.
Докажем единственность решения поставленной задачи. Для этого рассмотрим
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Интегрируем обе части последнего тождества по области Ω , расположенной в
2
mR +  и пользуясь формулой Гаусса – Остроградского, получим
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где Γ – граничная поверхность области Ω, n  – внешняя нормаль к поверхности .Γ
Нетрудно убедиться в справедливости следующего равенства:
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Пусть u  – решение уравнения (2). Применяя опять формулу Гаусса – Остро-
градского, получим
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Если теперь рассмотреть однородный случай задачи Хольмгрена (т.е.
( )φ 0,x ≡  ( )1ν 0x ≡� , ( )2ν 0x ≡� ), то из (7) получается
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Отсюда следует, что ( ) 0u x =  в Ω.  Тем самым доказана единственность ре-
шения задачи Хольмгрена.

2. Существование решения задачи Хольмгрена

Существование решения задачи Хольмгрена докажем методом функции
Грина. Для этого положим, что 1 2 ,k ka a b c= = =  3,k m= , и S  является
четвертью сферы с центром в начале координат и радиусом ,R  т.е.
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Определение. Функцией Грина задачи Хольмгрена для уравнения (2) называ-

ется функция ( )0 ;ξ ,G x  удовлетворяющая следующим условиям:
1) внутри области Ω , кроме точки ξ,  эта функция есть регулярное решение

уравнения (2);
2) она удовлетворяет условиям
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3) функция может быть представлена в виде
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где ( )0 ;ξq x  – фундаментальное решение уравнения (2), определенное формулой [15]:
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– гипергеометрическая функция Аппеля двух переменных [27], а ( )κ ν  есть сим-
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функция. Здесь ( )0 ;ξw x – регулярное решение уравнения (2) везде внутри Ω .
Нетрудно видеть, что
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Построение функции Грина сводится к нахождению ее регулярной части
( )0 ;ξ ,w x  которая в силу (8) и (9) должна удовлетворить условиям
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Для области Ω, ограниченной плоскостями 1 0,x = 2 0x =  и четвертью сферы S,
функция Грина задачи Хольмгрена имеет вид

( ) ( ) ( )
02β

0 0 0;ξ ;ξ ; ξ ,
ρ
RG x q x q x⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

где 2 2 2 2
1 2ρ ξ ξ ... ξ ,m= + + +  ( )1ξ ξ ,...ξ ,m=  

2

2ξ ξ .
ρk k
R

=

Пусть ξ Ω.∈  Вырежем из области Ω  m-мерный шар малого радиуса ε  с цен-
тром в точке ξ  и оставшуюся часть Ω  обозначим через εΩ , а через εC  –
m-мерную сферу вырезанного шара. Используя формулу (6), получим
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В равенстве (11) совершим предельный переход при ε 0.→  Предварительно
преобразуем левую часть (11) в виде суммы трех интегралов:
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( )0
1 2

ε

2β
02α 2α

2 0 ε1 2
, ξ

( ) ,
ρ C

q xRI x x u x dC
n

∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠ ∫

( ) ( )1 2

ε

2α 2α 0
3 0 ε1 2 ,ξ .

C

u x
I x x G x dC

n
∂

= −
∂∫

Используя формулу дифференцирования для гипергеометрических функций
Аппеля
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и смежное соотношение
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вычислим производную по внешней нормали к границе области Ω  формулой
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Подробно остановимся на вычислении 0
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q
x r F

x
− −∂

= − − −
∂

( ) ( )02β 2 1
0 0 1 1 1 2 0 1 2 1 2 1 2

1

α
2β γ ξ σ 1+β ,1 α ,α ;1 2α , 2α ;σ ,σ

2α
x r F− −− − + + −

( ) ( )02β 2 2
0 0 1 1 2 2 0 1 2 1 2 1 2

2

α
2β γ ξ σ 1+β ,α ,1 α ;2α ,1 2α ;σ ,σ ,

2α
x r F− −− − + +

( ) ( )02β 20
0 0 2 2 2 0 1 2 1 2 1 2

2
2β γ ξ β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ

q
x r F

x
− −∂

= − − −
∂

( ) ( )02β 2 1
0 0 2 2 1 2 0 1 2 1 2 1 2

1

α
2β γ ξ σ 1+β ,1 α ,α ;1 2α , 2α ;σ ,σ

2α
x r F− −− − + + −

( ) ( )02β 2 2
0 0 2 2 2 2 0 1 2 1 2 1 2

2

α
2β γ ξ σ 1+β ,α ,1 α ;2α ,1 2α ;σ ,σ .

2α
x r F− −− − + +

Отсюда в силу смежного соотношения (14) будем иметь

( ) ( )02β 20
0 0 1 1 2 0 1 2 1 2 1 2

1
2β γ ξ 1+β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ

q
x r F

x
− −∂

= − − −
∂

( )02β 2
0 0 1 2 0 1 2 1 2 1 22β γ ξ 1+β ,1 α ,α ;1 2α , 2α ;σ ,σr F− −− + + ;  (16)
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( ) ( )02β 20
0 0 2 2 2 0 1 2 1 2 1 2

2
2β γ ξ 1+β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ

q
x r F

x
− −∂

= − −
∂

( )02β 2
0 0 2 2 0 1 2 1 2 1 22β γ ξ 1+β ,α ,1 α ;2α ,1 2α ;σ ,σ .r F− −− + +  (17)

Аналогично вычисляются производные по переменным 3 4, ,..., mx x x  :

( ) ( )02β 20
0 0 2 0 1 2 1 2 1 22β γ ξ 1+β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ , 3 .k k

k

q
x r F k m

x
− −∂

= − − ≤ ≤
∂

 (18)

Подставляя (16) – (18) в (15), получим искомую нормальную производную
( ) ( )02β0

0 0 2 0 1 2 1 2 1 2
,ξ 12β γ 1+β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ ln

q x
r F

n n r
−∂ ∂ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦

( ) ( )02β 2
0 0 1 2 0 1 2 1 2 1 2 12β γ ξ 1+β ,1 α ,α ;1 2α , 2α ;σ ,σ cos ;r F n x− −− + + −

( ) ( )02β 2
0 0 2 2 0 1 2 1 2 1 2 22β γ ξ 1+β ,α ,1 α ;2α ,1 2α ;σ ,σ cos ; .r F n x− −− + +  (19)

Аналогично вычисляется производная по нормали и от функции ( )0 ; ξq x :

( )
( )00 2β

0 0 2 0 1 2 1 2 1 2
, ξ 12β γ 1+β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ ln

q x
r F

n n r
−∂ ∂ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦

( ) ( )02β 2
0 0 1 2 0 1 2 1 2 1 2 12β γ ξ 1+β ,1 α ,α ;1 2α , 2α ;σ ,σ cos ;r F n x− −− + + −

( ) ( )02β 2
0 0 2 2 0 1 2 1 2 1 2 22β γ 1+β ,α ,1 α ;2α ,1 2α ;σ ,σ cos ; ,r F n x− −− ξ + + (20)

где

 
2

1
1 2σ 1 ,

r
r

= −  
2

2
2 2σ 1 ,

r
r

= −  
22

2
2

1
ξ ,

ρ

m

k k
k

Rr x
=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

2 22 2
2

2 2
1,

+ ξ ξ , 1, 2.
ρ ρ

m

i i i k k
k k i

R Rr x x i
= ≠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

Принимая во внимание (19), перепишем интеграл 1I  в виде

( )1 2

ε

2α 2α 0
1 0 ε 4 5 61 2

;ξ
( ) ,

C

q x
I x x u x dC I I I

n
∂

= = + +
∂∫

где

( )1 2 0

ε

2α 2α 2β
4 0 0 0 2 0 1 2 1 2 1 2 ε1 2

12β γ ( ) 1+β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ ln ,
C

I x x u x r F dC
n r

− ∂ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦∫

( ) ( )1 2 0

ε

2α 2α 2β 2
5 0 0 0 1 2 0 1 2 1 2 1 2 1 ε1 22β γ ( ) ξ 1+β ,1 α ,α ;1 2α ,2α ;σ ,σ cos ; ,

C

I x x u x r F n x dC− −= − + +∫

( ) ( )1 2 0

ε

2α 2α 2β 2
6 0 0 0 2 2 0 1 2 1 2 1 2 2 ε1 22β γ ( ) ξ 1+β ,α ,1 α ;2α ,1 2α ;σ ,σ cos ; .

C

I x x u x r F n x dC− −= − + +∫

В интеграле 4I  переходим в обобщенную сферическую систему координат

1 1 1ξ εΦ ,x = + ..., ξ εΦ ,m m mx = +
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где 1 1Φ cosφ ,= 2 1 2Φ sinφ cosφ ,= 3 1 2 3Φ sinφ sinφ cosφ ,= ...,

1 1 2 2 1Φ sinφ sinφ ...sinφ cosφ ,m m m− − −=  1 2 2 1Φ sinφ sinφ ...sinφ sinφm m m− −=

[ ]1 2 1ε 0, 0 φ π,...,0 φ π,0 φ 2π .m m− −≥ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

Тогда мы имеем

0

2π π π
2β 2 2

4 0 0 1 2 2 3 3
0 0 0

2β γ ε φ sinφ φ sin φ φ ...m
m m m m mI d d d− − +

− − − − −= ∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )1 2
π

2 2 2
1 1 2 2 0 1 1 2 1 1

0

... ξ εΦ ξ εΦ ξ εΦ ,...,ξ εΦ ε sin φ φ ,m
m mu F dα α −+ + + +∫

где ( )
2 2

1ε 2ε
2 2 0 1 2 1 2 2 2ε,φ : 1 β ,α ,α ;2α , 2α ;1 ,1 ,

ε ε
r r

F F
⎛ ⎞

= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) ( )[ ]222 2
ε

1,
2ξ ε (φ) φ ξ , 1, 2.i i i k k

k k i
r i

∞

= ≠

= + Φ + ε Φ =∑

Для полного вычисления 4I  сначала вычислим ( )2 ε,φ .F  Используя последо-
вательно формулу разложения [16]

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

2 1 2 1 2
1 20

, , ; , ; ,
!
k k k

k k k

a b b
F a b b c c x y

k c c

∞

=

= ×∑

( ) ( )1 1 2 2, ; ; , ; ;k kx y F a k b k c k x F a k b k c k y× + + + + + +

и известную формулу Больца [27]

( ), ; ; (1 ) , ; ;
1

b zF a b c z z F c a b c
z

− ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠
,

получим

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 21 2

2 2 2 2
0 1 22α 2α2α 2α 1ε 2ε

2 1ε 2ε 2 2
1 20 1ε 2ε

1 β α α ε ε
ε,φ : ε

2α 2α !

k k
k k k

k k k

r r
F r r

k r r

∞
− −+

=

+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

2 2

1 0 1 1 2 0 2 22 2
1ε 2ε

ε ε2α β 1,α ;2α ;1 2α β 1,α ;2α ;1F k k F k k
r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× − − + + − − − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,

где ( )
( ) ( )

( )0
, ; ;

!
kk k

k k

a b
F a b c z z

c k

∞

=

= ∑  – гипергеометрическая функция Гаусса [27].

Теперь рассмотрим предел ( )1 22α 2α
2ε 0

lim ε ε,φF− −

→
. Применив несколько раз фор-

мулу суммирования [27]

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, ; ;1 , ( ) 0,
c c a b

F a b c Re c a b
c a c b

Γ Γ − −
= − − >

Γ − Γ −

будем иметь

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 21 2 2α 2α2α 2α 1 2
2 1 2ε 0 1 2 0

2α 2α / 2
lim ε ε,φ : 2ξ 2ξ .

α α 1 β
m

F − −− −

→

Γ Γ Γ
=

Γ Γ Γ +
 (21)
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Нетрудно вычислить, что

( )

2π π π π / 2
2 2

1 2 2 3 3 1 1
0 0 0 0

2πφ sinφ φ sin φ φ ...... sin φ φ .
Γ / 2

m
m

m m m m md d d d
m

−
− − − − − =∫ ∫ ∫ ∫  (22)

Принимая во внимание (21) и (22), а также имея в виду значения 0β и 0γ (см.
формулу (10)), получим

( )4ε 0
lim ξ .I u
→

=  (23)

Аналогичным образом можно доказать, что

5 6 2 3ε 0 ε 0 ε 0 ε 0
lim lim lim lim 0.I I I I
→ → → →

= = = =  (24)

Таким образом, в силу (12), (23) и (24) левая часть равенства (11) при переходе
к пределу ε 0→ стала известной:

( )1 2

ε

2α 2α 0 0
0 0 ε 01 2ε 0 ε 0

lim lim ξ .
C

G u
I x x u G dC u

n n→ →

∂ ∂⎡ ⎤= − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫  (25)

Теперь займемся правой частью равенства (11). Рассмотрим интеграл

( ) ( )1 22α 2α 0
1 2

,ξ
φ .

S

G x
x x S dS

n
∂

∂∫

Поскольку на сфере S  выполняются равенства 2 2 ,r r=  2 2
1 1 ,r r=  2 2

2 2 ,r r=

1 1σ σ=  и 2 2σ σ= , то, с учетом формул (19) и (20), после нескольких элементар-
ных преобразований, найдем

( ) ( )
0

2 2
0

0 0 2 0 1 2 1 2 1 2 2 2β
,ξ ρ2β γ 1 β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ .

S

G x RF
n Rr +

∂ −
= +

∂
 (26)

Подставив теперь (25) и (26) в формулу (11), получим решение задачи Хольм-
грена с условиями (3) – (5) для уравнения (2) в явном виде:

( ) ( ) ( )1 2

0

2 2
2α 2α

0 0 0 2 0 1 2 1 2 1 21 2 2 2β
ρξ 2β γ 1 β ,α ,α ;2α , 2α ;σ ,σ φ

S

Ru x x F S dS
Rr +

−
= + −∫

( ) ( )
( )2

0 0
1

0 0
0 2 2 2 0 2 2 22α

0 1 1 12 2β 2β
1 1

β ,α ;2α ;σ β ,α ;2α ;σ
γ ν

D

F F
x x dx

X X

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ � �

( ) ( )
( )1

0 0
2

0 0
0 1 1 1 0 1 1 12α

0 2 2 21 2β 2β
2 2

β ,α ;2α ;σ β ,α ;2α ;σ
γ ν ,

D

F F
x x dx

X X

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ � �  (27)

где

1

0
2 2 0 ,x =σ = σ  

2

0
1 1 0 ,x =σ = σ  

1

0
2 2 0 ,x =σ = σ  

2

0
1 1 0 ,x =σ = σ  ( )22 2

1,
ξ ξ ,

m

k k i i
i i k

X x
= ≠

= + −∑
2

2 2 2 2
2

1, 1, 1,

ξ 1 ξ ( 2) ,
m m m

i i
k i j

i i k i i k j j i

x
X R x m R

R R= ≠ = ≠ = ≠

⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ 1, 2.k =

Формула (27), а с ней и все доказательство, требует, чтобы 2.m >  Однако
формула (27) верна и для 2.m =
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Таким образом, доказана
Теорема. Существует единственное решение задачи Хольмгрена с условиями

(3) – (5) для уравнения (2) при 2m ≥  и оно представляется формулой (27).
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Fundamental solutions of the two-dimensional elliptic equation were known in the first half of
the last century and they were successfully used in solving the basic boundary value problems and
constructing the theory of potential for this equation. Relatively few papers have been devoted to
the study of boundary value problems for multidimensional (greater than two-dimensional)
elliptic equations with singular coefficients. For example, main boundary value problems for two-
dimensional and three-dimensional elliptic equations with two singular coefficients in finite and
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coefficients in a quarter of a ball. Using the “abc” method, the uniqueness for the solution of the
Holmgren problem is proved. Applying the method of Green’s function, we are able to find the
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differentiation, and some adjacent relations for Appell’s hypergeometric functions were used in
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