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Рассматривается один из видов нагружения нелинейно-упругих материалов
– осевой сдвиг полого цилиндра. На основании результатов решения задачи
предлагается методика определения адекватности представления свойств
материала выбранной связью напряжений и деформаций. В частности, ис-
пользуются соотношения, в рамках которых можно контролируемо учиты-
вать различные механические эффекты, удовлетворить частному постулату
изотропии Ильюшина.
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Развитие нелинейной теории упругости является одним из актуальных направ-
лений механики сплошных сред, что подтверждается  широким распространением
подобных материалов и наличием  новых публикаций по данной тематике [1–4].

Одной из ключевых проблем нелинейной теории упругости является форму-
лировка связей между напряжениями и деформациями [5, 6]. Адекватность пред-
ставления материала определяющим соотношением можно оценить, рассматривая
различные нагружения нелинейно-упругих материалов. В данной работе в рамках
такой оценки рассмотрено осесимметричное нагружение, представляющее равно-
весный процесс осевого сдвига полого цилиндра.

Выбор данной схемы обусловлен широким распространением подобных дета-
лей, что находит отражение в ряде работ по нелинейной теории упругости  [7–10].

Рассмотрим отличия данного процесса от исследований, проводимых в отноше-
нии похожих видов нагружений. Так, в работах Э.Э. Лавендела [11], В.И. Бидерма-
на [12] рассматривается задача кругового сдвига (приложен момент M  к внешней
обойме) для несжимаемого материала. Л.И. Лурье [13] также рассматривал круго-
вой сдвиг, но в рамках модели сжимаемого материала. В статье Beaty [14] рассмат-
ривается круговой сдвиг сжимаемого материала: на кинематические характеристи-
ки процесса накладываются ограничения, упрощающие выкладки, в результате ис-
пользования которых изменение объема в процессе деформирования не происхо-
дит. Вследствие этого авторы устанавливают, каким дополнительным условиям
должны удовлетворять определяющие соотношения для того, чтобы их можно было
применить к фактически несжимаемым материалам. Таким образом, в данной ста-
тье рассматривается другой вид осесимметричного нагружения цилиндра, изна-
чально на кинематику не накладывается дополнительных ограничений.

Результаты решения задачи об осевом сдвиге полого цилиндра могут быть ис-
пользованы для апробации определяющего соотношения. В работе представлены
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1803.2019.1) и РФФИ (проект № 18-31-20053).
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результаты моделирования для классических соотношений, к которым можно от-
нести связи между деформациями и напряжениями Гузя [15], Мурнагана [12] и
т.п. Также моделирование осуществлено для определяющих соотношений, по-
строенных в рамках подхода, представленного в работах Л.А. Толоконникова
[16], А.А. Маркина [17], А.В. Муравлева [18], позволяющего контролируемо учи-
тывать различные механические эффекты и удовлетворить частному постулату
изотропии Ильюшина.

1. Расчетная схема и кинематические соотношения

Внутренняя и внешняя поверхности цилиндра скреплены с жесткими обоймой
и валом соответственно. Вал закреплён неподвижно. К обойме приложен сила в
направлении оси симметрии цилиндра Oz . Внутренний радиус цилиндра обозна-
чим 2R , внешний – 1R .

Задачу об исследовании напряжённо-деформированного состояния полого ци-
линдра при осевом   сдвиге естественно решать в цилиндрической системе коор-
динат.

Пусть ( ) ( )1 2 3
0x , x , x , ,R z= θ  – цилиндрические координаты материальной

точки цилиндра в начальном состоянии, ( ), ,r zϕ  – цилиндрические координаты
этой же точки в деформированном состоянии (ось Oz  совпадает с осью симмет-
рии цилиндра).

В рамках данной модели связь между указанными координатами будет выгля-
деть следующим образом:

( ) ( ) 0; ; Rr r R z z R z= ϕ = θ = + . (1)
Из представлений (1) следует форма записи радиус-вектора положения точки в

деформированном состоянии xG :

0R zx r e ze= +
G G G .

Запишем выражения векторов материального базиса 
xi i
x∂

∋ =
∂

GG :

01 r R zr e z e′ ′∋ = +
G G G , 2 r eθ∋ =

G G , 
03 ze∋ =

G G .

Из последних формул можно найти базис i∋
G , взаимный по отношению к мате-

риальному:

1 re
r

∋ =
′

GG ,  2 e
r
θ∋ =
GG ,  

0

3 R
z R

z
e e

r
′

∋ = −
′

G G G . (2)

Приведём диадное представление аффинора деформации:

0 0

ij
R R R R z z z i j

rx r e e z e e e e e e e e
R

°

θ θ′ ′Φ = ∇ = + + + = Φ
G G G G G G G G G G G G

�
. (3)

Из соотношения (3) и определения 1 E−Φ ⋅Φ =
� � �

 можно найти обратный тензор
1−Φ

�
:

0 0 0

1 1 R
R R R z z z

z Re e e e e e e e
r r r

−
θ θ

′
Φ = − + +

′ ′
G G G G G G G G

�
.
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Из формулы (3) получаем выражение меры деформаций Коши – Грина
. TG = Φ Φ
� ��

:

( ) ( )0 0 0 0

2
2 2

2
ij

R R R R R z z R z z i j
rG r z e e z e e e e e e e e G e e
R θ θ′ ′ ′= + + + + + =

G G G G G G G G G G G G
�

, (4)

где 

2 2

2 2
0

0 0
0 1

R R
ij

R

r z z
G r R

z

⎛ ⎞′ ′ ′+
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟′
⎝ ⎠

, 1 Re e=
G G , 2e eθ=

G G , 
03 ze e=

G G .

С помощью (4) получим тензор деформаций Коши – Грина ( )1
2 G Eε = −

�� �
:

( ) ( ) ( )0 0

22 2
2

1 1 12 R R R R R z z R
rr z e e z e e e e e e

R θ θ
⎡ ⎤′ ′ ′ε = + − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

G G G G G G G G
�

. (5)

Опишем подход к нахождению полярного разложения аффинора деформаций [17]
U RΦ = ⋅

� ��
, (6)

где U
�

 – левая мера искажения, R
�

 – тензор поворота.
Для нахождения левой меры искажения U

�
 используем её связь с мерой G

�
 [17]:

2G U=
� �

.
Из последнего выражения следует

G G G
i i iU a a= λ � � �
G G

�
, (7)

где G
iλ �  – собственные значения меры Коши – Грина, G

ia �
G  – собственные векторы

меры Коши – Грина.
В предположении, что для определенных значений ( ) ( ) ( ), , 'Rr R r R z R′  най-

дены G
iλ �  и G

ia �
G , соответствующая левая мера искажения определяется форму-

лой (7).
Из (6) следует соотношение для тензора поворота R

�
:

1R U −= ⋅Φ
� ��

, (8)

где Φ
�

 определен формулой (3), а обратный тензор 1U −

�
 получим на основании (7):

1 1 G G
i iG

i

U a a− =
λ

� �
�

G G
�

.

Из приведенной схемы нахождения меры U
�

 при заданных
( ) ( ) ( ), , 'Rr R r R z R′ , а также выражения левого тензора Генки [17] lnUΓ =

� �
, тен-

зор Генки может быть найден в виде

( )ln G G G
i i ia aΓ = λ � � �
G G

�
. (9)

Отметим, что из выражения (4) для ijG  следуют упрощения относительно ви-
да собственных векторов меры G

�
:

0
01 1 1

zR
R za a e a e= +

G G G , 2a eθ=
G G  , 0

03 3 3
zR

R za a e a e= +
G G G . (10)
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Из формул (10) и (3) также можно сделать вывод, что компоненты левой меры
искажений U

�
, тензора поворота R

�
, левого тензора Генки Γ

�
 при диадах Re eθ

G G ,

Re eθ
G G , 

0ze eθ
G G , 

0ze eθ
G G  равны нулю. Аналогичные выводы из (3) – (5) справедливы для

тензоров Φ
�

, G
�

, ε
�

. Таким образом, любую рассмотренную меру описания де-
формированного состояния M

�
 можно представить в общем виде

0 0 0 0
0 0 0 0

z z Rz z RRR
R R z z R z z RM M e e M e e M e e M e e M e eθθ

θ θ= + + + +
G G G G G G G G G G

�
. (11)

В рамках дополнительного кинематического ограничения
r R= (12)

меры деформированного состояния могут быть записаны аналитически:

( ) ( )0 0 0 0

2

2

2 2

4

R R R R R z z R z z

R

z e e z e e e e e e
U e e

z
θ θ

′ ′+ + + +
= +

′ +

G G G G G G G G
G G

�
,

( ) ( )0 0 0 02

1 2
4

R R z z R R z z R
R

R e e e e z e e e e e e
z

θ θ′⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦
′ +

G G G G G G G G G G
�

, (13)

( ) ( )0 0 0 0
2

2

24
ln

2 4

R R R z z R z z RR R

R

z e e e e e e e ez z

z

⎛ ⎞ ′ − + +′ ′+ +⎜ ⎟Γ =
⎜ ⎟ ′ +⎝ ⎠

G G G G G G G G

�
.

Первый инвариант левого тензора Генки 11 22 33θ = Γ + Γ + Γ  в формуле (13),
характеризующий изменение объема, равен нулю. Таким образом, в случае нало-
жения кинематического ограничения (12) среду необходимо считать несжимае-
мой.

При необходимости могут быть конкретизированы и другие меры описания
деформированного состояния. Формулы данного пункта показывают, что компо-
ненты тензоров деформаций зависят от обобщенных перемещений, их производ-
ных, зависящих от радиальной координаты, и от самой радиальной координаты.

2. Определяющие соотношения и условия равновесия

Напряженное состояние среды может быть конкретизировано при известных
соотношениях, определяющих связи между напряжениями и деформациями.
В данной работе рассматриваются определяющие соотношения, подходы к по-
строению которых описаны в [17].

В качестве первого определяющего соотношения используется выражение для
энергетического тензора напряжений T

�
:

12T G KJ E= ε +�
� �

,  (14)

где G  – модуль сдвига; K  – модуль объемного расширения; 1J  – первый алгеб-
раический инвариант тензора деформаций Коши – Грина ε

�
 (5).

Тензор истинных напряжений Коши S
�

 связан с тензором T
�

 и может быть
представлен в виде

TgS TG= Φ ⋅ ⋅Φ
� � ��

, (15)

где T
�

 имеет вид (14), аффинор деформации Φ
�

 определен выражением (3).
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Следующим определяющим соотношением выбрана формулировка для «по-
вернутого» обобщенного тензора напряжений Коши Rσ

�
[17]:

2R G K Eσ = Γ + θ�
��

,  (16)

где Γ�  – девиатор левого тензора деформаций Генки, определенного форму-
лой (9).

Для кинематического ограничения (12) применяется определяющее соотноше-
ние [17] для несжимаемого материала

( )02R G R Eσ = Γ + σ�
��

,  (17)

где 0σ  – гидростатическое напряжение.
Для определяющих соотношений (16), (17) тензор истинных напряжений Ко-

ши вычисляется по следующей формуле [17]:

1
R

gS R RG
−= ⋅σ ⋅
� �� �

,  (18)

где R
�

 определяется соотношением (8).
Диадное представление S

�
 имеет вид

( )0 0 0
0 0 0 0

z z RzRR
R R z z R z z RS s e e s e e s e e s e e e eθθ

θ θ= + + + +
G G G G G G G G G G

�
,  (19)

компоненты тензора S
�

 зависят от перемещений ( )r R , ( )Rz R , их производных и
радиальной координаты R .

Для кинематического ограничения (12) r R=  и определяющего соотношения
(17) с учетом (18) тензор напряжений S

�
 можно записать аналитически:

( ) ( )0 0 0 0

2

02

44 ln
2 24

R R R
R R z z R z z R

R

z z zGS e e e e e e e e E
z

⎛ ⎞′ ′ ′+ + ⎡ ⎤⎜ ⎟= − + + + + σ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦′ + ⎝ ⎠

G G G G G G G G
��

. (20)

Отметим, что гидростатическое напряжение 0σ  входит только в диагональные
компоненты тензора напряжений (20).

Ввиду отсутствия в постановке задачи массовых сил уравнение равновесия
примет вид [19]

0S∇ ⋅ =
GG

�
,

где 
x

i
i

∂
∇ =∋

∂

G G  – оператора Гамильтона в актуальном базисе.

Рассмотрев выражение (19) и найдя производные 
xi
S∂

∂
� , с учетом (2) получаем

уравнение равновесия в виде
0 0

0

1 1 0
Rz RzRR RR

r z
ds s s ds sS e e

r dR r r dR r

θθ ⎛ ⎞⎛ ⎞−
∇ ⋅ = + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

GG G G
�

.

Для решения задачи и интерпретации результатов удобнее работать с безраз-
мерными переменными. Введём переменную 1R Rρ =  и безразмерный тензор
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напряжений Коши ( ) ( )2S Gρ
�

 (далее S
�

). Запишем безразмерные уравнения рав-
новесия в координатной форме:

0 0

1 0,

1 0.

RR RR

Rz Rz

ds s s
r dR r

ds s
r d

θθ⎧ −
+ =⎪⎪ ′

⎨
⎪ + =
⎪ ′ ρ ρ⎩

(21)

Рассмотрим постановку задачи в случае, когда накладывается дополнительное
кинематическое ограничение (12) r = ρ . Тогда уравнения равновесия сводятся к
системе

0 0

0,

0.

RR RR

Rz Rz

ds s s
d

ds s
d

θθ⎧ −
+ =⎪ ρ ρ⎪

⎨
⎪ + =⎪ ρ ρ⎩

(22)

Второе уравнение данной системы является обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением первого порядка относительно компоненты 0Rzs  и позволяет не-

зависимо от первого уравнения найти 0Rzs  в виде 0Rz cs =
ρ

  с точностью до про-

извольной постоянной.

3. Граничные условия и разрешающее уравнение

Сформулируем естественные для рассматриваемой модели граничные условия
в перемещениях. На внутреннем радиусе осевые перемещения отсутствуют, а на
внешнем достигается осевое смещение zh . Значения функции ( )r ρ  на внешнем

1 1 1R̂ R R=  и внутреннем 2 2 1R̂ R R=  безразмерных начальных радиусах совпа-
дают с соответствующими значениями этих радиусов. В безразмерных перемен-
ных данные граничные условия принимают вид

( )2
ˆ 0Rz R = , ( )1

ˆ
R zz R h= ; (23)

( )2 2
ˆ ˆr R R= , ( )1 1

ˆ ˆr R R= . (24)

Таким образом, система уравнений равновесия (21) с формулировкой тензора
истинных напряжений Коши в виде (15) или (18) для определяющих соотношений
(14) или (16) и граничные условия (23), (24) образуют краевую задачу с нелиней-
ными обыкновенными дифференциальными уравнениями второго порядка отно-
сительно неизвестных функций перемещений ( )r ρ , ( )Rz ρ .

Как было отмечено, использование кинематического ограничения (12) r = ρ
приводит к необходимости использовать определяющее соотношение для несжи-
маемых материалов (17) и появлению неизвестной функции – гидростатического
напряжения ( )0σ ρ . Однако если рассмотреть второе уравнение системы (22), то с
учётом выражения (20) для S

�
 получим обыкновенное дифференциальное уравне-

ние второго порядка относительно неизвестного перемещения ( )Rz ρ :
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( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2

2

2 4

4 2

R R
R

R R R

arcsh z z
z

z z arcsh z

′ ′ρ ρ +
′′ ρ = −

⎡ ⎤′ ′ ′ρ ρ + − ρ ρ⎢ ⎥⎣ ⎦

. (25)

Таким образом, для несжимаемого материала задача сводится к краевой для
дифференциального уравнения (25) с  граничными условиями (23). Решение дан-
ной задачи позволит полностью конкретизировать деформированное состояние
цилиндра, а также сдвиговые напряжения 0Rzs  формулы (20).

4. Численный метод

Рассмотрим особенности численного метода на примере краевой задачи (23),
(25), полученной для кинематического ограничения (12) относительно функции

( )Rz ρ .

Область значений радиальной координаты 2 1
ˆ ˆ,R R⎡ ⎤ρ ∈ ⎣ ⎦  разбивается на после-

довательность дискретных значений с постоянным шагом h :

1 2
2

ˆ ˆ
ˆ , 0,..., ,i

R R
R ih i n h

n
−

ρ = + = = . (26)

Точки 0 , nρ ρ  будем называть граничными, прочие точки – внутренними. Про-

изведем аппроксимацию производных, входящих в (25) с точностью ( )2O h :

а) во внутренних точках используем выражения:

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 21 1

21 1
2

,
2 2

2
;

i i

i

i

R R R Ri i
R R i

R R Ri i i
R R i

z z z z
z z O h

h h
z z z

z z O h
h

+ −ρ=ρ ρ=ρ + −
ρ=ρ

+ −
ρ=ρ

− −
′ ′= = = +

− +
′′ ′′= = +

(27)

б) на левой граничной точке

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

20 1 2
0

20 1 2 3
0 2

3 4
,

2
2 5 4

;

R R R
R R

R R R R
R R

z z z
z z O h

h
z z z z

z z O h
h

ρ=ρ

ρ=ρ

− + −
′ ′= = +

− + −
′′ ′′= = +

(28)

в) на правой граничной точке

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21 2

21 2 3
2

3 4
,

2
2 5 4

.

n

n

R R Rn n n
R R n

R R R Rn n n n
R R n

z z z
z z O h

h
z z z z

z z O h
h

− −
ρ=ρ

− − −
ρ=ρ

− +
′ ′= = +

− + −
′′ ′′= = +

(29)

Используя (26) – (29), запишем уравнение равновесия (25) для каждой внутрен-
ней точки. Дополняя эту систему граничными условиями (23), получаем замкнутую
систему нелинейных уравнений. Процесс нахождения решения этой системы реали-
зован итерационным численным методом Левенберга – Марквардта [20, 21].

В качестве начального приближения для функции Rz  использовалось анали-
тическое решение задачи осевого сдвига несжимаемого материала из линейной
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теории упругости:
( )2

1 2

ˆln ln
ˆ ˆln ln

z
R

h R
z

R R

ρ −
=

−
. (30)

Записав соотношения для функции ( )r ρ , аналогичные (27) – (29), решаем
краевую задачу для системы уравнений равновесия (21) с формулировкой тензора
истинных напряжений Коши в виде (15) или (18) и граничными условиями (23),
(24). В качестве начального приближения для ( )r ρ  используем зависимость
r = ρ .

5. Результаты

С помощью авторского программного комплекса были получены решения для
осевого сдвига полого цилиндра в рамках трех постановок:

a) краевой задачи для системы уравнений (21) с граничными условиями (23),
(24), тензора истинных напряжений вида (15), соответствующего определяющему
соотношению сжимаемого материала в виде (14) 12T G KJ E= ε +�

� �
;

b) краевой задачи для системы уравнений (21) с граничными условиями (23),
(24), тензора истинных напряжений вида (18), соответствующей определяющему
соотношению сжимаемого материала (15) 2R G K Eσ = Γ + θ�

��
;

c) краевой задачи для уравнения (25) с граничными условиями (23), получен-
ная в рамках кинематического допущения (12) r = ρ  с определяющим соотноше-
нием (17) 02R G Eσ = Γ + σ�

��
.

Все расчеты произведены для цилиндра с геометрическими характеристиками
2 0.6R = , 1 1R = . Также было принято 100K G= .
Приведем зависимость ( )Rz ρ  для перемещения 0.5 на внешней обойме (рис. 1).

Таким образом, перемещения для расчетов b, c практически совпадают, однако
очевидно несовпадение результатов постановок a и b.

Также существенные различия результатов постановок a, b будем наблюдать,
если рассмотрим радиальные перемещения (для перемещения 0.5 внешней обой-
мы) (рис. 2).

Для расчетов a, b, c приведем графики сдвигового напряжения ( )0Rzs ρ  для пе-
ремещения 0.05 на внешней обойме (рис. 3)

Как следует из рис. 3, зависимости компоненты 0Rzs  от радиальной координа-
ты для расчетов b, c практически совпадают, однако существенно отличаются от
расчета a.

 Найдем значения силы ( )zF h , приложенной к внешней обойме, которую
можно наблюдать в эксперименте. Сила F  в безразмерном виде, приходящаяся
на единицу высоты цилиндра (в качестве таковой возьмем значение 1R̂ ), сводится
к выражению

( )02
1 1

ˆ ˆ2 RzF R s R= π .

Приведем графики зависимости силы ( )zF h от перемещения внешней обоймы
для расчетов a, b, c (рис. 4).
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Рис. 1. Зависимости осевого перемещения zR
от радиальной координаты для расчетов a, b, c

Fig. 1. Axial displacement zR as a function
of the radial coordinate for calculations (a), (b), and (c)
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Рис. 2. Радиальное перемещение для расчетов a, b
Fig. 2. Radial displacement for calculations (a) and (b)
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Рис. 3. Зависимости компоненты 0Rzs
от радиальной координаты для расчетов a, b, c

Fig. 3. Component 0Rzs  as a function
of the radial coordinate for calculations (a), (b), and (c)
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Рис. 4. Зависимость ( )zF h  для расчетов a, b, c

Fig. 4. Functional dependency ( )zF h  for calculations (a), (b), and (c)
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Очевидны различия в поведении зависимости F(hz) от выбора определяющего
соотношения. Таким образом, сравнивая модельные и экспериментальные зави-
симости, F(hz), можно сделать выводы об адекватности представления материала
выбранным определяющим соотношенияем.
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An attempt to validate the accuracy of the defining relations of nonlinear theory of elasticity is
made using the model of static axial strain of a hollow cylinder. A closed system of nonlinear
differential equations for two unknown functions is obtained. The first function describes the
cylinder points’ movement in the radial direction, and the second, in the axial direction.
Displacements of the inner and outer surfaces of the cylinder are specified as boundary
conditions. A difference scheme for resulting system transition to a system of nonlinear equations
is described. The dependences of the axial force on the outer holder displacement are obtained for
three quasilinear defining relations. In the first case, the energy stress tensor is related to the
Cauchy – Green deformation tensor. In the second case, the «rotated» tensor of true stresses and
the Hencky tensor are used. In the third case, the incompressibility condition is imposed. It is
shown that the dependence of the axial force on the axial displacement of the outer cylinder
surface significantly depends on the defining relation chosen. The obtained dependencies can be
used to verify the reliability of the defining relations.
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