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Последовательно-параллельный граф— это граф, не содержащий в качестве ми-
нора полный граф с четырьмя вершинами. Такие графы используются при по-
строении надёжных коммуникационных сетей. Получена явная формула для чис-
ла помеченных последовательно-параллельных тетрациклических графов с задан-
ным числом вершин. Доказано, что при равномерном распределении вероятностей
вероятность того, что помеченный тетрациклический блок является последова-
тельно-параллельным графом, асимптотически равна 3/11.
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A series-parallel graph is a graph that does not contain a complete graph with four
vertices as a minor. Such graphs are used in the construction of reliable communica-
tion networks. Let TB(n) be the number of labeled series-parallel tetracyclic blocks

with n vertices. The formula TB(n) =
n!

80640
(n5 + 30n4 + 257n3 + 768n2 + 960n +

+ 504)

(
n− 3

3

)
is obtained. It is proved that with a uniform probability distribution,

the probability that the labeled tetracyclic block is a series-parallel graph is asymp-
totically 3/11.
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Введение
Рассматриваются неориентированные простые связные графы.
Точкой сочленения связного графа называется его вершина, после удаления кото-

рой вместе с инцидентными ей рёбрами граф становится несвязным. Блок— это связ-
ный граф без точек сочленения, а также максимальный связный нетривиальный под-
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граф, не имеющий точек сочленения. Граф называется последовательно-параллель-
ным, если он не содержит минора, являющегося полным графом K4 [1]. Цикломати-
ческим числом связного графа называется увеличенная на единицу разность между
числом рёбер и вершин графа. k-Циклический граф — это граф с цикломатическим
числом k.

Последовательно-параллельные графы используются при построении надёжных
коммуникационных сетей [2]. Целый ряд задач алгоритмической теории графов, явля-
ющихся NP-полными для произвольных графов, может быть решён полиномиальными
алгоритмами в классе последовательно-параллельных графов [3].

В [1] найдена асимптотика для чисел помеченных связных и 2-связных последо-
вательно-параллельных графов с большим количеством вершин. В [4] перечислены
помеченные последовательно-параллельные связные графы и блоки по числу вершин.
В [5] найдены числа помеченных последовательно-параллельных трициклических бло-
ков с заданным числом вершин. В данной работе получена явная формула для чис-
ла помеченных последовательно-параллельных тетрациклических блоков с заданным
числом вершин.

1. Перечисление графов
Теорема 1. Число TB(n) помеченных последовательно-параллельных тетрацик-

лических блоков с n вершинами при n > 6 равно

TB(n) =
n!

80640
(n5 + 30n4 + 257n3 + 768n2 + 960n+ 504)

(
n− 3

3

)
. (1)

Доказательство. Гомеоморфный тип— это общий граф (возможно, содержа-
щий петли или кратные рёбра) без вершин степени 2, из которого все графы из за-
данного класса гомеоморфных графов получаются вставкой вершин степени 2 [6, 7].
Из 17 гомеоморфных типов тетрациклических блоков из списка Хипа только 6 не яв-
ляются последовательно-параллельными графами [8]. Диаграммы этих блоков пред-
ставлены на рис. 1.
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Рис. 1

Пусть H — гомеоморфный тип с a вершинами, b ребрами, b0 петлями, bi —число
пучков рёбер кратности i, A(H) —порядок вершинно-рёберной группы автоморфиз-
мов графа H. Тогда число помеченных графов Cn с n вершинами и гомеоморфным
типом H равно [7, лемма 2]

Cn =
n!

2b0A(H)
Coefxn−a

x
b+b0−

b∑
i=1

bi b∏
i=1

(x+ i(1− x))bi

(1− x)b
.
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В нашем случае имеем
1) a = 4, b = 7, A(H) = 8, b0 = 0, b1 = 5, b2 = 1,

C1,n =
n!

8
Coefxn−4

x(x+ 2(1− x))

(1− x)7
=
n!

8
Coefxn−4

( x2

(1− x)7
+ 2

x

(1− x)6

)
.

С помощью известного разложения [9, с. 709]

(1− w)−m−1 =
∞∑
n=0

(
m+ n

m

)
wn

получим

C1,n =
n!

8
Coefxn−4

(
∞∑
k=0

(
k + 6

6

)
xk+2 + 4

∞∑
k=0

(
k + 5

4

)
xk+1

)
=
n!

8

((
n

6

)
+ 2

(
n

5

))
.

Аналогично для остальных гомеоморфных типов графов:
2) a = 5, b = 8, A(H) = 4, b0 = 0, b1 = 6, b2 = 1,

C2,n =
n!

4
Coefxn−5

x(x+ 2(1− x))

(1− x)8
=

=
n!

4
Coefxn−5

(
∞∑
k=0

(
k + 7

7

)
xk+2 + 2

∞∑
k=0

(
k + 6

6

)
xk+1

)
=
n!

4

((
n

7

)
+ 2

(
n

6

))
;

3) a = 5, b = 8, A(H) = 8, b0 = 0, b1 = 8,

C3,n =
n!

8
Coefxn−5

1

(1− x)8
=
n!

8
Coefxn−5

(
∞∑
k=0

(
k + 7

7

)
xk
)

=
n!

8

(
n+ 2

7

)
;

4) a = 6, b = 9, A(H) = 8, b0 = 0, b1 = 7, b2 = 1,

C4,n =
n!

8
Coefxn−5

x(x+ 2(1− x))

(1− x)8
=

=
n!

4
Coefxn−6

(
∞∑
k=0

(
k + 8

8

)
xk+2 + 2

∞∑
k=0

(
k + 7

7

)
xk+1

)
=
n!

8

((
n

8

)
+ 2

(
n

7

))
;

5) a = 6, b = 9, A(H) = 12, b0 = 0, b1 = 9,

C5,n =
n!

12
Coefxn−6

1

(1− x)9
=
n!

12
Coefxn−6

(
∞∑
k=0

(
k + 8

8

)
xk
)

=
n!

12

(
n+ 2

8

)
;

6) a = 6, b = 9, A(H) = 72, b0 = 0, b1 = 9,

C6,n =
n!

72
Coefxn−6

1

(1− x)9
=
n!

12
Coefxn−6

(
∞∑
k=0

(
k + 8

8

)
xk
)

=
n!

72

(
n+ 2

8

)
.

Таким образом, число C̄n не последовательно-параллельных блоков равно

n!

8

((
n

6

)
+ 2

(
n

5

))
+
n!

4

((
n

7

)
+ 2

(
n

6

))
+
n!

8

(
n+ 2

7

)
+

+
n!

8

((
n

8

)
+ 2

(
n

7

))
+
n!

12

(
n+ 2

8

)
+
n!

72

(
n+ 2

8

)
.
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Пусть u(n, n + 3) —число помеченных блоков с n вершинами и n + 3 рёбрами (тетра-
циклических блоков). Э. Райт получил формулу [10]

u(n, n+ 3) =
n!

720

(
220

(
n+ 3

8

)
+ 275

(
n+ 2

+

)
120

(
n+ 1

6

)
− 30

(
n

5

)
−

−117

(
n− 1

4

)
− 126

(
n− 2

3

)
− 72

(
n− 3

2

))
.

Вычитая из числа всех тетрациклических блоков число тетрациклических не по-
следовательно-параллельных блоков и приводя подобные члены, найдём TB(n):

TB(n) = u(n, n+ 3)− C̄n =
n!

720

(
220

(
n+ 3

8

)
+ 185

(
n+ 2

7

)
+ 120

(
n+ 1

6

)
−

−210

(
n

5

)
− 117

(
n− 1

4

)
− 126

(
n− 2

3

)
− 72

(
n− 3

2

)
− 450

(
n

6

)
−

−360

(
n

7

)
− 90

(
n

8

)
− 70

(
n+ 2

8

))
.

Полученное выражение для TB(n) ненамного длиннее формулы Райта для u(n, n+ 3)
и пригодно для вычисления. Представляя биномиальные коэффициенты в виде мно-
гочленов от n, после приведения подобных членов и выделения линейных множителей
в полученном многочлене найдём компактную формулу (1).

2. Асимптотика и вероятность

Так как
(
n

k

)
∼ nk

k!
при n→∞ и фиксированном k, из (1) получаем

Следствие 1. При n→∞ верно асимптотическое равенство

TB(n) ∼ n8

483840
n! .

Зададим на множестве помеченных тетрациклических блоков с n вершинами рав-
номерное распределение вероятностей.

Следствие 2. Пусть Pn — вероятность того, что помеченный тетрациклический
блок с n вершинами является последовательно-параллельным графом. При n → ∞
верна асимптотика Pn ∼

3

11
.

Доказательство. Очевидно, для u(n, n + 3) при n → ∞ имеем асимптотику

u(n, n+ 3) ∼ 11n8

36 · 8!
n!. Поэтому Pn =

TB(n)

u(n, n+ 3)
∼ 3

11
при n→∞.

В таблице представлены числа TB(n), вычисленные с помощью теоремы 1 и пакета
программ Maple.

n 6 7 8 9 10 11
TB(n) 1215 55461 1722840 46312560 1171648800 29004544800
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