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Вычисляется стационарное распределение системы массового обслуживания, в которой интенсивность 

пуассоновского входного потока является марковским процессом, останавливающимся в некоторых 

состояниях. Исследуется зависимость стационраного распределения в системе от начального состояния 

входного потока. Показывается, что подобная модель случайной среды идентична модели разорения игрока, 

а ее исследование сводится к решению дискретного аналога задачи Дирихле и использованию известных 

формул для стационарных распределений числа заявок в системе обслуживания с постоянной интенсивностью 

входного потока. 

Ключевые слова: система массового обслуживания; пуассоновский входной поток с останавливающейся ин-

тенсивностью; задача Дирихле; игра на разорение игрока. 

 

Моделям массового обслуживания в случайной среде посвящено большое количество работ, 

затрагивающих как теоретические, так и прикладные аспекты (см., напр.: [1–7]). В этих работах 

основное внимание уделяется вычислению и анализу стационарных распределений, не зависящих от 

начального состояния. Однако появляются и другие модели, в которых случайный процесс, 

определяющий состояние среды, развивается на отрезке с отражающими и поглощающими концами 

(см., напр.: [8]). Стационарное распределение таких процессов уже зависит от начального состояния. 

В настоящей работе рассматривается наиболее простой вариант подобной модели случайной среды  

с помещенной в нее системой массового обслуживания. Вычисляется стационарное распределение 

системы массового обслуживания в такой случайной среде и исследуется ее зависимость от 

начального состояния. Показывается, что подобная модель случайной среды идентична модели 

разорения игрока, а ее исследование сводится к решению дискретного аналога задачи Дирихле [9. 

Гл. II, § 2–7] и использованию известных формул для стационарных распределений числа заявок  

в системе обслуживания с постоянной интенсивностью входного потока. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим одноканальную систему массового обслуживания | |1|M M   с бесконечным чис-

лом мест ожидания и интенсивностью обслуживания  . Случайный поцесс ( ),t  характеризующий 

интенсивность входного потока, задается марковской цепью , = 0,1,...,kz k  с множеством состояний 

{0,..., }.N  Марковская цепь , = 0,1, ,kz k  описывает игру на разорение игрока [10. Гл. I, § 9]) и 

определяет кусочно-постоянный случайный процесс ( ) = , < 1, = 0,1,...kz t z k t k k   Случайный про-

цесс ( ) = ( ( )) > 0, 0,t z t t    с множеством состояний { (0),..., ( )}N   является марковским, 

( ) ( ),i j   .i j  Система массового обслуживания | |1|M M   с так определенной интенсивностью 

входного потока ( )t  будет обозначаться M. 
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Рассмотрим марковский процесс ( ( ), ( )), 0,z t k t t   характеризующий случайную интенсивность 

входного потока и случайное число заявок в системе М в момент времени .t  Далее предполагаем, что 

выполняются неравенства  

 (0) < ,..., ( ) < .N     (1) 

Нашей задачей является вычисление стационарного распределения второй компоненты )(tk  этого 

процесса. 

Очевидно, что стационарное распределение марковской цепи , = 0,1,...,kz k  зависит от 

начального состояния 0.z  На первый взгляд, эта зависимость затрудняет решение поставленной 

задачи. Однако аналогия марковской цепи , = 0,1,...,kz k  с процессом, описывающим игру на разоре-

ние игрока, позволяет, наоборот, существенно упростить вычисление стационарного распределения 

процесса в системе M. Решение данной задачи может быть сведено к решению дискретного аналога 

уравнения Дирихле и к использованию известных формул для стацинарного распределения процесса 

обслуживания в системе с постоянной интенсивностью входного потока. 

 

2. Стационарное распределение марковской цепи 
kz  

 

Рассмотрим марковскую цепь , = 0,1,...,kz k  с множеством состояний {0,1,..., },N  с ненулевыми 

элементами матрицы , , =0=|| ||Ni j i j   переходных вероятностей  

 , 1 , 1 0,0 ,= , = , = 1, , 1, = = 1, 0 < < 1, = 1 .i i i i N Np q i N p q p        (2) 

Всюду далее вероятность 
0
( )zP A  обозначает вероятность события A  при условии, что марковская 

цепь , = 0,1,...,kz k  принимает начальное значение .0z  Обозначим  

1

0 0 0 0 0=1

( ) = ( = ), ( ) = ( = 0) ( = ),
N

z z k z z k z k
z

k P z z k P z P z N


    

очевидно, что справедливо соотношение  

 
0 0

( ) ( ) =1.z zk k   (3) 

Формулы (2), (3) выполняются при любом 0 = 0,..., .z N  

Из соотношений (2) следуют неравенства  

0 1
0 0
( = 0) ( = 0) ...,z zP z P z   

0 1
0 0

( = ) ( = ) ...z zP z N P z N  , 

и значит существуют пределы  

0 0 0 0
( = 0) = (0), ( = ) = ( ),lim limz k z z k z

k k

P z P z N N
 

   

удовлетворяющие соотношению  

0 0 0
( ) = (0) ( ) 1.lim z z z

k

k N


     

Очевидно, что при = < 1N Np q   выполняется соотношение  

0 0 0
( ) (( 1) ) ( )z z zk N k N k N      , 

и значит  

0 0
(( 1) ) ( ) , =1,2,z zk N k N k      

Отсюда получаем предельное соотношение   

 
0

( ) = 0.lim z
k

k


  (4) 
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Из формул (3), (4) следует предельное соотношение  

 
0 0 0

( ) = (0) ( ) =1.lim z z z
k

k N


    (5) 

Из определения марковской цепи , = 0,1,...,kz k  следует, что 
0

(0)z  – это вероятность того, 

что, выходя из состояния 0 ,z  марковская цепь , = 0,1,...,kz k  когда-нибудь попадет в состояние 0.  

Поэтому 
0

(0)z  можно интерпретировать как вероятность разорения игрока с начальной суммой 0z  

с вероятностью выигрыша p, вероятностью проигрыша q и суммой выигрыша в игре N. 

Тогда функция 
0

(0)z  удовлетворяет системе линейных алгебраических уравнений  

 1 1 0 0
0 0 0
(0) = (0) (0), =1,..., 1, (0) =1, (0) = 0.z z z Np q z N         (6) 

Используя известные формулы для вероятности разорения игрока [10. Гл. I, § 9], можно выписать 

следующие соотношения: 

 
0

0
0

0 0

( / ) ( / )
(0) = , ; (0) =1 , = ; = 0,..., ,

1 ( / )

z N

z zN

zp q p q
p q p q z N

Np q


   


 (7) 

В свою очередь, из формулы (5) следует, что вероятность выигрыша  

 
0 0

( ) =1 (0).z zN   (8) 

Распределение 
0 0
(0),..., ( )z z N   является стационарным распределением марковской цепи 

, = 0,1,...,kz k  с начальным состоянием 0.z  Это распределение сосредоточено в точках 0, N, которые 

являются поглощающими для данной цепи. Отсюда следует, что цепь , = 0,1,...,kz k  при любом 

начальном условии 0 = 0,...,z N  имеет стационарное распределение. Однако эта цепь не является эр-

годической, так как ее стационарное распределение зависит от начального условия. Этими же свой-

ствами обладает кусочно-постоянный процесс ( ),z t  определяемый по марковской цепи , = 0,1,...,kz k  

и задающий интенсивность входного потока ( ) = ( ( ))t z t   системы массового обслуживания M.  

 

3. Стационарное распределение числа заявок в системе массового обслуживания M 

 

При начальном условии 0(0) =z z  стационарное распределение процесса ( ) = ( ( ))t z t   удовле-

творяет соотношениям  

0 0 0 0
lim ( ( ( )) = (0)) = (0), lim ( ( ( )) = ( )) = ( ).
 

     z z z z
t t

P z t P z t N N  

Иными словами, случайный процесс ( )t  имеет на множестве состояний {0,..., }N  двухточеч-

ное стационарное распределение 
0 0

( ( ) (0)) = (0), ( ( ) ( )) = ( ),z zP t P t N N       зависящее от 

начального состояния 0.z  Причем процесс ( ),t  попадая в состояние (0)  (попадая в состояние 

( )N ), останавливается в нем и далее не меняется. 

Перейдем теперь к вычислению предельного распределения числа заявок в системе M при 

условии (1). Известно, что стационарное распределение ( )p k  числа заявок в системе | |1|M M   при 

постоянной интенсивности входного потока λ и интенсивности обслуживания μ удовлетворяет 

соотношениям  

 ( ) = (1 ) , = 0,1,..., = <1.kp k k


  


 (9) 

Обозначим 
(0) ( )

(0) = <1, ( ) = <1,
N

N
 

 
 

 тогда стационарное распределение 
0
( ), = 0,1,...,zP k k  

числа заявок в системе массового обслуживания M удовлетворяет равенству  

 
0 0 0

( ) = (0)(1 (0)) (0) ( )(1 ( )) ( ), = 0,1,...k k
z z zP k N N N k       (10) 
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Если предположить, что ( ), = 0,..., ,A i i N  – начальное распределение случайной величины ,0z  

то тогда вследствие формулы (10) стационарное распределение ( ), = 0,1,...,k k  числа заявок в 

системе обслуживания M имеет вид: 

 
=0

( ) = ( ) (0)(1 (0)) (0) ( )(1 ( )) ( ) , = 0,1,
N

k k
i i

i

k A i N N N k         
 (11) 

Заметим, что если (1) = ... = ( 1) = 0,A A N   то для существования стационарного распределения 

достаточно потребовать (0) < , ( ) < .N      

 

Заключение 

 

Перечислим теперь возможные обобщения полученных результатов. От простейшей однока-

нальной системы | |1|M M  , лежащей в основе модели M, можно перейти к многоканальным си-

стемам, системам с отказами, к открытым сетям массового обслуживания. Марковская цепь 

, = 0,1,...,kz k  определяющая интенсивность входного потока, может быть заменена случайным про-

цессом с непрерывным временем, например диффузионным процессом с поглощениями или частичны-

ми поглощениями и отражениями в концах некоторого отрезка. Эта марковская цепь может определять 

не только интенсивность входного потока, но и интенсивность обслуживания. Тогда вероятность попа-

дания марковской цепи , = 0,1,...,kz k  удовлетворяет дискретному аналогу уравнения Дирихле и  

может быть решена известными методами теории вероятностей и математической физики. Можно 

также по стационарному распределению процесса ( ), 0,k t t   числа заявок в системе массового об-

служивания M (оцениваемому, например, по наблюдениям) определить начальное состояние 0z  про-

цесса ( ), 0,z t t   характеризующего интенсивность входного потока в начальный момент времени. 
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Consider a single server queuing system with an infinite number of waiting places and service intensity representing by some 

random process. A Markov chain with many states defines the process characterizing the intensity of the input flow. The Markov 

chain describes a game of player ruin and defines a piecewise constant random process with many states which is Markov process.  

A queuing system with so defined input flow rate will be denoted M. 

Consider the Markov process characterizing the random intensity of the input flow and the random number of customers in the 

system at a time. Then assume that the following inequalities are satisfied: (0) < ,..., ( ) < ,N     ( ) ( ), .i j i j     Our task is to 

calculate the stationary distribution of the process, describing a number of customers in the system M. 

It is obvious that the stationary distribution of the Markov chain depends on the initial state At first glance, this dependence 

makes it difficult to solve the problem. However, the analogy of the Markov chain process, describing the game to ruin the player, on 

the contrary, simplifies the computation of the stationary distribution of the process in the system M. The solution of this problem 

can be reducing to the solution of a discrete analogue of the Dirichlet equations. Then it is possible to use well-known formulas for 

stationary distribution service process in the system with a constant intensity of the input flow. 

Consider a Markov chain with a set of states with nonzero elements of the transition probability matrix  

 , 1 , 1 0,0 ,= , = , =1, , 1, = =1, 0 < <1, =1 .i i i i N Np q i N p q p        (1) 

Everywhere further, probability 
0

( )zP A
 
denotes the probability of an event A provided that the Markov chain , = 0,1,...,kz k  takes 

the initial value 0.z  Denote  

1

0 0 0 0 0=1

( ) = ( = ), ( ) = ( = 0) ( = ).
N

z z k z z k z k
z

k P z z k P z P z N


    

It is obvious that the following relation is valid  

 
0 0

( ) ( ) = 1.z zk k    (2) 

Formulas (1), (2) are true at any 0 = 0,..., .z N  Denote 
(0) ( )

(0) = < 1, ( ) = < 1,
N

N
 

 
 

 then stationary distribution 
0

( ),zP k  

= 0,1,...,k  of a number of customers in the queuing system M satisfies the equality  

0 0 0
( ) = (0)(1 (0)) (0) ( )(1 ( )) ( ), = 0,1,...k k

z z zP k N N N k       
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