
 

 24

УДК 515.12 
М.С. Кобылина 

 
ЛОКАЛЬНО РАВНОМЕРНО ВЫПУКЛАЯ НОРМА НА C(K), 

ГДЕ K − ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКИЙ КВАДРАТ 
 

Доказано существование эквивалентной локально равномерно выпуклой нормы на пространстве C(K), где K − лексико-
графический квадрат. 

 
В данной статье рассматривается теорема сущест-

вования эквивалентной локально равномерно выпуклой 
нормы  на пространстве )(КС , где −К  лексикографи-
ческий квадрат. 

Будем использовать стандартные обозначения, где 
−Q  множество рациональных чисел. Определим про-

странство )(0 Γc : пусть { } Γ∈αα= xx , точка )(0 Γ∈cx , 

если для любого 0>ε  ε≥αx  лишь для конечного 
числа элементов. 

Обозначим окрестности точек  на лексикографиче-
ском квадрате в топологии, индуцированной порядком: 

− окрестности точек )0,(x , 0>x  
 

{ }∪∈ηδ<ξ−<∈ηξ=δ ]1,0[,0/]1,0[),()( 2
)0,( xO x  

{ },,/]1,0[),( 2 δ<η=ξ∈ηξ∪ x  

{ }δ<η=ξ∈ηξ=δ ,0/]1,0[),()( 2
)0,0(O ; 

− окрестности точек )1,0(],1,0[),,( ∈∈ yxyx : 

{ }δ<−η=ξ∈ηξ=δ yxO yx ,/]1,0[),()( 2
),( ; 

− окрестности точек 1),1,( <xx : 

{ }∪∈ηδ<−ξ<∈ηξ=δ ]1,0[,0/]1,0[),()( 2
)1,( xO x  

{ }δ−>η=ξ∈ηξ∪ 1,/]1,0[),( 2 x , 

{ }.1,1/]1,0[),()( 2
)1,1( δ<η−=ξ∈ηξ=δO  

ПЕРЕНОРМИРОВКА ПРОСТРАНСТВА НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
НА ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКОМ КВАДРАТЕ 

 
Используя результаты статьи Зизлера [1] и следуя 

примеру построения локально равномерно выпуклой 
нормы на C(D), где D − пространство «две стрелки»[2], 
докажем, что на пространстве C(K), где K − лексико-
графический квадрат, существует эквивалентная норма. 

Теорема. Пусть задано пространство C(K) с нормой 
равной )(sup xff

Kx∈
= , где K − лексикографический ква-

драт. Тогда на C(K) существует эквивалентная пер-
воначальной локально равномерно выпуклая норма. 

Доказательство. Из [1] следует, что для существо-
вания локально равномерно выпуклой нормы нам дос-
таточно построить на пространстве С(K) семейство 
линейных ограниченных операторов ),()(: КСКСP →α  

Γ∈α , обладающее свойствами: 

1. Образ отображения Т, определенного формулой 
)(,)()( КСxxPTx ∈= γγ , лежит в )(0 Γc ; 

2. Если )(КСx∈ , то { } Γ∈∈ αα xPspx ; 
3. ( ))(XСPα  − сепарабельны (и, следвательно, име-

ют эквивалентную локально равномерно выпуклую нор-
му) для любого Γ∈α . 

Пусть },{ NkrA k ∈=  − нумерация чисел )1,0(∩Q . 

Определим { }xyQyx >∩∈=∆ :)1,0(),( 2 . 
Положим Γ , равное объединению пяти множеств 

Гi, ,51 ≤≤ i  где )}0,0{(1 =Γ , ∆×=Γ ]1,0[2 , 

}1{]1,0[3 ××=Γ A , ∆×=Γ }1{4  и ]1,0[}0{ 2
5 ××=Γ A . 

Для каждого iΓ  определим следующие операторы: 
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Данное семейство операторов удовлетворяет условиям 
(1) − (3). Покажем это. Т.к. функция f непрерывна, то она 

непрерывна в каждой точке, следовательно, для 0>ε  су-
ществует 10 10 <η<ξ< , такие, что колебание функции 
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),( yxf  в окрестностях )( 0)1,0( ξO и )1( 1)0,1( η−O  меньше ε . 
Далее, для каждой точки )1,0(∈ξ  аналогично мо-

жем выбрать ,, ξξ ζη так, что 10 <ζ<η< ξξ , чтобы в 
окрестностях )()0,( ξξ η−ξO  и )()1,( ξ−ζξξO  колебание 
функции ),( yxf  было меньше ε . 

Мы получили относительно открытое покрытие ком-
пакта [0, 1] множествами ]1,(),,0[ 10 ηξ  и ),( ξξ ζη  для 

10 <ξ< , из него можно извлечь конечное подпокры-

тие: ]1,(),,0[ 10 ηξ  и li
ii

,0),,( =ζη ξξ  так, чтобы в окре-

стностях )( 0)1,0( ξO , )1( 1)0,1( η−O , li ,0= : )()0,( ii iO ξξ η−ξ , 

)()1,( iii
O ξ−ζξξ  колебание функции было меньше ε . 

Далее выберем для 10 +<< li  ),,( 1 iiip ξξ∈ −  
),0( 00 ξ∈p , )1,( 11 η∈+lp , где ]1,0[∩∈= Qrp

iki , так, 

что колебание ),( yxf  на множествах cl ( ))( 0)1,0( pO , 
cl ( ))1( 1)0,1( +− lpO  для 10 +<< li  cl ( ))()0,( ii pO

i
−ξξ  и 

cl ( ))( 1)1,( iipO
i

ξ−+ξ  меньше ε. 
Обозначим 

{ }
{ },,/]1,0[),( 
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Тогда для 10 +<< li  существуют такие ,0
ir  

,]1,0[1 ∩∈Qri  что на множествах ),( 0
)0,( iii rpV

i
−ξξ  и 

),( 1
1)1,( iii rpV

i
ξ−+ξ  функция ),( yxf  изменяется меньше ε . 

Для того чтобы покрыть весь лексикографический 
квадрат, остается покрыть конечное число отрезков: 

],[}{:0],1,0[}0{ 10
0 iii rrljp ×ξ≤≤−×  

и .]1,1[}1{ 1+−× lp  
Далее, для каждой точки ]1,0[}0{),0( 0py −×∈  су-

ществует ,00
yy y β<<α  такие, что функция ),( yxf из-

меняется на ),(0 00
yy βα×  меньше ε . 
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 − открытое покрытие компакта, следовательно, суще-
ствует его конечное подпокрытие 
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Можно выбрать 0
000 1),,(

1
niq

ii yyi ≤≤βα∈
+

, ],1,0[0 ∩∈Qqi  

так, чтобы колебание функции ),( yxf  на ],[}0{ 0
1

0
+× ii qq  

( 00 ni <≤ ), а также на ],0[}0{ 0
0q×  и на 

]1,[}0{ 0
0

0
pqn −× , было меньше ε . 

Аналогично для li ≤≤0  ],[}{ 10
iii rr×ξ  выберем 

ij njQq i <≤∩∈ξ 0],1,0[  так, чтобы колебание функции 

),( yxf  на ],[}{ 1
ii

jji qq ξ
+

ξ×ξ  ( inj <≤0 ), а также на 

],[}{ 0
0 iqrii

ξ×ξ  и на ],[}{ 1
ini rq i

i

ξ×ξ  было меньше ε . 

Также на множестве ]1,1[}1{ 1+−× lp  можно выбрать 

1
111 0),,(

1 +<≤βα∈
+ lyyi niq

jj
, ]1,0[1 ∩∈Qqi  так, что на 

],[}1{ 1
1

1
+× ii qq  ( 10 +<≤ lni ), а также на ],1[}1{ 1

01 qpl+−×  

и на ]1,[1 1
1+

×
lnq  функция ),( yxf изменялась меньше ε . 

Таким образом, для данного покрытия получили: 
1. Колебание ),( yxf  на множествах cl ( ))( 0)1,0( pO и 

cl ( ))1( 1)0,1( +− lpO  меньше ε ; 

2. Колебание ),( yxf  на множествах { /]1,0[),( 2∈yx  
}]1,0[],,[/ 1 ∈∈ + yppx ii  меньше ε ; 

3. Для li ≤≤0  колебание функции ),( yxf  на 

множествах ),( 0
)0,( iii rpV

i
−ξξ и ),( 1

1)1,( iii rpV
i

ξ−+ξ  мень-
ше ε . 

4. колебание функции ),( yxf  на ],[}0{ 0
1

0
+× ii qq  

( 00 ni <≤ ), а также на ],0[}0{ 0
0q×  и на ]1,[}0{ 0

0
0

pqn −×  
меньше ε ; 

5. Для 10 +<≤ lni  колебание функции ),( yxf  на 

],[}1{ 1
1

1
+× ii qq , а также на ],1[}1{ 1

01 qpl+−×  и на 

]1,[}1{ 1
1+

×
lnq  меньше ε ; 

6. Для inj <≤0  колебание функции ),( yxf  на 

],[}{ 1
ii

jji qq ξ
+

ξ×ξ , а также на ],[}{ 0
0 iqrii

ξ×ξ  и на 

],[}{ 1
ini rq i

i

ξ×ξ  меньше ε . 

Рассмотрим случай 4 на ],0[}0{ 0
0q× : 0

0

0
0 k

rq = , где 

Ar
k
∈0

0
. Обозначим  

),,)((),)((),( 0
0,0,0

0
00,0

0
0 yxfPkyxfPyxg

q
⋅+=  

при этом ),0(),0(),0,0()0,0( 0
0

0
0

0
0

0
0 qfqgfg == . Тогда 

на ],0[}0{ 0
0q×  ε<− ),(),( 0

0 yxgyxf . 

Обозначим 0
0

1 1
0

pqn −=+ . Тогда для 00 ni ≤≤  на 

],[}0{ 0
1

0
+× ii qq : ε<− ),0(),0( 0

iqfxf , в том числе 

ε<− + ),0(),0( 0
1

0
ii qfqf . 0
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ii kiki rqrq , Arr
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0
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0 , . 

Обозначим 
),)(()(),(),( 0

1
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0
1

000
1 yxfPkkyxgyxg

ii qqiiii
+

⋅++= ++ , 

причем ) ,0(),0( 0
1

0
1

0
1 +++ = iii qfqg и ),0(),0( 000

1 iii qfqg =+ . 

Заметим, что ),(0

],0[0

0
1 yxgg iqi

i
=

×+ . Тогда на ],0[0 0
1+× iq : 

ε<− + ),(),( 0
1 yxgyxf i . 

В итоге на . ),(),(]1,0[}0{ 0
10 0

ε<−−× + yxgyxfp n  

Рассмотрим случай 1. На множестве cl ( ))( 0)1,0( pO  

ε<− )1,0(),( fyxf , в том числе ε<−− )1,0()1,0( 0 fpf  

и ε<− )1,0()1,( 0 fpf , 
001 krp =− , Ark ∈

0
. 
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Обозначим 
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и .)1,()1,( 000 pfph =  Тогда на ]1,0[],0[ 0 ×p  −),( yxf  

. ),(0 ε<− yxh  

Рассмотрим случай 2. На множестве { /]1,0[),( 2∈yx  
}]1,0[],,[/ 1 ∈∈ + yppx ii  ε<− )1,(),( ipfyxf , в том числе 

и .)()1,( 1 ε<−+ ii pfpf  Заметим, что . ,
11 +

== + ii kiki rprp  
Обозначим 

),)(()(),(),( 1,
111 yxfPkkyxhyxh ii pp

iiii
+⋅++= +− , 

при этом ),(),( 1]1,0[],0[
yxhyxh ipi i −×

= , )1,()1,( iii pfph =  

и .)1,()1,( 11 ++ = iii pfph  Тогда на ]1,0[],0[ 1 ×+ip  −),( yxf  

. ),( ε<− yxhi  

Рассмотрим случай 3. На множестве  ),( 0
)0,( iii rpV

i
−ξξ  

,)0,(),( ε<ξ− ifyxf  в том числе ε<ξ− )0,()1,( ii fpf  

и ,)0,(),( 0 ε<ξ−ξ iii frf  0
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iki rr = , Ar
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∈0 . 
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Случай 5 и 6 аналогичен случаю 4. 
В случае 3 на множестве ),( 1
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Тогда на ]1,0[],0[ 1 ×+ip  ε<− ),(),( yxhyxf i . 
В завершении рассмотрим 

cl ( ))1( 1)0,1( +− lpO  , )0,1(),( ε<− fyxf  
в том числе 
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Эта формула показывает справедливость условия 2. 
Условие 1 выполнено, так как для фиксированной 
функции ),( yxf  и 0>ε : ε≥γ )( fP  только для конеч-

ных подмножеств множеств 41 , ΓΓ , ( ){ ,,, jik rrξ  
},0 lk ≤≤  { },),,1( ji rr  }0),,,,0{( lkrr kji ≤≤ξ . Условие 

3 следует из того, что ( ))(KCPγ  изоморфны ,]1,0[C  
которое в свою очередь сепарабельно. Тогда на про-
странстве )(КС  существует эквивалентная первонача-
льной локально равномерно выпуклая норма. 
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