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ПРОГНОЗИРУЮЩЕЕ УПРАВЛЕНИЕ ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОРТФЕЛЕМ 

НА ОСНОВЕ РЫНОЧНОЙ МОДЕЛИ 
С УЧЕТОМ ТРАНСАКЦИОННЫХ ИЗДЕРЖЕК И ОГРАНИЧЕНИЙ 

 
Рассматривается задача управления инвестиционным портфелем с учетом транзакционных издержек и ограничений на объе-
мы торговых операций. Для определения оптимальной стратегии управления с обратной связью применяется методология 
прогнозирующего управления. Для описания доходностей рисковых финансовых вложений используется однофакторная ры-
ночная модель. Вычисление оптимальных стратегий управления включает решение последовательности задач квадратичного 
программирования. 

 
Проблема управления инвестиционным портфелем (ИП) 

является одной из основных в управлении финансами и пред-
ставляет как теоретический, так и практический интерес. 
Можно выделить два основных подхода к ее решению. Клас-
сический подход, предложенный в [1, 2], и последующие его 
модификации исходят из предположения о том, что при фор-
мировании своего портфеля инвестор, с одной стороны, хотел 
бы минимизировать риск портфеля (обычно дисперсию порт-
феля или связанные с ней меры риска), с другой – получать 
желаемую доходность (либо в двойственной постановке – мак-
симизировать доходность при ограниченном риске). Второй 
подход основан на построении динамических моделей ИП с 
большим разнообразием методов. Классическая оптимизаци-
онная проблема в динамической постановке заключается в оп-
ределении стратегии управления ИП, максимизирующей неко-
торую интегральную функцию полезности. Она была исследо-
вана Мертоном [3] и др. [4]. Bielecki и Pliska [5] используют 
критерий, чувствительный к риску. 

В [6−8] предложена динамическая модель управления ИП 
в пространстве состояний, в которой структура портфеля опи-
сывается в виде динамической стохастической сети, а задача 
управления ИП формулируется как динамическая задача сле-
жения за капиталом некоторого гипотетического эталонного 
портфеля, имеющего задаваемую инвестором желаемую до-
ходность. 

Известно, что реальные модели ИП должны учитывать 
транзакционные издержки и ограничения на объемы торго-
вых операций. Учет этих ограничений в динамической моде-
ли приводит к «проклятию размерности». Обзор проблем и 
методов оптимизации ИП в динамической постановке с уче-
том транзакционных издержек дан в [9]. В этих работах ис-
пользуются методы оптимальной остановки, стохастического 
сингулярного и стохастического импульсного управления. 
Большинство представленных результатов ограничены слу-
чаем одной облигации и только одной акции. 

В данной работе рассматривается проблема управления 
ИП с учетом транзакционных издержек и ограничений на 
объемы торговых операций в рамках подхода, предложенно-
го в [6−8]. Для решения этой проблемы используется методо-
логия управления с прогнозирующей моделью (УПМ) [10]. 
Синтезированы прогнозирующие стратегии управления с об-
ратной связью при учете транзакционных издержек и ограни-
чений на объемы торговых операций. 
 
МОДЕЛЬ ИНВЕСТИЦИОННОГО ПОРТФЕЛЯ 

 
Рассмотрим инвестиционный портфель, состоящий 

из n видов рисковых вложений (под рисковыми будем 
понимать инвестиции, доходность которых − случай-
ная величина) и безрискового финансового актива (бан-
ковский счет или надежные облигации). Управление 
портфелем осуществляется путем перераспределения 
капитала между различными видами инвестиций по-
средством банковского счета. 

Для описания эволюции доходностей рисковых фи-
нансовых активов используем однофакторную рыноч-
ную модель 

 )()()( kkRk iimiii ωσ+β+α=η , (1) 
где ωi(k) − последовательность некоррелированных слу-
чайных величин с нулевым средним и единичной дис-
персией; αi − коэффициент смещения; βi – коэффици-
ент наклона (в рыночной модели он носит название «ко-
эффициент “бета” ценной бумаги вида j»); σi > 0 – во-
латильность (изменчивость) ценной бумаги; Rm – эф-
фективность рынка (доходность рыночного индекса). 
Для описания динамики изменения доходности рыноч-
ного индекса используем модель вида [10] 
 )()( kkR mmmm ωσ+µ= , (2) 
где µm – ожидаемая доходность; σm > 0 – волатильность 
рыночного индекса, ωm(k) – последовательность некор-
релированных случайных величин с нулевым средним 
и единичной дисперсией. Последовательности ωi(k), i = 
= 1, 2,..., n−1 и ωm(k) некоррелированы между собой. 

С учетом (2) уравнение (1) можно записать в виде 
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mi ω=ω )1( ,  ii ω=ω )2( .    
Динамика портфеля в пространстве состояний опи-

сывается уравнениями: 
для рисковых активов 

 )]()()([)](1[)1( kqkpkxkkx iiiii −+η+=+ ; (4) 
для безрискового вклада 
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для кредитного счета 
 )]()([)](1[)1( 222 kvkxkrkx nn ++=+ ++ , (6) 

где xi(k), ni ,1=  – объем инвестиций в i-й финансовый 
актив; xn+1(k) описывает состояние банковского счета; 
xn+2(k) – состояние кредитного счета; ηi(k) – доходность 
рисковой ценной бумаги i-го вида; pi(k) − объем капи-
тала, переведенного с банковского счета в i-й рисковый 
актив, qi(k) − объем капитала, переведенного с i-го рис-
кового актива на банковский счет: 
 0)( ≥kpi , .0)( ≥kqi  (7) 
Здесь r1(k) – ставка доходности безрискового актива; 
r2(k) – ставка доходности кредитного счета, r2(k)>r1(k); 
v(k) – объем капитала, перераспределяемого между бан-
ковским и кредитным счетами: v(k)>0 означает заем в 
размере v(k), v(k)<0 означает возврат кредита в размере 
|v(k)|, λ – доля идущая на уплату транзакционных из-
держек при покупке акций, а ρ – доля, идущая на упла-
ту издержек при продаже. Состояния банковского и 
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кредитного счетов неотрицательны xn+1(k + 1) ≥ 0 и 
xn+2(k + 1) ≥ 0, следовательно: 

×λ+−++ )1()()(1 kvkxn  
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 0)()(2 ≥++ kvkxn . (9) 
Если какая-либо переменная xi(k) < 0, то это означает 
участие в операции «продажа без покрытия». Общий 

капитал портфеля ∑
+

=
+−=
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лении портфелем учитываются следующие ограниче-
ния: на объемы операций «продаж без покрытия» 
 )()()()( kdkqkpkx iiii −≥−+ , (10) 
на объемы займов 
 )()()( 02 kdkvkxn ≤++ , (11) 
если операция «продажа без покрытия» запрещена, то 
di(k) = 0. di(k) может быть константой или функцией, на-
пример di(k) = γiV(k), где γi > 0 − постоянный коэффициент. 

Необходимо определить стратегию управления ин-
вестиционным портфелем так, чтобы его капитал V(k) с 
наименьшими отклонениями следовал капиталу V0(k) не-
которого, определяемого инвестором, эталонного порт-
феля, эволюция которого описывается уравнением 
 )()](1[)1( 000 kVkkV µ+=+ , (12) 
где µ0(k) – заданная инвестором желаемая доходность 
портфеля. 
 

УПРАВЛЕНИЕ 
С ПРОГНОЗИРУЮЩЕЙ МОДЕЛЬЮ 
ИНВЕСТИЦИОННЫМ ПОРТФЕЛЕМ 

 
Используется стратегия управления разомкнутого типа, 

которая основана на предположении, что будущие прогно-
зирующие управления на всем горизонте прогноза зависят 
только от текущего состояния системы, т.е. не использует-
ся будущая обратная связь (по существу, на интервале про-
гнозирования строятся программные управления без ис-
пользования обратной связи по состоянию). 

Прогнозирующее управление определяется по сле-
дующему правилу: на каждом шаге k минимизируем 
функционал по последовательности программных уп-
равлений 1,0),/( −=+ mikiku , зависящих только от 
состояния системы в момент k; m – горизонт управле-
ния. В качестве управления в момент k берем u(k) = 
=u(k/k). Тем самым получаем управление u(k) как фун-
кцию состояния x(k), т.е. управление с обратной связью. 
Чтобы получить управления u(k + 1) на следующем ша-
ге, процедура повторяется для текущего момента k + 1. 

Используем следующий функционал со скользящим 
горизонтом управления: 
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состояние инвестиционного портфеля в момент k + i, 
прогноз ведется на момент времени k; x(k) – состояние 
в момент времени k; 
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n  – вектор прогно-

зирующего управления; R(k)>0 – весовая матрица, 
{ }.../...M  – оператор условного математического ожи-

дания. 
Теорема. Оптимальная стратегия прогнозирующего 

управления разомкнутого типа системой (4) − (6), (12) 
при ограничениях (7)−(11) определяется уравнениями 
u(k)= [In   0n   0n], где In − единичная матрица размерности 
n, 0n− квадратная нулевая марица размерности n; 

[ ]TTTT kmkukkukkukkU )/1(...),/1(),/()/( −++=  − 
– вектор прогнозирующего управления, который опре-
деляется из решения задачи квадратичного програм-
мирования с критерием вида 
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