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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ЦЕНОЙ 
ПРОДАЖИ ОДНОРОДНОЙ ПРОДУКЦИИ 

 
Рассматривается задача оптимизации величины отчислений на приобретение новой партии товара и розничной цены однород-
ной продукции. 

 
1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 

 
В работе предполагается, что функционирование тор-

говой компании может быть описано следующей моде-
лью. Обозначим через S(t) капитал компании, а через 
K(t) количество однородного товара, принадлежащего 
компании, в момент времени t. Будем считать, что мо-
менты продажи товара образуют пуассоновский поток 
с интенсивностью λ(t), причем средний объем одной 
покупки пропорционален имеющемуся количеству то-
вара, т.е. равен aK(t). Предположим далее, что на ин-
тервале времени (t, t+∆t) фирма тратит часть своего 
капитала, равную µ(t)S(t)∆t, где 0<µ(t)<µ0, на закупку 
нового товара и расходы на обслуживание торговли 
(хранение на складе, транспортировка и т.д.) равны 
сK(t). Пусть 1/b − оптовая цена единицы товара, а u(t) − 
розничная. Тогда изменение среднего капитала )(tS и 
среднего количества товара )(tK , принадлежащего ком-
пании, будет описываться системой уравнений 
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с начальными условиями .)0(,)0( 00 SSKK ==  
Относительно функции λ(t) сделаем следующие 

простые предположения. Будем считать, что 
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Выбор функции λ(t) в виде (2) обусловлен следую-
щими соображениями. Очевидно, что интенсивность 
λ(t) потока покупок зависит от цены на товар и должна 
быть тем ниже, чем выше цена товара, при u(t) → 0 ин-
тенсивность λ(t) должна оставаться конечной. Наконец, 
функция λ(t)u(t) должна иметь максимум по u(t), так 
как она характеризует выручку от продажи единицы то-
вара. Простейшей функцией, удовлетворяющей этим 
условиям и является функция (2). 

Очевидно, параметры модели (1) должны удовле-
творять некоторым условиям, обеспечивающим при-
быль фирме. Для получения этих условий рассмотрим 
вначале случай, когда параметры не зависят от време-
ни: u(t) = u, λ(t) = λ, µ(t) = µ. Тогда система уравнений 
(1) принимает вид 
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Характеристическое уравнение системы уравнений 
(3) имеет вид 
 .0)()1( 22 =µ−−λλ+−µ+ bcuaabzz  (4) 

Очевидно, что функции )(tS и )(tK будут возрас-
тать с ростом t, если, по крайней мере, один из корней 

уравнения (4) положителен. Несложно показать, что 
для этого должно выполняться условие 
 ( ) . 0     1   >−−λ cbua  (5) 

Смысл условия (5) очевиден. Левая часть соотно-
шения есть чистая прибыль от продажи единицы това-
ра в единицу времени. По аналогии с соотношением (5) 
потребуем, чтобы в общем случае параметры λ(t) и u(t) 
удовлетворяли условию 
 ( ) . 0     1  )(   )( >−−λ cbtuat  (6) 

Если функция λ(t) задается соотношением (2), то 
условию (6) можно придать более простой вид. Будем 
считать, что b = 1 (т.е. за единицу масштаба принята 
оптовая цена товара) и обозначим 
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С учетом (2) условие (6) принимает вид 
 .02)(  2 )(  2 ≤+α+−α tutu  (8) 

Неравенство (8) может быть выполнено, если пара-
метр α заключен в пределах 120 −<α< , что накла-
дывает ограничение на величину расходов с по обслу-
живанию торговли. Тогда условие (8) выполнено, если 
 ,)( 21 utuu ≤≤  (9) 
где 
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и величины u1 и u2 удовлетворяют условиям: 
 .12  ,121 22 +≥+≤≤ uu  (11) 
 

2. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
ЦЕНОЙ ПРОДАЖИ 

И ОТЧИСЛЕНИЯМИ НА ЗАКУПКУ ТОВАРА 
 

Будем считать, что цель фирмы состоит в том, что-
бы, выбирая розничную цену товара u(t) и долю отчис-
лений на закупку товара µ(t), максимизировать средний 
капитал фирмы в момент времени Т. Получающаяся 
оптимизационная задача 
 max)( =tS  (12) 

при условии, что переменные )(tS  и )(tK  удовлетворяют 
системе уравнений (1) и выполняются условия (2) и (9), мо-
жет быть решена с использованием принципа максимума 
Л.С. Понтрягина [1]. Применение принципа максимума к 
решению поставленной задачи состоит из выполнения сле-
дующих этапов. Вначале составляется функция Гамильтона 

( )+λ−µψ=µ )()()()( )(),( 1 tKattSbttuH  
 ( )( ), )()()()()()(2 tKctauttStt −λ+µ−ψ+  (13) 
где сопряженные переменные ψ1(t) и ψ2(t) удовлетво-
ряют системе уравнений 
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с вытекающими из (12) граничными условиями  
 .1)(,0)( 21 =ψ=ψ TT  (15) 

Затем оптимальные управления u(t) и µ(t) ищутся из 
условия 
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с учетом ограничения 0 < µ(t) < µ0 и условия (9). 
Так как функция Гамильтона ),( µuH (13) линейна 

относительно µ(t), то оптимальное управление µ(t) оп-
ределяется условием 
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Таким образом, управление µ(t) является релейным. 
Точки переключения управления определяются из ус-
ловия 
 .0)()()( 21 =ψ−ψ=ϕ tbtt  (18) 

Оптимальное управление u(t) должно максимизиро-
вать функцию Гамильтона (13) при выполнении усло-
вия (9).Функция Гамильтона (13) достигает максимума 
при 0uu = , которое является корнем уравнения 
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Отсюда  
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Рассмотрим вначале правый конец траектории t = T. 
Из граничных условий задачи (15) следует, что при t = T 
ϕ(t) < 0. Так как функции ψ1(t) и ψ2(t) − кусочно-
дифференцируемы, то в некоторой ε-окрестности точки 
T ϕ (t) также меньше 0. Следовательно, в некоторой 
окрестности точки T ψ2(t) = 1 и 

 ( ),)()()()()(
1

1 ctauttatdt
td

−λ−ψλ=
ψ  (21) 

 .01)()(2)( 01
2

0 =−ψ− tuttu  (22) 
Далее, так как ψ1(T) = 0, то u0(Т)=1. Поэтому u(Т)= u1. 

Из системы (21), (22) получаем, что в некоторой ε-ок-
рестности точки T u(t) = u1, что с учетом (8) и (10) дает 
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Так как при этом ϕ (t) < 0, то управление µ(t) = 0. 
Точка t1 переключения управления u(t) определится 
условием 
 ,1)()( 1

2
1111 utt =+ψ+ψ  (24) 

где ψ1(t1) определяется соотношением (23). 
При t < t1 управление u(t) = u0(t). Из соотношения 

(22) имеем теперь 
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Дифференцируя (25) по t и учитывая уравнение (21), 

получим уравнение, определяющее функцию u0(t) − 

 ( )
2

0

000

)(1
)(1)(2)(

tu
tutuc

dt
tdu

+
−α

α
=  (26) 

с граничным условием u0(t1) = u1. Так как 0)( 1 <dttdu , 
то на некотором отрезке (t1-ε, t1) уравнение(26) опреде-
ляет монотонно убывающую функцию. Решение урав-
нения (26) имеет вид 
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Как следует из соотношения (26), наибольшее зна-
чение функции u0(t) равно 1/α. При u0(t)<1/α функция 
u0(t) монотонно убывает, так как 0)(0 <dttdu . Таким 
образом решение (27) удовлетворяет условию 
 ./1)( 201 utuu ≤α≤≤  (28) 

Пусть теперь момент времени t* определяется из 
условия 12**)( +== utu , т.е. 
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Для его существования необходимо, очевидно, вы-
полнение условия  
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Тогда при t = t* 1*)(1 =ψ t в силу соотношения (25) и 
функция ϕ (t) (18) меняет знак. Таким образом, при t < t* 
управление µ (t) = µ0. 

Если условие (30) выполняется, то затраты на за-
купку товара начинаются в некоторый момент времени 
t0 и заканчиваются в момент времени t* (0≤t0<t*). По-
кажем, что t0 = 0. Для этого нужно показать, что при t < t* 
функция ϕ (t) (18) не меняет знак. Введем функцию 
θ(t)>0 соотношением 
 ( ) . )( )( 1  )(  )( attctuat λθ+=−λ  (31) 

В силу условия (7) такая функция θ(t) заведомо су-
ществует. Тогда на отрезке [t0, t*] система уравнений 
(14) перепишется в виде 
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Переходя от функций ψ1(t) и ψ2(t) к функциям ϕ (t) 
и ψ2(t), получаем систему уравнений  
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относительно функций ϕ (t), ψ2(t) с граничными усло-
виями ϕ (t*) = 0 и ψ2(t*) = 1. Откуда 
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где ψ2(z) ≥ 1. Таким образом, если ϕ (t) ≥ 0 на отрезке 
(t, t*), то ϕ (t) > 0 в точке t. Последнее означает, что 
управление µ(t) имеет вид 
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где точка t* определяется условием (29). 
Вернемся к управлению u(t). При t < t* функция u(t) оп-

ределяется соотношениями (19), (20). Из соотношения (19) 
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причем при t = t* функция u0(t) удовлетворяет ограни-
чениям (20). Дифференцируя (34) по t, получим, учи-
тывая систему (14), дифференциальное уравнение, оп-
ределяющее функцию u0(t) на [0, t*]: 
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с граничным условием u(t*) = u*. Так как при u0(t) = u* 
0)(0 <dttdu , то u0(t) ≥ u* на отрезке [0, t*]. Таким об-

разом, на [0, t*] управление u(t) имеет вид 
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Получившийся вид оптимальных управлений µ(t) и 
u(t) хорошо согласуется с интуитивными представле-
ниями. Если компании необходимо аккумулировать 
свой капитал, то вначале необходимо прекратить за-
купку новых партий товара, а затем, постепенно сни-
жая розничную цену товара, довести ее до минимально 
возможной. 
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