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ПРОГНОЗИРУЮЩЕЕ УПРАВЛЕНИЕ СИСТЕМАМИ СО СЛУЧАЙНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

И МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМИ ШУМАМИ 
 

Рассматривается задача управления дискретными системами со случайными параметрами, возмущенными аддитивными и 
мультипликативными шумами, зависящими от состояний и управлений. Синтезированы стратегии прогнозирующего управле-
ния, позволяющие учесть ограничения на управляющие воздействия. 

 
Одним из эффективных подходов к синтезу систем уп-

равления, получившим широкое признание и применение в 
практике управления сложными технологическими процес-
сами является метод управления с прогнозирующей моделью 
(прогнозирующее управление) [1]. Идея этого метода, по-
видимому, впервые была предложена А.И. Пропоем в работе 
[2] и состоит в следующем. 

Пусть эволюция динамической системы описывается мо-
делью в дискретном времени и зависит от выбора управлений 
u(k). На каждом шаге k при некотором заданном горизонте 
прогнозирования p вычисляется последовательность прогно-
зирующих управлений u(k/k), u(k+1/k), …, u(k+p−1/k), зави-
сящих от состояния системы в текущий момент времени k, 
которая оптимизирует выбранный критерий на горизонте 
прогноза. В качестве управления u(k) в момент k полагают 
u(k) = u(k/k), тем самым получая управление как функцию 
текущего состояния, т.е. управление с обратной связью. Что-
бы получить управление на следующем шаге, процедура по-
вторяется для текущего момента k+1, при этом горизонт 
управления сдвигается на один шаг. Сходная идея, принад-
лежащая Н.Н. Моисееву, описана в [3]. 

Привлекательной чертой этого подхода является возмож-
ность достаточно просто учитывать явные ограничения на пере-
менные состояния и управления. При этом получается стратегия 
управления с обратной связью, но удается избежать так назы-
ваемого проклятия размерности, которое препятствует синтезу 
управлений с обратной связью при ограничениях, если приме-
нять традиционные подходы с использованием метода динами-
ческого программирования. При учете ограничений синтез про-
гнозирующих стратегий управления обычно сводится (в зависи-
мости от выбора критерия) к решению задач линейного [2, 4] 
или квадратичного [5] программирования, для решения которых 
существуют эффективные методы [6]. 

В данной работе рассматривается задача синтеза страте-
гий управления с прогнозирующей моделью для дискретных 
систем со случайными параметрами, возмущенных аддитив-
ными и мультипликативными шумами, зависящими от со-
стояний и управлений. Проблема синтеза регуляторов для 
таких систем при различных предположениях о характере 
изменения случайных параметров без учета явных ограниче-
ний на управления рассматривалась в ряде работ [7−10]. В 
частности, в [7] получены уравнения синтеза линейно-
квадратичных регуляторов для систем с мультипликативны-
ми шумами и случайными параметрами, представляющими 
собой последовательность независимых случайных величин, 
для которых известны только первый и второй моменты рас-
пределения. 

В данной работе для таких систем получены уравнения 
синтеза оптимальных стратегий управления с прогнозирую-
щей моделью, которые позволяют учитывать явные ограни-
чения на управляющие переменные. 
 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Пусть объект управления описывается уравнениями 
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где x(k) − nx-мерный вектор состояния, u(k) – nu-мерный 
вектор управления, v(k) и w(k) – векторы белых шумов раз-
мерностей m и nw с нулевыми средними и единичными 
матрицами ковариаций, причем { } 0)()(M T =svkw  для 
любых k и s; θ(k) – последовательность независимых q-
мерных случайных векторов с известными первым и вто-
рым моментами: { } )()(M kk θ=θ , { } )()()( M T kkk Θ=θθ  и 

{ } 0)()(M T =θ swk , { } 0)()(M T =θ svk  для любых k и s; 

Aj[θ(k), k], Bj[θ(k), k] и D[θ(k), k] ( mj ,0=  ) – матрицы 
соответствующих размерностей, зависящие от θ(k) ли-
нейно; vj(k) – j-я компонента вектора v(k); M – оператор 
математического ожидания, символ T означает транс-
понирование. 

На управляющие воздействия наложены следующие 
ограничения 
 umin(k) ≤ s(k) u(k) ≤ umax(k). (2) 

Необходимо определить закон управления системой 
(1) при ограничениях (2) из условия минимума крите-
рия со скользящим горизонтом управления  
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где M{…/…} – оператор условного математического 
ожидания; p – горизонт прогноза, k = 0, 1, 2,… – теку-
щий момент времени; R1(k+i) ≥ 0 и R2(k+i) > 0 – весо-
вые матрицы соответствующих размерностей. 
 

СИНТЕЗ СТРАТЕГИЙ 
ПРОГНОЗИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ 

 
Прогнозирующие управления определяются по сле-

дующему правилу: на каждом шаге k минимизируем 
функционал (3) по последовательности программных 
управлений u(k/k), ..., u(k+p-1/k), зависящих только от 
состояния системы в момент k. В качестве управления 
в момент k берем u(k) = u(k/k). Тем самым получаем 
управление u(k) как функцию состояния x(k), т.е. 
управление с обратной связью. Чтобы получить управ-
ление u(k+1) на следующем шаге, процедура повторя-
ется для текущего момента k+1. 

В дальнейшем будем использовать следующие обо-
значения: для любой матрицы Ψ[θ(k), k], зависящей от 
θ(k), ( )[ ]{ } ,M)( kkk θΨ=Ψ  и ( ) ( )[ ] )(,~ kkkk Ψ−θΨ=Ψ , не 
указывая явную зависимость матриц от θ(k). 

Теорема. Оптимальная стратегия прогнозирующего 
управления системой (1) при ограничениях (2), мини-
мизирующая критерий (3) при фиксированном гори-
зонте управления p, определяется уравнением 
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определяется из решения задачи квадратичного про-
граммирования с критерием вида  
 Y(k+p/k) = UT(k)H(k)U(k) + 2xT(k)G(k)U(k), (5) 
при ограничениях  
 Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k), (6) 
где Iu – единичная матрица размерности nu, 0u – квад-
ратная нулевая матрица размерности nu; H(k), G(k) и 
Umin(k), Umax(k), S(k) – блочные матрицы вида  
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блоки которых определяются следующими соотноше-
ниями: 
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Доказательство: Выражая последовательно все x(k+i) 

( pi ,1= ) через x(k) с использованием уравнения систе-
мы (1) и подставляя результат в критерий (3), получим 
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где tr означает след матрицы, Q(i), L11(i), L12(i), L22(i) 

определяются по формулам (9)-(12) и ∏
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Выражение (13) нетрудно записать в матричном виде 
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где матрицы U(k), H(k), G(k) имеют вид (4)-(8),  
{ })(~)(~M)()()( TT iDiDiDiDiW += .  

Ограничения вида (2) должны быть выполнены для 
всех управлений, присутствующих в критерии. В мат-
ричном виде они запишутся как (6). 

Итак, имеем задачу минимизации критерия (14) по 
вектору U(k) при ограничениях (6), которая эквива-
лентна задаче квадратичного программирования с кри-
терием (5) при ограничениях (6). 

Теорема доказана. 
Замечание: размеры матриц H(k), G(k) и U(k) зави-

сят от выбора значения горизонта прогноза p. Если го-
ризонт прогноза велик, это приводит к значительным 
вычислительным затратам, и для их сокращения можно 
использовать следующий прием. Положим u(k+s/k) = 
u(k+s+1/k) = … = u(k+p−1/k) = 0 для некоторого s ≤ p−1. 
Матрицы U(k), H(k) и G(k) представим в блочном виде  
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после чего критерий (5) преобразуется следующим 
образом  
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Ограничения (6) примут вид 
 Umin,s(k) ≤ S(s)(k)U(s)(k) ≤ Umax,s(k), (16) 
где 
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Далее решается задача оптимизации критерия (15) при 
ограничениях (16) по «укороченному» вектору прогно-
зирующих управлений U(s)(k). 
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