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The paper presents a multidimensional central limit theorem for frequencies ξy,T 

of letters y, y ∈ {0,1,...,N — 1}, N 2, in a multicyclic sequence of length T 
formed by addition letters from r, r ≥ 2, independent vectors of coprime lengths 
n1, . . . , nr consisted of independent random variables distributed uniformly on the set 
{0,1,...,N—1}: ifthe lengths ofthe registers n1,...,nr →∞, the size ofthe alpha­

/ r ∖"2^1-1hm}
bet N is fixed, and W n-M → 0 for some natural number m 3, then

k=1 k

the random vector (T/N)-1/2(ξ0,T — T/N,... ,ξN-2,t — T/N) converge in distribution 
to the (N — 1)-dimensional normal law with zero mean and non-degenerate covariance 
matrix. We also obtain an estimate for the rate of convergence in the uniform met­
ric of the one-dimensional distribution function of any of the frequencies ξy,T to the
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distribution function of the standard normal law Φ of the form

- Φ(x) ≤ CT^/^Ь n-ξy,τ <N + Nx √t(n-1) }
for any y ∈ AN , x∈ R, where C > 0 is known constant.

Keywords: multicyclic sequence, central limit theorem, frequencies of letters, Jan­
son's method.

• ?

(1)

Введение
Пусть заданы r 2 независимых (в совокупности) наборов (X(k), l = 0,... ,nj — 1), 

k = 1,..., r, взаимно простых длин n1,... ,nr 2 из независимых случайных величин, 
распределённых равномерно на множестве An = {0,1,... , N — 1}, N 2. В работе 
рассматривается простейшая мультициклическая случайная последовательность [1], 
которая строится по правилу

zt = Θ χt(nk), t = 0,1, 2,...,nι ...Пг - 1, 
k=1 k

где ф — операция сложения по модулю N, t(nk) = t mod nk.
Впервые свойства мультициклической последовательности (1) при N = 2 описаны 

Питером Полем (Peter Pohl) в диссертации [2] (её основные результаты опубликованы 
в [1]) в связи с изучением свойств генератора случайных чисел специального вида. 
В российской литературе этот генератор носит название генератор Пола (или двоич­
ный генератор Пола ) .

Мультициклическая последовательность (1) является чисто периодической и имеет 
период (возможно, не минимальный) длины L = n1n2 .. .nr. Поэтому при исследовании 
числа единиц рассматривается отрезок выходной последовательности (Z0, . . . , ZL-1), 
называемый циклом. Для определения всех L значений знаков Zt нужно сгенерировать 
n1 + ... + nr двоичных случайных знаков.

Известно, что любые двойки, тройки и пятёрки знаков последовательности (1), 
лежащие в цикле длины L, состоят из независимых между собой случайных вели­
чин [1, теорема 4]. Четвёрки знаков могут быть зависимы, только если расстояние 
между знаками в ней не меньше VL [1, теорема 5]. В теореме 7 [1] также отмече­
но, что при длине последовательности (1) меньше 2у/Ь четвёрки знаков ведут себя 
как независимые случайные величины. Приведённые свойства мультициклической по­
следовательности позволяют сделать вывод о том, что она может быть использована 
для построения последовательности псевдослучайных чисел, например, вместо линей­
ного конгруэнтного метода [3]. Для вывода этих теорем в [1] использованы свойства 
соответствующего характеристического многочлена.

Аналогичные исследования выходной последовательности фильтрующего и комби­
нирующего генераторов проведены в [4] и [5, 6] соответственно. Свойства таких гене­
раторов подробно описаны в [7- 10].

В [1] приведена постановка задачи о выполнении центральной предельной теоре­
мы для величин, строящихся из наборов по ω последовательных элементов двоичной 
мультициклической последовательности, используемых для генерации целых чисел из 
диапазона {0,..., 2ω — 1}.В настоящей работе рассматривается другая постановка: изу­
чаются свойства распределения вектора частот знаков y ∈ AN в отрезке мультицик- 
лической случайной последовательности длины T < L над произвольным конечным 
алфавитом.
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Рассмотрим набор случайных величин

T-1
ξy,T = I{Zt = y}, y ∈ AN ,

t=0
(2)

равных числам знаков y среди первых T знаков мультициклической последовательно­
сти (1).

В работе изучены свойства предельных распределений частот знаков ξ0,T, . . . , ξN-1,T 

в мультициклической последовательности (1) длины T < L. В частности, показано, что 
совместное предельное распределение частот знаков в мультициклической последова­
тельности длины T при определённых ограничениях на величину T сходится к много­
мерному нормальному распределению.

1. Предельные теоремы
Величины в наборе (2) для любого T ≥ 1 связаны равенством

ξy,T = T, 
y∈AN

поэтому далее будем рассматривать (N - 1)-мерный случайный вектор

ξT = (ξ0,T , ...,ξN-2,T) . (3)

Обозначим En единичную матрицу размера n × п, 1n×n — матрицу размера n × п, все 
элементы которой равны единице,

ξy,τ - y ∈ An ,ξ * =ξy,τ ./T/N

ξT* = ξ0*,T, . . . , ξN* -2,T .

Теорема 1. Пусть параметры N,r 2, целые числа n1,... ,nr 2 взаимно про­
сты, Xi , l = 0,... ,Пк — 1, к = 1,...,r,—независимые в совокупности случайные 
величины, распределённые равномерно на An, 1 ≤ T ≤ L — 1. Пусть T,n1,... ,nr — ∞, 
число N фиксировано и параметр r меняется так, что существует натуральное число 
m 3, такое, что

(4)
r 1 2(1-1/m) 

τ( E — 0.
∖k=1 nk J

Тогда закон распределения случайного вектора ξT* = ξ0*,T, . . . , ξN* -2,T сходится 
к (N - 1)-мерному нормальному закону с нулевым средним и ковариационной мат­

рицей ∑ξT = en-1 - N 1(N-1)×(N-1).
r1

Замечание 1. Пусть r 2 и 2 ≤ n1 < ... < nr. Тогда — 
k=1 nk 

условие (4) теоремы 1 принимает вид T = ^n1(1 1/m^, n1 → ∞.
Замечание 2. Для выполнения условия (4) достаточно, чтобы

r
—. Поэтому
n1

≤

, Пі, . . . , Пг —→ ,

при сколь угодно малом ε > 0.
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Замечание 3. Пусть r = 2 и n1 ,n2 → ∞. Тогда условие (4) эквивалентно тому, 
что T = o (n 1 + n 2)2-ε при сколь угодно малом ε > 0.

Для каждой компоненты вектора ξT можно получить явную оценку скорости схо­
димости её функции распределения к функции распределения нормального закона Φ 
в равномерной метрике.

Теорема 2. Пусть параметры N,r 2, целые числа n1,... ,nr 2 взаимно про­
сты, Xl( 

личины, 
и x R

р
,1 = 0,... ,Пк — 1, к = 1,... , r, — независимые в совокупности случайные ве- 
распределённые равномерно на An , 1 ≤ T L — 1. Тогда для любого у ∈ An

• ?

4ξy,τ < N+N √t(n-^^} - ф(х)|«cT3/^£ n1k) (5)

где C =

∞,• ?

, N ∖ ^3/
32(1 + √64 √N ■

Замечание 4. Правая часть оценки (5) стремится к нулю при T,n1,... ,nr →
( f r 1 \4/3\

если T = — , что соответствует выполнению условия (4) при m =3.k=1 n k

Теорема 3 [11, теорема 1]. Пусть параметр r ≥ 2 остаётся фиксированным, 
лые числа n1,... ,nr 2 взаимно просты, Xik'), 1 = 0,... ,nk — 1, к = 1,... , r, —незави­
симые в совокупности случайные величины, распределённые равномерно на {0,... , 3}. 
Тогда закон распределения случайного вектора ξL = (ξ0L,...,ξ3^ сходится при 
n 1 , . . . , n r → ∞ к закону распределения случайного вектора

це-

(ηr + 21 r/2pr cos φ, -ηr + 21 r/2pr cos φ, ηr — 21 r/2ρr cos φ, -'ηr — 21 r/2pr cos φ)

Здесь ηr, ρr и φ — независимые (в совокупности) случайные величины, где ηr распреде­
лена как произведение r независимых (в совокупности) стандартных нормальных слу­
чайных величин, ρr — как произведение r независимых (в совокупности) случайных ве­
личин, каждая из которых распределена по закону Рэлея с плотностью f(x) = xe-x /2,

Таким образом, совместное предельное распределение частот знаков в мультицик- 
лической последовательности при существенно больших, чем в теореме 1, значениях T 
может существенно отличаться от приведённого в теореме 1.

Замечание 5. Для двоичной мультициклической последовательности в [12] вы­
ведена формула, связывающая число единиц ξ1,L с числами единиц в наборах (Xl(k) , 
1 = 0, . . . , n k - 1), к = 1, . . . , r. С помощью этой формулы получена оценка скорости 
сходимости в равномерной метрике функции распределения центрированного и норми­
рованного числа единиц ξ1 l к функции распределения Φr произведения r независимых 
(в совокупности) стандартных нормальных случайных величин, когда числа n 1 , . . . , n r 

нечётны и взаимно просты, случайные величины Xl(k), 1 = 0, . . . , n k - 1, к = 1, . . . , r, 
независимы в совокупности и распределены равномерно на {0, 1}, следующего вида:

|р {ξι*L <x} — Φr(x)| ≤ Cb^ √nk, 
k=1 k

где Cbe — константа из неравенства Берри — Эссеена [13, теорема 1]. Из этой оценки 
следует, что при выполнении указанных условий для центрированного и нормирован­
ного числа единиц ξ1 l при фиксированном r ≥ 2 предельной при n1,... ,nr → ∞• ?



Об асимптотической нормальности частот знаков 9

rфункцией распределения будет Φr . Этот результат существенно отличается от пре­
дельного закона в теореме 2.

Аналогичные исследования последовательности вида (1) при N = 2 и 4 с неравно­
вероятными заполнениями регистров проведены в [14] и [15] соответственно. В част­
ности, показано, что при определённых предположениях предельным распределением 
для частот знаков будет нормальное распределение.

2. Доказательства
2.1. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1

Согласно теореме Крамера — Уолда [16, теорема 7.7, c. 76], достаточно показать, 
что для любого α = (α0,..., aN-1) ∈ Rn-1, α = (0,..., 0), линейная комбинация (α, ξτ} 
имеет в пределе нормальное распределение (здесь и далее через (•, ■} обозначено ска­
лярное произведение). Для доказательства этой сходимости воспользуемся следующим 
результатом работы [17].

Пусть {ηv ,v ∈ Vn} — семейство случайных величин, где Vn — произвольное множе­
ство, возможно зависящее от параметра n. Напомним (см. [17]), что граф зависимостей 
Γn = (Vn, En) для семейства {ηv ,v ∈ Vn} — это граф с множеством вершин Vn, который 
обладает следующим свойством: для любых множеств V1, V2 ⊂ Vn, V1 ∩ V2 = 0, таких, 
что между ними нет рёбер Γn, наборы случайных величин {ηv, v ∈ V1} и {ηv, v ∈ V2} 
независимы.

Теорема 4 [17, Theorem 2]. Пусть {ηv ,v ∈ V^} — семейство случайных величин 
с графом зависимостей Γn = (Vn, En), Mn — максимальная степень вершины в графе Γn 

и существует константа An, такая, что ∣ηv| ≤ An почти наверное для всех v ∈ Vn. Пусть 
Wn = ηv и σn2 = DWn. Тогда если существует такое натуральное число m, что при

v∈Vn

n 

σn
(6)M^ σn J → ’

то при n → ∞
г wn- e^. < 1 → φ(χ)

σnσn

при всех x ∈ R.
Перейдём к доказательству теоремы 1. При n1 ≤ t n1.. .nr — 1 каждому зна­

чению t соответствует единственный набор индексов it = (i1,t, . . . , ir,t), ik,t = t(nk), 
k= 1,...,r. Будем использовать обозначение ti для значения t, которому соответству­
ет набор индексов it = (i1,t, . . . , ir,t). Тогда

ξy,T = I{Zti = y}, y ∈ AN-1.
it: t=0,...,T- 1

Рассмотрим набор случайных величин

wy,t =αyI{Zti =y}:t=0,...,T -1, y ∈AN-1 . (7)

T-1
Тогда (α,ξτ} = ∑ Wy,t.

t=0 y∈AN -1

Построим для набора (7) граф зависимостей ΓT = (VT, ET), в котором множество 
вершин VT = {(y, t) : t = 0, 1, . . . , T - 1, y ∈ AN -1}, а множество рёбер определяется 
следующими правилами:
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1) есть петли при всех вершинах;
2) вершины (y1, t1) и (y2, t2) связаны ребром, если наборы it1 и it2 таковы, что 

существует номер k ∈ {1, . . . , r}, для которого ik,t1 = ik,t2.
Таким образом, граф ΓT = (VT,ET) является графом зависимостей и удовлетворяет 

требованиям теоремы 4. Тогда

|VT| = (N - 1)T. (8)

Обозначим MT максимальную степень вершины в графе ΓT. Пусть зафиксировано 
значение t1 и, следовательно, it1 . Вычислим максимальное число вершин в ΓT, с ко­
торыми (y1, t1) связана ребрами. Начнём с вершин (y2, t2), для которых i1,t1 = i1,t2, а 
остальные элементы i2,t2 , . . . , ir,t2 любые. Всего таких вершин не более (N - 1) [T/n1]. 
Аналогично для других наборов совпадающих индексов. Тогда

Mt (N - [T/nk].
k=1

Воспользуемся также следующим утверждением, которое доказано далее в п. 2.3.
Лемма 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для всех y, z ∈ AN , y = z,

1
1 - N

(9)

TT
Eξy,τ = N, Dξy,τ = n(

T 
co'v(ξy,τ ,ξz,τ) = - N2.

(10)

(11)

Из (10) и (11) следует, что

E(a,^r} = (α, bξT} = N {α, 1n×ι) =

D(α,ξT} (α, Σξτα) ,

T
∑ αy,N y∈AN -1

где Σξτ —ковариационная матрица вектора ξτ, в которой все диагональные элементы 
одинаковы между собой и определяются формулой (10), а остальные элементы также 
одинаковы между собой и определяются формулой (11). Тогда

D(α,ξτ} = αy Dξy,T + αy αz cov(ξyT ,ξzT) =y∈AN-1 y,z∈AN-1:
y=z

T
N2

(N - 1) ∑ αy -
y∈AN-1

∖

αy αz

7

(12)
Σ.

y,z∈AN-1: 
y=z

(в последней формуле считается, что сумма по пустому множеству равна 0). Заметим, 
что в (12) D(α, ξτ} > 0 при α = (0,... , 0). Действительно,

(N - 1) Σ α2 + αyαz =(N - 1) αl > 0,
y∈AN-1 y,z∈AN-1: y∈AN-1

y=z

если N = 2. При N 3 в силу неравенства Йенсена [18, с. 336], согласно которому 

(N - 1) Σ αy α^ ≥ 0,
y∈AN-1 y∈AN-1
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причём последнее неравенство выполняется в форме равенства, только если α0 = α1 = 
= . . . = αN-1, имеем

(N — 1) αy —
y∈AN-1

Σ

y,z ∈AN -1 : 
y=z

αyαz = N αy

y∈AN-1

( e α^ >0,

y∈AN-1

так как α = (0,... , 0). Значит, в условиях теоремы σ^ = D(α, ξτ} T. Здесь и далее
T An

запись An Bn при п — ∞ означает, что существует Iim —- = c ∈ (0; ∞). 
n→∞ Bn

Воспользуемся оценкой (6). Учитывая, что At = max{∣αy|,y ∈ An-1}, из (6) и (9)
имеем

IVtI (MτA^λ^ tт/^П m-1 

mT \ σT J Vk=1 nk√

Правая часть последнего соотношения стремится к нулю при выполнении условия (4) 
теоремы 1. Значит, согласно теореме 4, случайная величина

{α,ξT) - E(α,ξT) 
σT

распределена в пределе при T,n1,... ,nr — ∞ по стандартному нормальному закону. 
Так как вектор α был выбран произвольно, то по теореме Крамера — Уолда [16, теоре­
ма 7.7, c. 76] получаем, что вектор ξT и связанный с ним линейным преобразованием 
вектор ξT* (при подходящей нормировке) имеют в пределе (N— 1)-мерные нормальные 
законы распределения.

Остаётся заметить, что из формул (10) следует, что для каждой компоненты ξy*,T = 
ξy,T — T/N

=------. — вектора ξτ, определённого формулой (3), имеет место
T/N

Eξy*,T = 0, Dξy*,T = 1
N, У ∈ AN,1

а из (11) получаем

y, z ∈ AN, y = z.cov(ξУ,τ ,ξ*z,τ) = - N,

Значит, Eξ* = (0,..., 0) и Σξτ = En-1 — N 1(n-1)×(n-1). ■

2.2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2
Воспользуемся следующим результатом.
Теорема 5 [19, Corollary 2]. В условиях теоремы 4

Wn — EWn

σn

< .л — Φ(x) ≤ 32(1 + √6)Q1/2 

q = ∣Vn∣¾; Anq _3 ,

(13)

σn3n

при всех x ∈ R.
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Так как закон распределения случайных величин ξy,T одинаков для всех y ∈ AN, 
достаточно доказать утверждение теоремы при y = 0. Для этого воспользуемся ре­
зультатами, полученными при доказательстве теоремы 1.

Набору случайных индикаторов I{Zt = 0}, t = 0, . . . , T — 1 соответствует часть 
графа зависимостей ΓT = (VT, ET) с вершинами {(0, t) : t = 0, . . . , T — 1} и рёбрами, 
соединяющими вершины (0, t1) и (0, t2). Такой граф также является графом зависимо­
стей и удовлетворяет требованиям теорем 4 и 5. В нём число вершин и максимальная 
степень вершины описываются формулами (8) и (9) соответственно при N = 2.

В силу определения (2) имеем AT = 1. Тогда с учётом (10) получим
/ r m \ 2

Q ≤ (—(k=
/ N (' —

Тогда, согласно (10) и (13),

ξy,T

{/N (-N))-"(-1/2

<N + N (N — — Φ(x) =

<xξy,τ—'N <x — Φ(x) ≤ 32(1 + √6)Q1/2 = CT^k^∏2 —.

Значит, имеет место оценка (5). ■
2.3. Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1 

Начнём с вычисления математического ожидания. Так как P{ Zt = y} 
y ∈ AN , то

= 1/N,

1 1 1 T-1
EI{Zt = у} = n, DI{Zt = y} = n (^1 — ^, Eξy,τ = e P{Zt = 1} = 

Вычислим вероятность P{Ztl = у, Zt2 = z} при 0 ≤ t1 < t2 ≤ T,y,z ∈ An. 
длины регистров n1,... , nr взаимно просты, при любых 0 ≤ t1 < t2 ≤ T наборы itl и it2 

имеют не более r — 1 одинаковых элементов на одних и тех же местах.
Пусть наборы itl и it2 имеют ровно 1, 1 ≤ l ≤ r — 1, общих элементов на одних и 

тех же местах 1 ≤ k1 < ... < 
∈ {1, . . . , r} \ {k1, . . . , kl}. Тогда

Так как

kl ≤ Г: iu,t1 iu,t2 ,u ∈ {k1,...,kl}, и iu,t1 iu,t2 ,u ∈

P{ Zt1 = y, Zt2 = z}=e χ',u:,=yz, e x≡2=z)u=1 1 u=1 2
i,,tu=1 ,,t2

Xi(uu,)t
iu,t1

= a, Xi( u)

u∈{1,...,r}\{k1,...,kl}
Xi(,u)t = z ф a =

i,,t2

iu,)t1 = y ф a,

= E 4 е

a∈AN u∈{k1 ,..

×P
u∈{1,...,r}\{k1,...,kl}

Θ
u∈{1,...,r}\{k1 ,...,kl}

= Φu∈{1,...,r}∖{kι,...,kι} x21 = у Ф a} ×

xZ2 = z ф = n • N3 = N2 = P{Zti = У} P{Zt2 = z}.

Xi(,u)t
i,,t 

..,kl} ,,t1

T
N
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Таким образом, Ztl и Zt2 попарно независимы при 0 ≤ t1 < t2 ≤ T. Тогда

T-1 T 1
Dξy,τ = di{Zt = y} = N - , y ∈ AN.

Тем самым формулы (10) доказаны.
Перейдём к вычислению ковариации. Так как при при y, z ∈ AN, y = z, 

cov (I{Zt1 = y}, I{Zt2 = z}) = 0, если t1 = t2, и

cov (I{ztι = y}, i{ztι = z}) = p{ztι = y,ztι = z} - p{ztι = y} p{ztι = z} = -N12,

то, согласно определению (2), при y, z ∈ AN, y = z,

cov(ξy,T,ξz,T) = - - cov(I{Zt1 = y},I{Zt2 = z}) =
t1 =0 t2 =0

= ∑- cov (I{Zti = y},I{Zti = z}) = -Nt2.
t1 =0 N 2

Лемма доказана. ■

Заключение
Доказана многомерная центральная предельная теорема для частот знаков в от­

резке мультициклической последовательности длиной много меньше длины периода 
с оценками скорости сходимости в равномерной метрике для отдельных компонент 
в предположении, что знаки, формирующие последовательность, независимы в сово­
купности и распределены равномерно на конечном алфавите.

Авторы выражают признательность рецензенту за полезные замечания и внимание 
к работе.
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