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The paper surveys main works and results by Valerii Mikhailovich Khrapchenko, who 
stands among the pioneers of national theoretical cybernetics. Mathematical results 
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metics.
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Валерий Михайлович Храпченко (1936-2019) родился в семье известного учёного- 
литературоведа, впоследствии академика АН СССР Михаила Борисовича Храпченко 
и музыкального педагога Тамары Эрастовны Цытович. Окончил Московский энерге­
тический институт, факультет автоматики и вычислительной техники. С 1959 по 1966 г. 
работал в Институте электронных управляющих машин и учился там в аспирантуре.

1 Работа поддержана грантом РФФИ № 19-04-00294а.
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Рис. 1. В. М. Храпченко

Ранние работы В. М. Храпченко [1, 2], относящиеся к тематике построения вычис­
лительных машин и их алгоритмического обеспечения, привлекли внимание Сергея 
Всеволодовича Яблонского и Олега Борисовича Лупанова, лидеров советской дискрет­
ной математики и математической кибернетики. C 1966 г. Храпченко переходит к ним 
в отдел теоретической кибернетики Института прикладной математики, получивше­
го позднее имя М. В. Келдыша. В этом отделе Валерий Михайлович проработал всю 
оставшуюся жизнь, свыше 50 лет.

Особенно близко Валерий Михайлович сошелся с О. Б. Лупановым, которого счи­
тал своим учителем. Под его влиянием научные интересы Храпченко сместились в тео­
ретическую плоскость, в частности, обратились к проблематике нижних оценок слож­
ности, тем не менее Валерий Михайлович всегда находил задачи, имеющие непосред­
ственную связь с электроникой: как быстро складывать и умножать числа, как сокра­
тить время вычислений в схеме и т. п. Знавший Олега Борисович как никто другой, 
Храпченко недавно написал его биографию [22], содержащую множество малоизвест­
ных подробностей.

В. М. Храпченко часто выступал с докладами на еженедельных семинарах «Мате­
матические вопросы кибернетики» и «Синтез управляющих систем» под управлением 
С. В. Яблонского и О. Б. Лупанова в Московском университете. По мнению многих 
участников, он был самым популярным докладчиком. К семинарам Валерий Михай­
лович всегда тщательно готовился и рассказывал так доходчиво, что было понятно 
каждому.

Математические результаты В. М. Храпченко можно отнести к пяти направлениям: 
синтез параллельных сумматоров [3, 13, 19], соотношения между сложностью и глу­
биной булевых формул [3, 12, 14], нижние оценки сложности формул [5, 6, 8, 9, 18, 21], 
синтез формул для симметрических булевых функций [7, 9, 10], соотношения между 
глубиной и задержкой схем [11, 13, 16, 20].

Далее функционалы сложности и глубины формул над базисом B обозначаются 
через LB и DB. Определения см. в [29, 31, 47, 53, 65, 68].

1. Параллельные сумматоры
Одной из первых практических задач теории сложности стал синтез схем парал­

лельных сумматоров. Обозначим булев оператор сложения n-разрядных двоичных чи­
сел через Σn. По существу, время работы сумматора Σn определяется способом вычис-n
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ления системы переносов, которая при введении подходящих обозначений принимает 
вид

• ?fk = Уі ∨ У2Х1 ∨ y3X2X1 ∨ ... ∨ Ук Xk-ι • ... • xι, к =1,...,n. (1)
Имеет место соотношение Db(Σn) ≤ Db(fn) + O(1) в произвольном полном булевом 
конечном базисе B. Оценка DB(fn) = O(logn) доказывается тривиально, но такая зна­
чимая базовая операция, как сложение, нуждалась в более точном знании. В своей пер­
вой ставшей широко известной работе [3] (1967 г.) Храпченко получил асимптотически 
точный результат Db0(Σn) log2 n в стандартном базисе B0 = {∨, ∧^}, вытекающий 
из аккуратной верхней оценки

Dbo(fn) ≤ log2 n + √2 log2 n + O(1). (2)

Оценка получается рекурсивно применением формул вида

(3)fkr = fr (Xl) ∨ (xi • ... • Xr)fr (X2) ∨ (xi ∙ ... ∙ X2r)fr (X3) ∨ ...
... ∨ (xi ∙ ... ∙ X(k-1)r )fr (Xk),

где Xi — подходящие группы переменных.
Более того, Валерий Михайлович показал, что для любого конечного булева бази­

са B выполнено Db(Σn) тв log2 n, где константу тв можно определить из асимптоти­
ческого соотношения Db(x1 • ... • xn) тв log2 n. При этом значение константы всегда 
находится в пределах 0 < тв ≤ 2. Примером базиса, для которого тв = 2, является 
базис Bs из единственной функции «штрих Шеффера» x | у.

Прямое применение формул, доставляющих оценку (2), приводит к сумматору 
нелинейной сложности. Используя более гибкую конструкцию, ценой небольшого ухуд­
шения глубины Храпченко построил сумматор с глубиной log2 n + O^log n) и ли­
нейной сложностью (12 + o(1))n. Аналогично сумматор сложности O(n) и глубины 
(тв + o(1)) log2 n строится и в произвольном базисе.

Чуть позже оценка (2) была также выведена Р. Брентом [43], но полученная им 
оценка сложности сумматора глубины (1 + o(1)) log2 n имела вид O(n logn). В рабо­
те [25] показано, что оценку глубины сумматора линейной сложности можно понизить 
до log2 n + ^(2 + o(1)) log2 n (в базисе B0 оценка сложности, как ив [3], имеет вид 
(12 + o(1))n).

В 2008 г. М. И. Гринчук [26] усилил оценку Храпченко до DB0 (Σn) ≤ log2 n + 
+ log2 logn + O(1). Фактически он установил сложность функций fn в монотонном ба­
зисе BM = {∨, ∧}. При совмещении его верхней оценки с нижней оценкой Б. Комменц- 
Вальтера [44] получается

DBM (fn) = log2 n + log2 logn ± O(1).

Комбинируя методы работ [25] и [26], оценку глубины сумматора линейной сложности 
можно указать в виде log2 n+O(log2 logn). Недавно в развитие этой линии результатов 
Ш. Хелд и С. Шпиркл [51] построили сумматоры глубины log2 n+O^∕log n) и линейной 
сложности с дополнительным ограничением 2 на ветвление выходов элементов.

Другие известные формы параллельных сумматоров, например префиксные, обла­
дают глубиной и сложностью асимптотически большими, чем у параллельных сумма­
торов Храпченко и Гринчука, хотя при малых значениях n могут иметь преимущество.

С позиции нижних оценок Б. Комменц-Вальтер и Ю. Саттлер [45] установили

DBo (fn) ≥ log2 n + (1 - o(1))log2 loglog n. (4)
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Заметив, что DB0(fn) ≤ DB0 (Σn) + O(1), Храпченко в работе [19] доказал в качестве 
следствия, что нижняя оценка (4) справедлива и для глубины сумматора DB0(Σn). 
Этот результат — первая и пока единственная нетривиальная нижняя оценка глубины 
сложения в стандартном базисе.

Формулы метода Храпченко, на которых достигается оценка (1), не используют 
специфику булевой алгебры и поэтому могут применяться для вычисления выражений 
вида

(5)Уі + y2χ1 + y3χ2χ1 + ... + ynχn-ι ∙ ... ∙ x1 

над арифметическим базисом {+, •} в произвольном кольце (см. (3)), в отличие от 
формул метода Гринчука. Частным случаем выражений (5) являются многочлены 
одной переменной: положим x1 = . . . = xn-1 = x, а yi будем считать коэффици­
ентами. Так схема Храпченко превращается в способ вычисления значения много­
члена в точке за Iog2 n у/2 Iog2 n + O(1) параллельных шагов. В начале 1970-х го­
дов К. Маруяма [56], Я. Мунро и М. Патерсон [58] повторно обнаружили этот способ. 
Позже С. Р. Косараю [55] доказал, что глубина вычисления в обсуждаемой задаче не 
может быть меньше Iog2 n + ^(2 — o(1)) Iog2 n. Таким образом, в общей алгебраиче­
ской постановке метод Храпченко является оптимальным в более сильном смысле, 
чем в булевой области.

2. Глубина и сложность формул
Исследования глубины удобнее производить в модели формул, так как глубина 

функции при реализации схемами и формулами в одном и том же базисе одинакова, но 
при этом формула является более простым объектом (в графическом представлении — 
деревом). Тривиально выполняется соотношение DB(f) ≥ Iogk LB(f), если базис B 
состоит из не более чем к-местных функций. Но именно Храпченко в 1967 г. первым 
отметил, что неравенство выполняется и в другую сторону:

DB(f) = O(log LB(f)) (6)

справедливо для любого булева полного конечного базиса B. К сожалению, результат 
Храпченко нашел отражение только в одном абзаце отчёта [4]. Поэтому приоритет 
часто отдают П. Спире, доказавшему соотношение (6) для базиса B0 в [66].

Базисы, для которых выполнено (6), принято называть равномерными. Следуя 
работе Храпченко [14], для характеризации равномерности базиса B удобно ввести 
величину (равную константе или ∞)

DB(f)CB = Iim max ,
N→∞LB(f)=N log2 N

Определение означает, что для любой выражаемой в базисе B функции f выполнено 
DB(f) ≤ (cB + o(1))log2 LB(f), а также существует бесконечная последовательность 
функций fk, для которой DB(fk) (cB — o(1))log2 LB(fk).

В новых терминах результат [4] можно сформулировать как cB < ∞ для булевых 
конечных полных базисов. На самом деле, рассуждение проходит для любых полных 
конечных базисов, не обязательно булевых. Доказательство cB < ∞ для неполных 
булевых конечных базисов оказалось трудной задачей. Прошло 20 лет, прежде чем 
А. Б. Угольников [39] и М. Рагаз [64] независимо решили её. Они же построили при­
меры неравномерных базисов (cB = ∞) в трёхзначной логике.
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За пионерскими работами [4, 66] последовала серия результатов, посвящённых 
оценкам констант равномерности различных базисов, в основном булевых или ариф­
метических. Любопытно, что первая нетривиальная нижняя оценка фактически по­
лучена Храпченко в более ранней работе [3] для базиса BS = {x|y}. Из доказан­
ной в [3] нижней оценки Dbs (x1 • ... • xn) ≥ 2 Iog2 n и тривиальной верхней оценки 
Lbs(x1 • ... • xn) = O(n) следует Cbs 2. Позднее У. МакКолл [57] повторил этот ре­
зультат и получил несколько верхних и нижних оценок констант равномерности для 
других булевых базисов.

В работе [12] Храпченко получил остающуюся рекордной по сей день оценку 
cB0 < 1,73 для константы равномерности стандартного базиса, усилив результат [62]. 
Доказательство проведено традиционным для подобных задач способом параллельно­
го перестроения формул, но с более глубоким просчётом вариантов.

Чуть позже в работе [14] Храпченко рассмотрел ещё один достаточно популярный 
в булевой теории сложности базис B3 = {xy ∨ xz ∨ yz~, 0,1}. Для константы равно­
мерности этого базиса ему удалось получить близкие оценки 1 ≤ cB3 < 1,45. Отметим, 
что такое же отношение между оценками константы равномерности известно и для 
базиса Bs: 2 ≤ cbs < 2,89 (верхняя оценка доказана в [57]). Потом ещё сильнее были 
сближены оценки для монотонного арифметического базиса Ba = {+, •}: 1,5 ≤ cBA ≤ 2 
(нижняя оценка доказана в [46], а верхняя — в [55]).

Следует заметить, что среди результатов исследований констант равномерности 
простых булевых или арифметических базисов есть всего несколько нетривиальных 
нижних оценок, две из них принадлежат Храпченко. Точные значения констант до 
сих пор не найдены ни для одного из «интересных» базисов. В частности, не решена 
проблема получения нетривиальных нижних оценок констант равномерности доста­
точно выразительных полных базисов вроде B0 или арифметического базиса {+, —, •}.

3. Нижние оценки сложности формул
Примерно в 1970 г. Храпченко получил свой самый известный результат — метод 

нижней оценки сложности формул в стандартном базисе, который описывается соот­
ношением

l (f) s ∣R(No,Nι)∣2 
B0(f) ∣N0∣∙∣Nι∣ '

где N0 и N1 — произвольные множества нулей и соответственно единиц функции f, 
а R(A,B) —множество пар (α ∈ A, в ∈ B) булевых наборов, различающихся ровно 
в одном разряде.

Максимально возможную оценку LB0 (ln) n2 метод даёт для линейных функций 
ln = X1 Ф ... Ф Xn Ф σ, где σ ∈ B = {0, 1}. Первоначально Храпченко получил но­
вую нижнюю оценку сложности линейной функции [5], а затем превратил доказатель­
ство в общий метод [6]2. Строго говоря, оценка доказывалась в модели параллельно­
последовательных контактных схем (п-схем). Но по существу п-схема — это альтерна­
тивный способ изображения формулы.

Результат [5] даёт практически окончательный ответ о сложности линейной функ­
ции, так как простой способ синтеза [42] при произвольном n приводит к оценке 
LB0(ln) < (9∕8)n2, а при n = 2k — просто к LB0(ln) ≤ n2. Таким образом, задача о 
сложности линейной функции, известная как проблема С. В. Яблонского [42], после

2В работе [21] Храпченко привёл укороченное доказательство неравенства (7) —примерно так оно 
обычно излагается на лекционных курсах в Московском университете.

(7)
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работ Храпченко свелась к закрытию остающегося небольшого зазора между нижней 
и верхней оценками.

До появления метода Храпченко сложность линейной функции оценивалась сни­
зу как Ω(n3/2) методом Б. А. Субботовской [38], а максимальные известные нижние 
оценки сложности для конкретных функций имели порядок величины n2/log n (метод
Э. И. Нечипорука [30]; впрочем, этот метод работает в любом полном базисе). Впослед­
ствии А. Е. Андреев [24] предложил обобщение метода Субботовской — метод сжатия 
формул при случайных подстановках аргументов — и для сложности специально скон­
струированной функции получил нижнюю оценку вида n2,5-o(1). Но до работы Андре­
ева оценки метода Храпченко оставались рекордными.

В качестве следствия из (7) Храпченко установил [6], что сложность почти всех 
симметрических функций по порядку не меньше чем n2, в частности, квадратичные 
оценки имеют место для функции голосования и многих пороговых функций, для 
элементарных симметрических функций, вообще для любых функций, принимающих 
разные значения на соседних слоях в центральной части булева куба, и также для 
определителя булевой матрицы. В работе [8] Храпченко показал, что (7) влечёт квад­
ратичные нижние оценки для двоичных разрядов функций вещественного аргумента 
с непрерывной и не равной тождественно нулю второй производной. В частности, не 
менее чем квадратичную сложность имеют двоичные разряды произведения, частного, 
многих аналитических функций. В работе А. К. Пулатова [33] метод Храпченко приме­
няется для вывода нижних оценок сложности характеристических функций некоторых 
кодов.

Метод получил развитие. К. Л. Рычков [34] предложил описание метода Храпчен- 
ко в терминах покрытий двудольных графов (см. также [53]) и получил следующее 
обобщение неравенства (7):

|Rt(N0, N1)|2 (8)lB0(f. (1 + СП-1 +... + cn-О |NoI • |Ni| ■

где n — число аргументов функции f, либо у множества N0 (нулей функции), либо 
у N1 (единиц функции) попарные расстояния между наборами не меньше 2t + 1, а 
Rt(A,B) —множество пар (а ∈ A, β ∈ B) наборов с расстоянием не более t +1. Ука­
занная модификация метода позволила получать высокие, вплоть до квадратичных, 
нижние оценки для характеристических функций произвольных плотно упакованных 
кодов. Позднее уже Храпченко [18] применил метод Рычкова (8) для оценки сложности 
характеристических функций БЧХ-кодов.

К. Л. Рычков продолжил исследования проблемы Яблонского и доказал соотноше­
ние LB0 (ln) n2 + 2 + (n mod 2) при 5 ≤ n = 2k [35]. Очень нетривиально полученное 
Д. Ю. Черухиным [41] доказательство оценки LB0(l6) = 40 (см. также [36]). Как след­
ствие, при n ≤ 8 формулы Яблонского оптимальны. Кроме того, С. В. Здобнову [27] 
удалось показать, что метод Яблонского оптимален при всех n в ограниченном классе 
формул — изображаемых п-схемами без нулевых цепей.

М. Патерсон (см. [68]) предложил обобщающий метод Храпченко принцип фор­
мальных мер сложности. Формальная мера сложности определяется как функционал 
μ : (Bn → B) → R+ со свойствами: (1) μ(xi) = 1, i = 1,...,n; (2) μ(f) = μ(f); 
(3) μ(f ∨ g) ≤ μ(f) + μ(g). Из определения следует, что lb0(f. μ^f.. Методу Храп- 
ченко соответствует мера

|R(N0,N1)|2
μ( f) = max ,, .

No⊂f-1(0),Nι⊂f-1(1) ∣No∣ • |Ni|
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Впоследствии разными авторами было предложено ещё несколько мер сложности, но 
ни одна из них не позволяет получать сверхквадратичные нижние оценки [53].

Пожалуй, еще большую ценность, чем соотношение (7), представляет способ рас­
суждения в методе Храпченко. Это один из первых методов в теории нижних оценок 
сложности, основанных на двойственной природе нулей и единиц функции. Так, в ме­
тоде Храпченко единицам ставятся в соответствие цепи, а нулям — тупиковые сечения 
п-схемы, объекты двойственной природы. Впоследствии указанный тип рассуждения 
стал широко распространен: например, двойственность нулей и единиц лежит в ос­
нове методов получения нижних оценок сложности монотонных схем и схем ограни­
ченной глубины [53]. По существу, из двойственности вырастает концепция коммуни­
кационной сложности. Неудивительно, что метод Храпченко допускает естественное 
описание в терминах коммуникационной сложности. Такую интерпретацию предложи­
ли М. Карчмер и А. Вигдерсон [54], получив альтернативное доказательство аналога 
соотношения (7) для глубины формул.

На пути, указанном А. Е. Андреевым [24], для специально сконструированных бу­
левых функций к настоящему времени получены нижние оценки формульной сложно­
сти вида n3-o(1) [50, 67, 48]. Однако, например, для симметрических булевых функций 
более чем квадратичные нижние оценки до сих пор неизвестны.

К направлению нижних оценок сложности можно отнести и заметку Храпченко [9]. 
В ней он конкретизировал результат Э. Шпекера [52], показав, что все симметрические 
функции n переменных, за исключением 16 штук, имеют нелинейную формульную 
сложность Ω(nα(n)) в произвольном полном базисе, где α(n) —очень медленно рас­
тущая функция. Одновременно такое следствие было получено М. Патерсоном [59] 
с формулировкой для бинарных базисов. Позже П. Пудлак [63] показал, что нижняя 
оценка справедлива при α(n) = log log n, и по порядку она уже неулучшаема. Тем не 
менее Д. Ю. Черухину [40] удалось доказать, что почти все симметрические функции 
имеют сложность Ω(n log n) (но функций-исключений для этой оценки больше 16). 
Результаты [63, 40] справедливы в любом полном базисе.

4. Формулы для симметрических булевых функций
Закономерно, что Храпченко заинтересовался вопросом, с какой сложностью мож­

но вычислять симметрические функции формулами. В силу равномерности булевых 
формул с вопросом о сложности формул тесно связан вопрос о глубине.

Напомним, что значения симметрической булевой функции определяются арифме­
тической суммой аргументов. Симметрические функции играют важную роль в прак­
тике вычислений: симметрическими являются функция голосования и другие простые 
пороговые функции, периодические функции, разряды булева оператора Cn сложения 
n битов.

Обозначим через Sn класс симметрических функций n переменных. Любая функ­
ция f ∈ Sn может быть представлена как h(Cn(x1,... ,xn)), где h — некоторая функ­
ция log2 n аргументов. С начала 1960-х годов известно, что DB0 ( Cn) = O(log n) [32]. 
При объединении этого результата с известными уже в то время методами синтеза про­
извольных функций (метод каскадов, асимптотически оптимальные методы [29, 31]) 
получаются оценки DB(Sn) = O(logn) и LB(Sn) = nO(1) в любом полном базисе B.

Тем не менее работа Храпченко [7] стала первой, в которой оценка LB(Sn) = nO(1) 

получена явно (автор отдельно отметил, что результат справедлив и в к-значной ло­
гике). Но основным содержанием работы [7] стали аккуратные оценки сложности опе­
ратора Cn и класса Sn в базисе B0: LB0 ( Cn ) = O(n4,62), LB0 ( Sn ) = O (n4,93) . Сложность
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пороговых и элементарных симметрических функций оценивается так же, как слож­
ность Cn.

Для реализации оператора Cn Храпченко использовал метод компрессоров [32]. 
(k, 1)-Компрєссор — это схема, преобразующая k чисел в l < k чисел с сохранением 
суммы. Многоразрядный компрессор составляется из параллельных копий однораз­
рядных компрессоров и поэтому имеет глубину O(1), независимо от длины слагаемых 
чисел. Таким образом, при помощи дерева (k, l)-компрессоров можно преобразовать 
n слагаемых в l штук с глубиной O(log n) и формульной сложностью nO(1). Храпченко 
сконструировал специальный (7, 3)-компрессор и описал эффективный способ постро­
ения дерева из таких компрессоров.

Важнейшее приложение метода компрессоров — реализация умножения n-разряд­
ных чисел; основной интерес здесь представляет глубина вычисления. Действитель­
но, путём попарного перемножения битов произведение чисел сводится к сложению 
n чисел (школьный способ умножения). Поэтому для глубины оператора Mn умно­
жения n-разрядных чисел справедлива оценка DB(Mn) ≤ DB(Cn) + DB(Σn) + O(1). 
Напомним, что через Σn обозначается оператор сложения n-разрядных чисел. В рабо­
те [10] Храпченко, используя другую конструкцию (7, 3)-компрессора, получил оценки 
DB0(Cn) < 5.12log2 n и, с учётом DBo(Σn) ~ log2 n [3], оценку DBo(Mn) < 6,12log2 n.

Отметим, что позднее Э. Гроув в работе [49] (см. [61]) доказал, что разница между 
глубиной сведения многократного сложения, возникающего при умножении n-разряд­
ных чисел, к обычному сложению двух чисел и глубиной оператора Cn на самом деле 
имеет величину o(logn).

За работой Храпченко [7] последовала серия результатов разных авторов с уточ­
нениями верхних оценок LB(Cn) и LB(Sn), преимущественно в базисе B = B2 всех 
двуместных булевых функций. Промежуточный итог подвели работы М. Патерсона, 
Н. Пиппенджера и У. Цвика [60, 61], которые установили оптимальный в асимптоти­
ческом смысле способ размещения компрессоров в схеме. Применительно к компрес­сорам Храпченко новый метод влечёт оценки LBo(Cn) = O(n4,60), LBo(Sn) = O(n4,85) 

и DB0(Cn) ≤ (5,07 + o(1))log2 n. Авторы [60, 61] также предложили несколько новых 
приёмов конструирования и использования компрессоров, усилив указанные оценки 
до LBo(Cn) = O(n4,57) и DBo(Cn) ≤ (4,95 + o(1))log2 n.

И. С. Сергеев [37] предложил использовать для вычисления суммы битов σ = 
= X1 + . . . + Xn остатки σ mod 2k и σ mod 3l (младшие компоненты оператора Cn и 
аналогичного оператора сложения в троичной системе счисления), а также прибли­
жённое значение σ* ≈ σ, получив наилучшие известные в настоящее время оценки: 
LBo (Cn) = O(n3,91), LBo (Sn) = O(n4,01), DBo (Cn) ≤ (4,14 + o(1))log2 n, DBo (Sn) 
≤ (4,24 + o(1))log2 n.

≤

до
со-

5. Глубина и задержка схем
Последняя серия работ Храпченко посвящена любопытной проблеме, которую 

него, видимо, никто не осознавал. Речь идёт о том, насколько точно глубина схем 
ответствует понятию задержки в физическом смысле. Храпченко определил задерж­
ку T (S) схемы S как минимальное время, достаточное для установления правильного 
значения на выходах схемы при любых значениях входов, считая, что задержки функ­
циональных элементов равны единице.

Несмотря на то, что всегда выполнено DB(f) = TB(f), равенство может не вы­
полняться для конкретной схемы, в частности для минимальной схемы, реализующей 
функцию f. В работах [11, 13] Храпченко удалось построить последовательность та-
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ких функций fk, что для всех реализующих их минимальных схем S справедливо 
Dbo(S) - 2Tbo(S).

В работах [16, 20] этот результат удалось усилить. Сначала Храпченко построил 
последовательность минимальных схем Sk со свойством TB0(Sk) < log2 DB0(Sk) +6 [16]. 
В завершающей работе цикла [20] он снял последнее ограничение, предъявив последо­
вательность функций fk, все минимальные схемы Sk которых3 удовлетворяют условию 
TB0(Sk) < log2 DB0(Sk) + 14. Этот результат является окончательным в силу легко про­
веряемого неравенства: Tb0 (S) ≥ Iog2 Db0 (S) для любой минимальной схемы S [16].

В [13] Храпченко также построил схему n-разрядного сумматора в стандартном 
базисе, имеющего задержку (1+o(1)) log2 n и сложность (11+o(1))n. Тем самым около 
n элементов удалось сэкономить при переходе от требования асимптотически мини­
мальной глубины к асимптотически минимальной задержке (см. выше).

Эти результаты Храпченко открывают новое направление исследований — миними­
зация сложности функций при ограничении на задержку. Проблема особенно содер­
жательна в случаях, когда аналогичное ограничение глубины не позволяет построить 
достаточно простую схему.

Впрочем, дальнейшего развития исследования задержки в смысле Храпченко по­
ка не получили. Но если смотреть шире, то движение в направлении более точного 
моделирования физических характеристик схем, в русле которого находятся работы 
Храпченко, продолжается. Например, С. А. Ложкин и Б. Р. Данилов [28] ввели в рас­
смотрение модель схем, в которой задержка функциональных элементов зависит от 
значений на их входах, и получили асимптотически точные результаты о глубине вы­
числения булевых функций в этой модели. Заметим, что задержка схемы в этой модели 
зависит от значений переменных на входах, как и в случае задержки Храпченко.

Заключение
В. М. Храпченко внимательно следил за работами в области нижних оценок 

сложности и подготовил очень подробный обзор для Кибернетического сборника 
в 1984 г. [15]. В работах [17, 23] он представил авторский взгляд на творчество 
двух крупных специалистов в теории синтеза и сложности — Р. Г. Нигматуллина и 
О. Б. Лупанова — математиков, которых Валерий Михайлович хорошо знал.

Метод Храпченко нижних оценок сложности формул вошёл во многие лекционные 
курсы и во все основные монографии по сложности булевых функций [31, 47, 53, 65, 68]. 
Описание параллельного сумматора Храпченко приводится в работах, уделяющих вни­
мание быстрой арифметике [65, 68]. В [47, 68] доказывается соотношение (6), связыва­
ющее глубину и сложность формул, но приоритет Храпченко авторам не был известен.

Валерий Михайлович был одним из главных действующих лиц в разработке теории 
синтеза и сложности в самые активные годы становления этого научного направления 
во второй половине XX века, его результаты, как и его незаурядная личность, оставили 
яркий след в памяти всех, кто был с ним знаком.

Авторы благодарны Стасису Юкне за знакомство с текстом и ряд замечаний, спо­
собствовавших улучшению изложения.
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