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ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ – ТРИКОМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО
ЭЛЛИПТИКО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА ВТОРОГО РОДА

Изучается задача Пуанкаре – Трикоми для вырождающегося эллиптико-
гиперболического уравнения второго рода. Единственность решения
поставленной задачи установлена с помощью метода интегралов энергии.
В гиперболической и эллиптической частях  смешанной области ищутся
обобщенное и классическое решения соответствующих вспомогательных
задач и выводятся функциональные соотношения между следами искомой
функции и ее производной на линии вырождения. Исключив из этих двух
функциональных соотношений одну из двух неизвестных функций, процесс
решения поставленной задачи эквивалентным образом сводится к решению
сингулярного интегрального уравнения относительно предельного значения
искомой функции на линии изменения типа уравнения.   При определенных
ограничениях на заданные функции и параметры задачи  Пуанкаре – Трико-
ми это сингулярное интегральное уравнение методом Карлемана удаётся
привести к интегральному уравнению Фредгольма второго рода, однознач-
ная разрешимость которого следует из альтернативы Фредгольма и теоремы
единственности поставленной задачи.

Ключевые слова: обобщенное решение, задача Пуанкаре – Трикоми, урав-
нение второго рода, интегральное уравнение, метод интегралов энергии,
функция Грина.

Рассмотрим уравнение
sgn 0m m

xx yyy y u u y u+ + μ =  ( 1 < < 0, μ )m− − ∞ < < +∞ (1)

в области D D D+ −= ∪ , где D+  – область, ограниченная кривой σ  при 0y >  с

концами в точках (0,0), (1,0)A B  и отрезком ( = 0)AB y , а D−  – область, ограни-
ченная отрезком AB  и характеристиками
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уравнения (1).
Известно, что при исследовании краевых задач для уравнения (1) важную роль

играют фундаментальные решения (в эллиптической части) и функция Римана (в
гиперболической части) этого же уравнения.

При 0y > , т.е. в эллиптической части смешанной области с помощью извест-

ной замены переменных ,x x=  ( 2) / 22
2
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m
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+

 уравнение (1) переходит в урав-
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нение Гельмгольца с одним сингулярным коэффициентом вида
2β λ 0,xx yy yu u u u
y

+ + + = (2)

где β  и λ  – параметры, выражаемые через m  и μ  соответственно.
Фундаментальные решения уравнения (2) выписываются через конфлюэнтную

гипергеометрическую функцию Горна 3H  (см., например, [1]). В недавней работе
[2] найдены фундаментальные решения для более общего (многомерного) урав-
нения Гельмгольца с несколькими сингулярными коэффициентами

i

1

2α λ 0,
i i i

n

x x x
ii

u u u
x=

⎛ ⎞
+ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ (3)

где αi  и λ  – действительные числа, причем 0 2α 1,i< < 1,..., .i n=
Отметим, что для уравнения (3) в двумерном случае ( 2n = ) и при отсутствии

спектрального параметра ( λ=0 ) авторами [3−6] построена теория потенциала
двойного слоя.

При 0y < , т.е. в гиперболической части смешанной области для уравнения (1)
прямая параболического вырождения является особой характеристикой – оги-
бающей обоих семейств характеристик. В зависимости от степени вырождения m
предельные значения τ( ) ( , 0),x u x≡ −  ν( ) ( , 0)yx u x≡ −   могут иметь особенности.

Чтобы обеспечить необходимую гладкость решения ( , )u x y  вне линии характери-
стического вырождения, необходимо требовать повышенную гладкость функций
τ( )x  и ν( ).x  С целью ослабить это требование в [7] дано определение и изучены

свойства так называемого класса λ
2R  обобщенных решений уравнения (1) в об-

ласти 2D , который при λ=0  совпадает с классом 2R , введенным и изученным
И.Л.Каролем [8]. Кроме того, на основе известной формулы классического реше-
ния задачи Коши для уравнения (1) в [7] получен явный и удобный для дальней-
ших исследований вид обобщенного решения этой же задачи в классе λ

2R  и ис-
следованы обобщенные решения, для которых τ ( ),x′ ν( ) ( , )x C a b∈  вместо требуе-

мого 2[ , ]C a b .
В работе [9] представлены исследования задачи Коши – Гурса и Гурса для

уравнения (1) в классе обобщенных решений λ
2R  и приведен пример, показываю-

щий важность введения понятия такого класса.

Известно, что с помощью замены переменных ,x x=  
( )

2
2

1 sgn
2
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+

уравнение (1) можно представить в виде
1β λ = 0
2xx yy yu yu u u⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

  ( 1 < β < 0,
2

− λ – комплексное число). (4)

В работе [10] в специальной области методом разделения переменных найде-
ны собственные значения и построена система соответствующих собственных
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функций спектральной задачи Трикоми – Неймана для уравнения (4). К такому
направлению исследований примыкает работа [11], в которой сформулированы
краевые задачи для уравнения смешанного типа со спектральным параметром в
области, состоящей из двух секторов круга и двух характеристических треуголь-
ников, доказана однозначная разрешимость поставленных задач.

При отсутствии спектрального параметра для уравнения (4) в [12] получены
классические решения задачи Трикоми в ограниченной и неограниченной облас-
тях, а в [13] исследован класс 2R  обобщенных решений в конечной области ги-
перболичности при 2 1β < −  и 2 3, 5,....β ≠ − −  В работах [7, 14] авторам удалось
построить специальные классы решений для уравнения (4) со спектральным па-
раметром при 0y <  и ( ) ( )β 1/ 2,0 0,1/ 2∈ − ∪ .

В настоящей работе для уравнения смешанного типа второго рода

sgn 0m
xx yyy y u u+ =  ( 1 < < 0)m− (5)

в области D  исследуется краевая задача Пуанкаре – Трикоми.
При решении поставленной задачи в конечной области эллиптичности уравне-

ния (5) важную роль играет одна вспомогательная задача, являющаяся естествен-
ным обобщением известных задач (задачи Дирихле [15] и смешанной задачи [16]),
исследованных авторами лишь при положительных значениях ,m  т.е. для вырож-
дающегося эллиптического уравнения первого рода. В работе [17] решение задачи
Дирихле для многомерного сингулярного уравнения Гельмгольца в полусфериче-
ской области найдено в явном виде.

Проведенный анализ состояния дел в этом направлении показывает, что не-
смотря на то, что в настоящее время известны фундаментальные решения для бо-
лее общих сингулярных уравнений, краевые задачи с условием Пуанкаре – Три-
коми для вырождающихся уравнений эллиптического и эллиптико-гиперболи-
ческого типов второго рода изучены сравнительно мало. Отметим лишь работы
[18, 19]. Монография [20] посвящена постановке и исследованию локальных и не-
локальных краевых задач, в том числе, задаче Пуанкаре – Трикоми для уравнений
смешанного типа с двумя линиями и различными порядками вырождения.

Прежде чем перейти к изложению основных результатов приведем некоторые
известные факты из теории интегродифференциальных операторов дробного по-
рядка и теории гипергеометрической функции Гаусса.

Пусть функция ( )f x  интегрируема в интервале ( , ).a b  Интегралом дробного
порядка ( α)− (α 0)<  от функции ( )f x  называется выражение вида

α (α 1)1( ) ( ) ( ) ( )
( α)

x

ax
a

D f x x t f t dt a x b− += − ≤ ≤
Γ − ∫ . (6)

Функция α ( )axD f x  существует для почти всех x  и интегрируема; для α 1≤ −  она
непрерывна.

Если α 0,>  α 1n n< < +  ( n – целое число), и существует ( 1) ( )nf t+ , интегри-
руемая в ( , ),a b  то производной порядка α  от ( )f x  называется выражение

( ) α
α α ( 1) ( 1)

0

( )( )( ) ( );
( α 1)

k kn
n n

ax ax
k

f a x aD f x D f x
k

−
− + +

=

−
= +

Γ − +∑ (7)
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так как α ( 1) 0n− + < , то последнее слагаемое в (7) определяется из (6). Производ-
ная порядка α  от ( )f x  может быть записана еще в следующем виде:

1
α α ( 1)

1( ) ( )
n

n
ax axn

dD f x D f x
dx

+
− +

+= ( α 1).n n< < +

Это определение имеет смысл и для целых значений α n= :
α ( )( ) ( ).n
axD f x f x=

Нетрудно видеть, что если α 0<  и β 0< , то
α β α+β( ) ( ).ax ax axD D f x D f x=

Если
( 1)( ) ( ) ... ( ) 0,nf a f a f a−′= = = = (8)

то, применяя оператор α
axD−  при α 1n n< < +  к функции α ( ),axD f x  определенной

формулой (7), мы получим
α α ( ) ( ).ax axD D f x f x− =

Пусть α( ) φ( )axf x D x−=  при α 1,n n< < +  тогда справедливо (8) и имеет место
α α α( ) φ( ) φ( ).ax ax axD f x D D x x−= = (9)

Гипергеометрическая функция Гаусса ( , ; ; )F a b c z  определяется внутри круга
1z <  как сумма гипергеометрического ряда [15]

0

( ) ( )( , ; ; ) ,
( ) !

mk k

kk

a bF a b c z z
c k

∞

=
= ∑ (10)

а при 1z ≥  получается аналитическим продолжением этого ряда. В формуле (10)
параметры ,a ,b c  и переменная z  могут быть комплексными, причем

0, 1,... .c ≠ −  Здесь ( )κ n  обозначает символ Похгаммера:

( )0κ 1,= ( )κ κ(κ 1) ... (κ 1), 1,2,....n n n= + ⋅ ⋅ + − =

Если Re Re 0,c b> > то имеет место формула Эйлера [16]
1

1 1

0

( )( , ; ; ) (1 ) (1 ) ,
( ) ( )

b c b acF a b c z t t tz dt
b c b

− − − −Γ
= − −

Γ Γ − ∫  arg(1 ) π.z− < (11)

Если ,a ,b c a−  или c b−  не являются неположительными целыми числами,
то при 1z <  справедлива формула автотрансформации [15]

( , ; ; ) (1 ) ( , ; ; )c a bF a b c z z F c a c b c z− −= − − − . (12)
Для гипергеометрической функции Гаусса справедливы следующие оценки [15]:

( )
[ ]

при Re( ) 0, 0 1,
, , , (1 ) при Re( ) 0, 0 1,

при Re( ) 0, 0 1,1 ln (1 )

c a b
C c a b z

F a b c z C z c a b z
c a b zC z

− −
⎧ − − > ≤ ≤
⎪≤ − − − < < <⎨
⎪ − − = < <+ −⎩

(13)

где 0.C const= >
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Постановка задачи Пуанкаре – Трикоми
и единственность решения задачи

Введем обозначения:

( ){ }, : 0 1, 0 ; σ ; 2β .
2

mJ x y x y D AB
m

= < < = ∂ = ∪ =
+

G

Легко видеть, что 1 2β 0.− < <
Задача Пуанкаре – Трикоми. Требуется найти функцию ( , )u x y , обладаю-

щую следующими свойствами:
1) ( ) ( )1( , ) σu x y C D C D J∈ ∪ ∪ ∪ , причем производные xu  и yu  могут обра-

щаться в бесконечность порядка меньше единицы и 2β−  в точках ( )0,0A  и
( )1,0B  соответственно;

2) функция ( )2( , )u x y C D+∈  является регулярным решением уравнения (5) в

области D+ , а в области D−  – обобщенным решением из класса 2R ;
3) выполняется условие склеивания в виде

( , 0) ( , 0)y yu x u x− = − + ; (14)

4) ( , )u x y  удовлетворяет краевым условиям

{ } σδ( ) [ ] ρ( ) = φ( ), 0ss A u s u s s l+ < < ; (15)

1( , ) = ψ( ), 0 ,
2ACu x y x x≤ ≤ (16)

где δ( )s , ρ( )s ,φ( )s и ψ( )x  – заданные достаточно гладкие функции, причем

[ ] ( )1 2ψ( ) 0,1/ 2 0;1/ 2x C C∈ ∩ , а также выполняется условие согласования в точках
( )0,0A  и ( )1,0B : φ( ) ψ(0) 0.l = =  Здесь и далее

[ ] ,m
s

dy u dx uA u y
ds x ds y

∂ ∂
= −

∂ ∂
 = cos( , ), = cos( , )dx dyn y n x

ds ds
− ,

n  – внешняя нормаль к кривой σ ; l – длина всей кривой σ ; s  – длина дуги кри-
вой σ , отсчитываемая от точки ( )1,0B .

Заметим, что в книге [21] подробно обсуждаются вопросы однозначной раз-
решимости некоторых частных случаев задачи Пуанкаре – Трикоми, т.е. задач
Трикоми ( δ( ) 0,s = ρ( ) 0s ≠ ) и Неймана – Трикоми ( δ( ) 0,s ≠ ρ( ) 0s = ).

Будем предполагать, что кривая σ  удовлетворяет следующим условиям:
1) функции ( )x s и ( )y s , дающие параметрическое уравнение кривой σ , име-

ют непрерывные производные ( )x s′ и ( )y s′ , необращающиеся одновременно в
нуль, и имеют вторые производные, удовлетворяющие условию Гельдера порядка

( )κ 0 κ 1< <  в промежутке 0 s l≤ ≤ ;
2) в окрестностях конечных точек кривой σ  выполняется неравенство

1( ),mdx C y s
ds

+≤ (17)

причем ( ) (0) 0,x l y= =  (0) 1,x = ( ) 0,y l =  где C – постоянная.
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Имеет место
Теорема 1. Если выполняются условия

δ( )ρ( ) 0, 0 ;s s s l≥ ≤ ≤  22
0

lim( ) (1, ) = 0
m

y
y u y

→
− , 1 0,m− < <

то решение задачи Пуанкаре – Трикоми в области D  единственно.
Доказательство теоремы 1. Из формулы [18, 19]

( )
1

1
2 2 2

0 σ

ρ( )( , 0) ( , 0) 0,
δ( )

m
x y y

D

sy u u dxdy u x u x dx u ds
s

+ + + + + =∫∫ ∫ ∫
где u – решение уравнения (5), легко следует единственность решения задачи Пу-
анкаре – Трикоми.

Существование решения задачи Пуанкаре – Трикоми
при δ( ) 0s ≠

Функциональные соотношения, связанные с функциями τ( ),x ν ( )x− и ( )T x .
В полуплоскости <0y  уравнение (5) принимает вид

( ) 0m
xx yyy u u− − = . (18)

В характеристических координатах
2 2

2 22 2ξ ( ) , η ( )
2 2

m m

x y x y
m m

+ +

= − − = + −
+ +

уравнение (18) переходит в уравнение Эйлера – Дарбу
2 β 0
ξ η η ξ η ξ

u u u∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − =⎜ ⎟∂ ∂ − ∂ ∂⎝ ⎠
, (19)

область D−  преобразуется в треугольник ∆ , ограниченный прямыми 0ξ = , 1η =
и η = ξ  , а условие (16) принимает вид

( )ξ 0 ψ η / 2 ,u = =  0 η 1,≤ ≤ (20)

где 
( )

β
2 2

m
m

=
+

 и 1 β 0
2

− < <  при 1 0m− < < .

Решение задачи Коши для уравнения (19), удовлетворяющее начальным усло-
виям

(ξ,ξ)=τ(ξ), 0 ξ 1;u ≤ ≤ (21)

[ ] ( )2β2β

η ξ
2(1 2β) lim η ξ ν (ξ), 0 ξ 1

ξ η
u u− −

→

∂ ∂⎛ ⎞− − − = < <⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
(22)

известно [21]:

( )
η

1 2β β β
1

ξ

(ξ,η) γ η ξ τ( )(η ) ( ξ)u t t t dt− −= − − − +∫

( )
η

1 2β 1+β β β 1+β1

ξ

γ+ η ξ τ ( ) (η ) ( ξ) (η ) ( ξ)
2(1 2β)

t t t t t dt− − ⎡ ⎤′− − − − − − −⎣ ⎦+ ∫
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η
β β

2
ξ

γ ν ( )(η ) ( ξ) ,t t t dt− − −− − −∫ (23)

где

1 2
(2 2β)γ ,

(1 β)
Γ +

=
Γ +

 [ ] 2β 1
2 2

(2 2β)γ 2(1 2β) .
(1 β)

− − Γ −
= −

Γ −

Если 3τ( ) [0,1]x C∈  и 2ν ( ) [0,1]x C− ∈ , то функция (ξ,η)u , определенная фор-
мулой (23), является классическим, дважды непрерывно дифференцируемым ре-
шением задачи Коши для уравнения (19) с начальными данными (21), (22) в об-
ласти .∆

Определение 1. Если функции τ ( )x′ и ν ( )x− непрерывны при 0 1x< < , то вы-
ражение вида (23) будем называть обобщенным решением уравнения (19) в об-
ласти .∆

Для того чтобы обобщенное решение обладало той или иной гладкостью, не-
обходимо, чтобы функции τ( )x  и ν ( )x−  имели определенную гладкость.

Рассмотрим класс 2R  обобщенных решений уравнения (19).
Определение 2. Обобщенным решением класса 2R уравнения (19) будем на-

зывать функцию (ξ,η)u  вида (23), где τ( )x  представимо в виде

2β

0

τ( ) ( ) ( ) ,
x

x x t T t dt−= −∫ (24)

а ν ( )x−  и ( )T x  – непрерывные и интегрируемые в (0,1)  функции.
Из (24) нетрудно заключить, что τ( ) [0,1]x C∈  и существует τ ( ) (0,1).x C′ ∈

Следовательно, обобщенное решение класса 2R  является обобщенным решением
в смысле определения 1.

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу.
Задача Коши – Гурса. Найти обобщенное решение ( ) 2ξ,ηu R∈  уравнения (19)

в области ∆ , удовлетворяющее условиям (20) и (22).
Подставив (24) в (23), после выполнения необходимых преобразований [21],

получим
ξ η

β β β β

0 ξ

(ξ,η) (η ζ) (ξ ζ) (ζ) ζ (η ζ) (ζ ξ) (ζ) ζ,u T d N d− − − −= − − + − −∫ ∫ (25)

где 2
1(ζ) (ζ) γ ν (ζ).

2cosπβ
N T −= − (26)

Используя явное интегральное представление (25), найдем функциональное
соотношение между ( ) ( )τ , νx x−  и заданным значением ( )ψ η  решения ( )ξ,ηu  на
характеристике ( )ξ 0, 0 η 1AC = ≤ ≤ . Пусть 2u R∈ . При этом в силу его непре-

рывности в D−  должно быть ( )ψ 0 0= .
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Положив ξ 0=  в выражении (25), получим
η

β β

0

ψ(η) (ζ)ξ (η ζ) ζN d− −= −∫ .

Разрешим его относительно (ζ)N . Положим
β(ζ) (ζ)ζN −Φ = . (27)

Тогда имеем
η

β

0

(η ζ) (ζ) ζ ψ(η)d−− Φ =∫ . (28)

Воспользовавшись определением (6) оператора дробного порядка α
0 ( )xD f x ,

запишем уравнение (28) в виде

β 1
0η

1(η) ψ(η)
(1 β)

D − Φ =
Γ −

. (29)

Применим к обеим частям уравнения (29) оператор 1 β
0ηD − . Тогда в силу равен-

ства (9) получим

1 β
0η

1(η) ψ(η).
(1 β)

D −Φ =
Γ −

(30)

Таким образом, решение уравнения (28), если оно существует, выражается
формулой (30). Непосредственной проверкой нетрудно убедиться, что функция
(30) на самом деле является решением уравнения (28).

Сопоставляя теперь (26), (27) и (30), получим функциональное соотношение
между ( )T x  и ( )x−ν , принесенное из области D−  на J :

β 1 β
3 0ζ

2cosπβ(ζ) γ ν (ζ) ζ ψ(ζ)
(1 β)

T D− −= +
Γ −

, (31)

где 3 2γ 2γ cosπβ.=

Подставляя (31) в (25), с учетом (26), получим обобщенное решение из класса
2u R∈

 
задачи Коши – Гурса для уравнения (19) с условиями (20) и (22) в явном

виде

( )

ξ η
ββ β β β 1-β

3 0ζ
0 0

2cosπβ(ξ,η) γ (η ζ) (ξ ζ) ν (ζ) ζ (η ζ) ζ ξ ζ ψ(ζ) ζ.
1 β

u d D d−− − − −= − − + − −
Γ −∫ ∫

Отсюда непосредственно следует функциональное соотношение между τ( )x  и

ν ( )x− , принесенное из области D−  на J :

2β
3 1

0

τ( ) γ ( ) ν ( ) ( ),
x

x x t t dt x− −= − + Φ∫

где ( )
( )

2β-1 β 1 β
1 0 0

2 1 β
( ) ψ( ) , 0 1.

1+2β x xx D x D x x−Γ + ⎡ ⎤Φ = ≤ ≤⎣ ⎦Γ
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Функциональные соотношения, связанные с функциями τ( ),x ν ( )x+  и ( )T x .
В полуплоскости 0y >  уравнение (5) принимает вид

0, 1 0.m
xx yyy u u m+ = − < < (32)

Рассмотрим следующую вспомогательную задачу.
Задача РТ.+ Найти решение ( ) ( ) ( ) ( )1 2, σu x y C D C D J C D+ + +∈ ∩ ∪ ∪ ∩  урав-

нения (32), удовлетворяющее краевым условиям (15) и

0 τ( ), 0 1,yu x x= = ≤ ≤ (33)

где τ( )x  – заданная непрерывная функция, причем τ( )x  удовлетворяет условию
Гельдера с показателем 0γ 1 2β≥ −  в интервале (0,1)  и представима в виде

( )
1

2βτ( ) ( )
x

x T tt x dt−= −∫ , (34)

где ( )T x  – непрерывная и интегрируемая в ( )0, 1  функция.
Для дальнейшего удобства обозначим через 0D  нормальную область, ограни-

ченную отрезком AB  и нормальной кривой 
2

2
0 2

1 4 1σ :
2 4( 2)

mx y
m

+⎛ ⎞− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

.

Решение задачи РТ+ с условиями (15) и (33) для уравнения (32) в области D+

существует, единственно и представимо в виде [19]

2 2

1

0 0

φ( )( , ) τ(ξ) (ξ,0; , ) ξ (ξ,η; , )
η δ( )

l su x y G x y d G x y ds
s

∂
= +

∂∫ ∫ , (35)

где 2 (ξ,η; , )G x y – функция Грина задачи РТ+ для уравнения (32), и она имеет вид

2 02 2(ξ,η; , ) (ξ,η; , ) (ξ,η; , )G x y G x y H x y= + .

Здесь 02 (ξ,η; , )G x y − функция Грина задачи РТ+ для уравнения (32) в нормальной
области 0D ;

( ) ( ) ( )2 2 02ξ,η; , ξ,η; , ξ,η; ,H x y G x y G x y= − =

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )2 02 02
0

ρ( )λ ( ;ξ,η) ξ ,η ; , ξ ,η ; ,
δ( )

l

s
ss A G s s x y G s s x y ds
s

⎧ ⎫= +⎨ ⎬
⎩ ⎭∫ , (36)

где ( )2λ ;ξ,ηs – решение интегрального уравнения

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]{2 2 2
0

λ ;ξ,η 2 λ ;ξ,η ξ ,η ; ( ), ( )
l

ss t A q t t x s y s+ +∫

( ) ( )( )2 2
ρ( ) ξ ,η ; ( ), ( ) 2 (ξ( ),η( );ξ,η),
δ( )

s q t t x s y s dt q s s
s

⎫+ = −⎬
⎭

( )2 0 0, , ,q x y x y  – фундаментальное решение уравнения (32):
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( )
1 2β4β 2 2 2

2β
2 0 0 2 1 2 2

1 1

4, , , 1 1 β,1 β, 2 2β;1 ,
2

r rq x y x y k r F
m r r

−−
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(37)

( )
( )

2222
2 22

0 022
1

4
2

mmr x x y y
r m

++⎛ ⎞⎫
⎜ ⎟= − +⎬ ⎜ ⎟+⎭ ⎝ ⎠

∓ , ( )
( )

2 2β 2

2
1 β1 4

4π 2 2 2β
k

m

− Γ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ Γ −⎝ ⎠
,

( ), , ;F a b c z  –гипергеометрическая функция Гаусса, определенная формулой (10).
Дифференцируя по y  уравнение (35), затем устремляя y  к нулю с учётом (36)

и (37), получим функциональное соотношение между τ( )x  и +ν ( )x , принесенное

из области D+  на интервал J  в виде

( )

1 1
2β 2+

2 2 2 2β
0 0

τ( )ν ( ) τ( )
2

t dtx k t x t dt k
t x tx

−
−= − − +

+ −∫ ∫

1 2
2 2

0 0

( ,0; ,0) ( ,η; ,0)τ( ) χ( ) ,
η

lH t x q t xt dt s ds
y y

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂∫ ∫ (38)

где χ( )s – есть решение интегрального уравнения

( )[ ] ( )2 2
0

ρ( )ξ( ),η( ); ( ), ( ) ξ( ),η( ); ( ), ( ) .
δ( )

2φ( )χ( ) 2 χ( )
δ( )

l

s
sA q t t x s y s q t t x s y s dt
s

ss t
s

⎧ ⎫+ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

+ ∫
После выполнения некоторых преобразований, с учетом (34), из (38) получим

функциональное соотношение между ( )T x  и +ν ( )x , принесенное из области D+

на интервал J :
1 2β1

2 2

0

π βπ 1 1( ) ( ) ( )
1 2β 1 2β 2

k tg k tx T x T t dt
x x t x t xt

−
+ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ν = − + − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥− − − + −⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫

( )
1 2

2 2

0 0 0

2β( ,0; ,0) ( ,η; ,0)( ) χ( ) , ( ,0)
η

t lH z x q t xT t dt t z dz s ds x J
y y

−∂ ∂
+ − + ∈

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫ . (39)

Сведение задачи Пуанкаре – Трикоми
к сингулярному интегральному уравнению

Теорема 2. Если кривая σ  удовлетворяет условию (17), то при 1 2β 0− < <  в
области D  решение задачи Пуанкаре – Трикоми существует.

Доказательство теоремы 2. Исключив ν( )x  из соотношений (31), (39) и с
учётом условия склеивания (14), имеем

4

1 1

0 0
( ) ( ) ( )1 1γ ( , ) ( ),

2
T x T t dt T tK x t dt F x

x t x t xt
⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎣ ⎦

− − =
− + −∫ ∫� � � (40)

где
( )4

cosβπ
π sinβπ 1

γ =
−

, ( )1 2β( ) ,T x x T x−=�
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( ) ( )
2

2β3 2

0

1 2βγ ( ,0; ,0), ,
sinβπ 1 η

t H z xxK x t t z dz
t y

−
− ∂⎛ ⎞= − ⋅⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠ ∫ (41)

( ) ( )

1 2β
1 β 1 β 3 2

0η
0

γ ( , ; ,0)2cosπβ( ) ψ(η) ( ) .
sin πβ 1 (1 β) sin πβ 1

lx q t xF x x D s ds
y

−
− − ∂ η

= + χ
− ⋅Γ − − ∂∫ (42)

Исследуем ядро и правую часть сингулярного интегрального уравнения (40).
Имеет место:
Лемма 1. Пусть 0 1, 0 1x z< < < < , тогда имеет место неравенство

2
2β 12

1
( ,0; ,0) ( 2 ) .
η

H z x C x z xz
y

−∂
< + −

∂ ∂
(43)

где 1C – постоянная, зависящая только от области D .
Доказательство леммы 1 аналогично доказательству леммы 18.1 из книги [15].
В силу (43) из (41) имеем

( ) 2β 2β 13
1

0

1 2βγ( , ) ( 2 ) .
1 sinβπ

txK x t C t z x z xz dz
t

− −
−

⎛ ⎞≤ − + −⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ∫  (44)

Неравенство (44) нетрудно привести к виду
11 2β 2β 1

2β3
1

0

γ (1 2 )( , ) σ 1 σ σ
1 sinβπ 2 2

x x tK x t C d
x t xt x t xt

− −
− −⎛ ⎞ ⎡ ⎤≤ −⎜ ⎟ ⎢ ⎥− + − + −⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫ . (45)

Производя замену переменных  (1 σ)z t= −  и воспользовавшись формулой Эйлера
(11) для гипергеометрической функции Гаусса, из (45) получим

( )1 2β
3

1
1 2γ( , ) 1 2β,1 2β, 2 2β;

1 sinβπ 2 2
t xxK x t C F

x t xt x t xt

− −⎛ ⎞⎛ ⎞≤ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (46)

Последовательно применяя к гипергеометрической функции в (46) формулу
автотрансформации (12) и оценки (13),  получим оценку для ядра ( , )K x t  в виде

1 2β 2β
3 3

1 2
γ( , ) .

1 sinβπ 2 2 2
C xx xK x t C C

x t xt x t xt x t xt

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Теперь оценим правую часть уравнения (40). Дифференцируя фундаменталь-
ное решение (37) по y  и переходя к пределу при 0y → , получим

( ) ( ) ( )
β 12 2 22

2
ξ, η; ,0

η ξ 4 2 ηmq t
k t m

y
−− +∂ ⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦∂

. (47)

Подставляя (46) в (41), имеем

( )

( ) ( ) ( )

1 β 1 β
0

1 2β
3

1 β2 2 20

2cosπβ( ) ψ( )
sin πβ 1 (1 β)

γ η( )χ( ) .
sin πβ 1 ξ( ) 4 2 η ( )

x

l

m

F x x D x

x s s ds
s t m s

− −

−

−− +

= +
− ⋅Γ −

+
− ⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

∫  (48)
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В силу условий, наложенных на данные ( )ψ x  и ( )φ s , из (47) следует, что
функция ( )F x  в интервале (0,1) имеет производные любого порядка. Выясним
поведение функции ( )F x  и её производной при 0x →  и 1x → .

Рассмотрим выражение

( ) ( )
1 1 β2 2 20

η( )χ( )( )
ξ( ) 4 2 η ( )

.
m

l s sF x
s t m s

ds−− +
=

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦
∫ (49)

Оценим функцию 1( )F x  в (48). В силу [ ]δ( ), ρ( ), φ( ) 0, ,s s s C l∈  для достаточно
малых 0x >  справедливы неравенства

( )
( ) ( )

1 1 β2 2 2ε

η(s)χ( ) O(1)
ξ(s) 4 2 η ( )m

l

l
F x s

x m s
ds−− +

−

≤ + <
⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

∫

( ) ( )
4 1 β2 2 2ε

η(s) O(1).
ξ(s) 4 2 η ( )m

l

l
C

x m s
ds−− +

−

< +
⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

∫

Отсюда в силу (17) при достаточно малом ε 0>  получаем

 ( )
( )

2

1 5 61 1β β2 2 22 2 2 2

δ

ε 0

ηη ( ) ηO(1) O(1).
η4 2 η ( )

m

m

l

l

ds ddsF x C C
xx m s

ds
+ +− +−

< + < +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤++ + ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫
�

�
(50)

Выполнив замену 2μ ω=  в (50) с учетом оценок (13) имеем

( )
2 2

2 2
1 2β 1 2 2β 1

1
2 βδ (1,5) (β) δ δ (1,5) ( β) ( δ )

(0,5 β) (0,5) (1 β)
F x x

x x x+ +

−
−⎛ ⎞Γ Γ Γ Γ −

< + + ×⎜ ⎟Γ + Γ Γ −⎝ ⎠
2

2β 1 2 2
72 2 2β

β 2β1 δ (1,5) (β) δ (1,5) ( β)β, ,1 β; ( δ )
2 (0,5 β) (0,5) (1 β)δ

xx F x C x
x x

+ − −⎛ ⎞ Γ Γ Γ Γ −
× + < + + <⎜ ⎟ Γ + Γ Γ −+⎝ ⎠

,

или ( )1 7
2βF x C x−<  . (51)

Если 1 x−  достаточно мало, то аналогично находим

( ) ( )8
2β

1 1 .F x C x −< − (52)

Проводя те же самые рассуждения, получим

( ) 9
2β 1

1F x C x− −′ < , ( ) ( )10
2β 1

1 1F x C x − −′ = − . (53)

В силу оценок (51) – (53) из (47) заключаем, что ( ) ( ) ( )2F x C J C J∈ ∩  и про-
изводная ( )F x′  обращается в бесконечность порядка меньше 2β 1+  при 1x → , а
при 0x →  ограничена.

Производя замену переменных
2 2

2 2ζ , ,
1 2 2 1 2 2

t xz
t t x x

= =
− + − +
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приведем уравнение (40) к виду

 ( ) 4

1 1

0 0
ω ζω(ζ) ζγ ( ,ζ)ω(ζ) ( ),

ζ
z dd K z F z

z
−+ =

−∫ ∫ � (54)

где ( ) ( ) ( )2ω 1 2 2 ,z x x T x= − + �  2( ) (1 2 2 ) ( ),F z x x F x= − +�

2 2

4

2

2
(1 2 2 )(1 2 2 )( ,ζ) ,

(1 )( 2 )
1 2 2 ( , ) γ

2 (1 )(1 2 2 )
x x t tK z

t t x xt
t t K x t

t t x x
− + − +

=
− + −

− + +
− − +

ζ, .
1 ζ 1 ζ

zx t
z z

= =
+ − + −

Так как 2
31 γ 0+ ≠ , то уравнение (40) является уравнением нормального типа.

Его индекс равен нулю в классе 2h  функций ω( ) (0,1),z H∈  ограниченных на от-
резке J (см. [22]).

К уравнению (54) применим метод регуляризации Карлемана – Векуа [15] и
получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода, разрешимость кото-
рого следует из единственности решения задачи Пуанкаре – Трикоми. Следова-
тельно, из равенств ( ) ( )1 2βT x x T x−=�  и ( ) ( ) ( )2ω 1 2 2 ,z x x T x= − + �  находим функ-

цию ( )T x , где функция ( )T x  непрерывна и интегрируема в (0,1).
Подставляя решение ( )T x  интегрального уравнения Фредгольма второго рода

(54) в (34), найдем τ( )x . Далее, зная функцию τ( )x , решение задачи Пуанкаре –
Трикоми для уравнения (5) в области D+ восстановим как решение задачи РТ+ для
уравнения (32) с условиями (15) и (33), а в области D− воспользуемся обобщен-
ным решением задачи Коши для уравнения (18), т.е., непосредственно подставляя
решение ( )T x  в (25), восстановим решение задачи Пуанкаре – Трикоми для урав-
нения (5) области D−.

Таким образом, существование решения задачи Пуанкаре – Трикоми для урав-
нения (5) при δ( ) 0s ≠  доказано. Теорема 2 доказана.

Все формулы и процесс доказательства в настоящей работе требуют, чтобы
δ( ) 0s ≠ . В связи с этим следует отметить, что в случае δ( ) 0s = задача Пуанкаре –
Трикоми для смешанного эллиптико-гиперболического типа второго рода стано-
вится видоизмененной задачей Трикоми для уравнения (5) и последняя изучена
Ф.И. Франклем (см. например, в [21]).
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It is known, that if the partial differential equation of the second order belongs to the elliptic
type in one part of the domain and to the hyperbolic type in the other part, then such equation is
called an equation of mixed type; both parts of the domain are separated by a transition line on
which the equation either degenerates into parabolic or is not defined. Equations of mixed elliptic-
hyperbolic type are divided into equations of the first and second kind. For equations of the first
kind, the line of parabolic degeneracy is the return point of the family of characteristics of the
corresponding hyperbolic equation. The equation whose degeneration line is simultaneously the
envelope of a family of characteristics, i.e. is itself a characteristic, is an equation of the second
kind. Therefore, equations of a mixed type of the second kind in all respects are relatively little
studied. For example, the Poincaré–Tricomi problem and its various generalizations for equations
of the first kind have long been studied. For equations of mixed type of the second kind,
depending on the degree of degeneracy, the limiting values of the desired solution and its
derivative on the line of change of the type of equation can have singularities. To ensure the
necessary smoothness of the desired solution outside the line of characteristic degeneracy, one has
to require increased smoothness of the given limit functions. In order to weaken this requirement,
in the present paper we introduce a class of generalized solutions. In the hyperbolic part of the
mixed domain, we seek a generalized solution; in the elliptic part, a regular solution. This paper is
devoted to the study of the Poincaré–Tricomi problem for one equation of the mixed elliptic-
hyperbolic type of the second kind. The conditions under which the problem has a unique solution
are identified.

In the elliptic part of the mixed domain, a classical solution is sought and a similar second
functional relationship brought from the ellipticity domain of the equation is derived. Then, after
exclusion of one of the two unknown functions from these two functional relationships, the
solution of the posed problem is reduced to solving a singular integral equation for the limit value
of the sought function on the line separating the types of the equation. Under certain restrictions
on the given functions and parameters of the Poincaré–Tricomi type problem, this singular
integral equation can be reduced to a Fredholm integral equation of the second kind by the
Carleman method. The unique solvability of this equation follows from the Fredholm alternative
and uniqueness theorem for the posed problem.
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