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УТОЧНЕНИЕ КОЛЛОКАЦИОННОГО МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ
ЭЛЕМЕНТОВ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ ДВУМЕРНОЙ ОБЛАСТИ

С ПОМОЩЬЮ ПОЛУАНАЛИТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ТЕПЛОВОГО ПОТЕНЦИАЛА ДВОЙНОГО СЛОЯ

Исследуется решение первой краевой задачи для двумерного однородного
уравнения теплопроводности при нулевом начальном условии с помощью
коллокационного метода граничных элементов. Предлагается полуаналити-
ческая аппроксимация потенциала двойного слоя, обеспечивающая равно-
мерную кубическую сходимость приближенного решения в области. При
некоторых упрощениях доказано, что использование квадратурных формул
для аппроксимации потенциала приводит к нарушению равномерной сходи-
мости вблизи границы области. Теоретические выводы подтверждены ре-
зультатами численного решения задачи в круговой области.
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В настоящей работе рассматриваются внутренние и внешние первые краевые
задачи для уравнения теплопроводности (ПКЗУТ) 2

2tu a u pu∂ = ∆ −  с постоянны-
ми , 0a p >  в открытой двумерной пространственной области Ω  при нулевом на-
чальном условии. Предлагается полностью обоснованный коллокационный метод
граничных элементов (КМГЭ) [1, c. 21], позволяющий получить равномерно схо-
дящиеся и равномерно устойчивые в пространственно-временнóй области TIΩ×
( [0, ]TI T≡ ) приближенные решения двумерных ПКЗУТ. Решения ищутся в виде
потенциала двойного слоя (ПДС) с неизвестной функцией плотности, определяе-
мой из граничного интегрального уравнения (ГИУ) второго рода. Численные
примеры решения двумерных ПКЗУТ с помощью КМГЭ на основе ГИУ второго
рода рассматривались ранее в работах [2, с.269; 3; 4]. Доказательство равномер-
ных сходимости и устойчивости такого решения в любой замкнутой области вида

TI′Ω ×  ( ′Ω ⊂ Ω ) приведено в работе автора [5]. Найти другие работы, посвящен-
ные теоретическому обоснованию решения ПКЗУТ с помощью КМГЭ на основе
ГИУ второго рода, оказалось затруднительно. В то же время достаточно много
работ, посвященных обоснованию решения аналогичных вторых краевых задач с
помощью КМГЭ на основе ГИУ второго рода, а также обоснованию решения
ПКЗУТ с помощью КМГЭ на основе ГИУ первого рода (см. работы [6–9] и
[10−12] соответственно). Отметим, что в данном случае преимуществом исполь-
зования ГИУ второго рода является устойчивая обратимость аппроксимаций опе-
ратора ГИУ (см. теорему 6 [5] или теорему 3 настоящей работы). Неустойчивая
обратимость аппроксимаций оператора ГИУ первого рода, полученных на основе
КМГЭ для ПКЗУТ, доказана в теореме 2 [13].
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Как и в двух предыдущих работах [5, 14], в этой работе также существенная
роль при обосновании метода отводится аппроксимации коэффициентов прибли-
женного оператора. Такой оператор здесь получается из интегрального оператора
ПДС в результате кусочно-квадратичной интерполяции (ККИ) временнόй C0-
полугруппы ( )τU , через которую выражается ядро интегрального оператора, с
равным шагом hτ , а также ККИ функции плотности, точки коллокации которой
разбивают границу ∂Ω  на равные по длине граничные элементы (ГЭ). Коэффици-
енты имеют вид двукратных интегралов по параметру полугруппы τ и длине дуги
s, причем интегрирование по τ осуществляется аналитически после ККИ множи-
теля pe− τ , также входящего в ядро интегрального оператора. На этапе решения
ГИУ интегралы по s вычисляются как в работе [5]. А именно, для вычисления ин-
тегралов по s  на сингулярном ГЭ, а также на околосингулярных ГЭ в некоторой
фиксированной по длине дуги области, прилегающей к сингулярному ГЭ, исполь-
зуется точное интегрирование после перехода к новой переменной интегрирова-
ния r�  – расстоянию от точки коллокации до текущей точки интегрирования

′∈∂Ωx  (сингулярным называется ГЭ, в котором достигается значение 0r =� ).
При этом в качестве весовой функции берется функция переменной r� , порож-
денная фундаментальным решением уравнения теплопроводности (ФРУТ), а ос-
тальная часть подынтегральной функции аппроксимируется с помощью квадра-
тичной интерполяции по r� , и тогда интегрирование по r�  осуществляется точно
для любой аналитически заданной границы ∂Ω . На других ГЭ интегралы по s вы-
числяются с помощью простых квадратурных формул Гаусса (ПКФГ) [1, c. 79].
Такая аппроксимация позволяет в работе [5] доказать сходимость и устойчивость
приближенных решений ГИУ.

Аналогично аппроксимируются интегралы по s при вычислении ПДС в точках
∈Ωx . А именно, если расстояние от точки x до точек некоторого ГЭ не превы-

шает примерно трети радиуса Ляпунова, то для аппроксимации интеграла по s на

этом ГЭ используется точное интегрирование по переменной 2 2r dρ ≡ −  (r и d –
расстояния от точки x до текущей точки интегрирования ′∈∂Ωx  и границы ∂Ω
соответственно). На остальных ГЭ интегралы по s вычисляются с помощью
ПКФГ. Точное интегрирование по ρ уже использовалось в работе [14] для аппрок-
симации потенциала простого слоя. Для того чтобы обеспечить равномерные в
области TIΩ×  сходимость и устойчивость аппроксимаций ПДС, интеграл по s
здесь представляется в виде суммы двух интегралов по ρ , в каждом из которых
берется своя весовая функция переменной ρ , порожденная ФРУТ. Оставшиеся
части подынтегральных функций аппроксимируются с помощью квадратичной
интерполяции по ρ, после чего интегрирование по ρ осуществляется точно для
любой аналитически заданной границы ∂Ω .

Дискретный оператор, разрешающий ПКЗУТ, вычисляется в алгебре полино-
мов, образованных степенями полугруппового оператора ( )hτU , с помощью при-
ближенного оператора, разрешающего ГИУ, и приближенного оператора ПДС.
С помощью дискретного оператора, разрешающего ПКЗУТ, и значений гранич-
ной функции, взятых в точках коллокации nhτ  C0-полугруппы ( )τU , вычисляют-
ся решения ПКЗУТ в тех же точках nhτ , что позволяет осуществить ККИ реше-
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ния по времени. Доказано, что полученные таким образом приближенные реше-
ния ПКЗУТ сходятся к точным с кубической относительно шагов по времени и
длине дуги скоростью равномерно в области TIΩ× . Доказана равномерная в

TIΩ×  устойчивость приближенных решений ПКЗУТ к возмущениям граничной

функции. Полученные результаты справедливы для границы ∂Ω с гладкостью 5C .
Обычно интегралы по s  при ∈Ωx  рекомендуется вычислять с помощью

ПКФГ, так как подынтегральная функция при ∈Ωx , строго говоря, гладкая [1,
с. 173]. В настоящей работе для более простого случая кусочно-постоянной ин-
терполяции доказано, что использование для вычисления интеграла по s на бли-
жайшем к точке ∈Ωx  ГЭ целого ряда квадратурных формул, включая ПКФГ и
квадратурные формулы Ньютона – Котеса (КФНК), влечет нарушение равномерной
по d сходимости аппроксимаций ПДС вблизи границы ∂Ω . Приведены результа-
ты вычислительных экспериментов по решению ПКЗУТ в круговой пространст-
венной области, которые подтверждают, что применение точного интегрирования
по ρ  обеспечивает равномерную в области TIΩ×  сходимость, близкую к кубиче-
ской, в то время как использование вместо этого квадратурных формул, ПКФГ
или КФНК, приводит к серьезному нарушению точности вблизи границы ∂Ω .

Отметим, что уточнение решений краевых задач, полученных в рамках КМГЭ
для уравнений Лапласа и Гельмгольца вблизи границы области, рассматривается
в работах [15, 16]. При этом уточнение основано на регуляризации решения с по-
мощью сглаживания ядра интегрального оператора в области сингулярности.

Предварительные замечания

Пусть +Ω  – двумерная открытая ограниченная односвязная область и
2 \− +Ω ≡ ΩR  ( ( ),≡ −∞ +∞R ). Кроме того, пусть ∂Ω , граница области +Ω , явля-

ется кривой класса гладкости 2C , если не оговорено особо. Рассмотрим внутрен-
ние и внешние задачи Дирихле:

2
2 1 1 1a p± ± ±∆ − =u u B u  ( 1 2( , )x x ±≡ ∈Ωx ), 1 1

± ±=u w  ( ∈∂Ωx ), (1)

где 1 ( )±u x  и 1 ( )±w x  – векторные функции со значениями в гильбертовом про-

странстве 2 2 ( )TL L I≡ , заданные на множествах ±Ω  и ∂Ω  соответственно (все

пространства функций здесь комплексные); 
1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂  (непрерывность и

дифференцируемость векторных функций предполагается здесь в норме про-
странства их значений, в данном случае – 2L ); 0p > , 0a >  (коэффициент темпе-
ратуропроводности) – постоянные; B  – замкнутый оператор в 2L :
( )( ) ( )t f t′=B f , заданный на множестве ( )D B  классов функций 2L∈f , эквива-
лентных абсолютно непрерывным на промежутке TI  функциям ( )f t , таким, что

(0) 0f = .

Пусть ( )C ′Ω  и ( )kC ′Ω  – пространства непрерывных и k раз непрерывно диф-

ференцируемых на некотором множестве 2′Ω ⊂ R  векторных функций со значе-
ниями в пространстве 2L . В работах [17, 18] доказана однозначная разрешимость
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задач (1) в классе 2( ) ( )C C± ±Ω ∩ Ω  при любых 1 ( )C± ∈ ∂Ωw . Решения имеют вид

векторных потенциалов: 1 1( ) ( )± ±=u x G x v  ( ±∈Ωx ), где функции 1 ( )C± ∈ ∂Ωv  на-
ходятся из соответствующих ГИУ:

( )1 1( ) ( )± ± ±=G v x w x  ( ∈∂Ωx ), 12± −≡ ± +G G ,

( )( ) ( ) ( , ) ( )ds
∂Ω

′ ′ ′= ≡ ∫G x f G f x K x x f x  ( ( )C∈ ∂Ωf ); (2)

( , )′K x x  ( ′≠x x ) – ограниченные операторы в пространстве 2L , определяемые
равенствами:

( , ) ( , , ) ( )
T

p

I

g e d− τ′ ′≡ τ τ τ∫K x x f x x U f  ( 2L∈f ),

1( , , ) ( , ) ( , )g a r b′ ′τ ≡ τx x x x , ( )
1( , ) lnb r−

′′ ≡ ∂n xx x .

Здесь 1( , )a r τ ≡ 0 ( , )rr a r− ∂ τ , ( ) ( )1 2 2
0 ( , ) 4 exp 4a r r a− ⎡ ⎤τ ≡ πτ − τ⎣ ⎦ , r ′≡ −x x ; диф-

ференцирование ( )′∂n x  осуществляется по переменной ′x  в направлении ( )′n x  –

нормали к кривой ∂Ω , проходящей через точку ′x  и направленной внутрь облас-
ти +Ω . Операторы ( )τU  образуют 0C -полугруппу правых сдвигов, порождаемую
оператором B: ( ( ) )( )tτ =U f ( )f t − τ  при tτ ≤ , ( ( ) )( )tτ =U f 0  при tτ > ,

1

0
lim ( ( ) )−

τ→+
= τ − τf f fB U  ( ( )D∈f B ). Заметим, что ( ) 1τ =U  при Tτ < ; ( )τ =U O

при Tτ ≥  (O – нулевой оператор). Имеют место равенства:

( ) ( )n nτ τB U f = U B f  ( ( )nD∈f B , {1,2, }n ∈ ≡N … ). (3)

Зададим параметрические уравнения кривой ∂Ω : 1 1( )x x s= � , 2 2 ( )x x s= � . Пара-
метр s по модулю равен длине дуги, откладываемой от некоторой фиксированной
точки и заканчивающейся в точке ( )1 2( ) ( ), ( )s x s x s≡� � �x , причем 0s > , если дуга
откладывается по часовой стрелке, и 0s < , если против. Функции 1( )x s� , 2 ( )x s� ,
периодические с периодом 2S  (S – половина длины ∂Ω ), осуществляют взаим-
нооднозначное отображение множества [ ),SI S S′ ≡ −  на множество ∂Ω . Условим-

ся далее писать kC∂Ω∈ , если существуют непрерывные на замкнутом множестве

SI ′  производные ( ) ( )l
ix s�  ( 1,2i = , 0,l k= ), причем ( ) ( )( 0) ( 0)l l

i ix S x S− + = −� � .

Введем в рассмотрение банаховы пространства ( )kC ∂Ω  ( { }0,1,...k +∈ ≡Z )
функций ( )C∈ ∂Ωf , имеющих непрерывные на множестве ∂Ω

производные ( )lf : ( )( ) ( ) ( )l l ls d s ds≡ �f f x  ( Ss I ′∈ , 0,l k= ), с нормами

2

( )
( ) 0,

max sup ( )k

S

l
C Ll k s I

s∂Ω = ′∈
=f f  ( 0 ( ) ( )C C∂Ω ≡ ∂Ω ). Обозначим через nH  ( n∈ N )

гильбертовы пространства функций 2L∈f : 2
m L∈B f  ( 1,m n= ), с нормами

2

1/ 22

0n
n m

H m L=
⎡ ⎤≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑f B f  ( 0

2H L≡ ). Определим банаховы пространства ( )k
nC ∂Ω
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( k +∈ Z , n∈ N ) функций ( )kC∈ ∂Ωf : ( ) nH∈f x  ( ∈∂Ωx ) и ( )m kC∈ ∂ΩB f

( 1,m n= ), с нормами ( )
( ) 0,

max sup ( )k nn
S

l
C Hl k s I

s∂Ω = ′∈
≡f f  ( 0 ( ) ( )k kC C∂Ω ≡ ∂Ω ). Зададим

банаховы пространства , ( )k
n mC ∂Ω ≡  ( ) ( )k

n n mC C +∂Ω ∩ ∂Ω  ( 0( ) ( )n nC C∂Ω ≡ ∂Ω ) с
нормами 

, ( ) ( ) ( )k k
n m n n mC C C +∂Ω ∂Ω ∂Ω≡ +f f f  ( , ,k n m +∈ Z ).

Условимся оператор A, отображающий банахово пространство B в банахово
пространство C, обозначать как A [ B C→ ], а если C B= , то A [ B ]. В силу след-
ствия 3 [19] имеет место утверждение:

Теорема 1. Пусть 2kC +∂Ω∈ . Тогда операторы ±G  [ , ( )k
n mC ∂Ω ] всюду опреде-

лены, ограничены и ограниченно обратимы ( , ,k n m +∈ Z ).
Пусть s s′σ ≡ − , где s, s′  – значения параметра, соответствующие точкам

, ′∈∂Ωx x , и ( ) ( )r s s′≡ −� �� x x . На множестве Θ ≡ {( , )s s′ : SI ′σ∈  }Ss I ′∈  зададим

функции ( , )i s s′ψ  ( 0,4i = ): при s s′ ≠  равенствами i i
2ψ ≡ ϕ σ  ( 0,2i = ) и

i iψ ≡ ϕ σ  ( 3,4i = ), где

[ ] [ ]22
0 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s s r x s x s x s x s2′ ′ ′ϕ ≡ = − + −� � � � � ,

[ ] [ ]1
1 ( ) 0 2 1 1 1 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x s x s x s x s x s x s−

′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − − −� � � � � �n x ,

[ ] [ ]1
2 ( ) 0 2 1 1 1 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x s x s x s x s x s x s−′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − − + −� � � � � �n x ,

[ ] [ ]1
3 0 1 1 1 2 2 2( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ss s x s x s x s x s x s x s−

′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − + −� � � � � � ,

4 2 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )ss s x s x s x s x s′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ ≡ ∂ ϕ = − +� � � � ,

а при s s′ =  равенствами

3( , ) ( , ) 1s s s s0ψ = ψ ≡ , [ ]1
1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )s s s s x s x s x s x s− ′ ′′ ′ ′′ψ = ψ ≡ −� � � � ,

4 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x s x s x s x s′ ′′ ′ ′′ψ ≡ − +� � � � .

В силу леммы [19] при условии 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ) существуют непрерывные на

множестве Θ  производные j
is′∂ ψ  ( 0,j n= , 0,4i = ) (см. теорему 1 [19], теорему 2

[5], теорему 5 [14]).
Обозначим через ( )m zΛ  и ( )m zΛ�  ( [ , ]z a b∈ , 0,2m = ) интерполяционные мно-

гочлены Лагранжа:
2

0 ( )
( ) j

m
m jj j m

z z
z

z z= ≠

−
Λ ≡

−∏ , j j zz z q h≡ +  ( 0,2j = );

2

0 ( )
( ) j

m
m jj j m

z z
z

z z= ≠

−
Λ ≡

−∏
��

� �
, j j zz z q h≡ + ��  ( 0,2j = ).

Здесь 12 ( )zh b a−≡ − , 12 ( )z a b−≡ + ; 0 1q ≡ − , 1 0q ≡ , 2 1q ≡ ; 0 3 2q ≡ −� , 1 0q ≡� ,

2 3 2q ≡�  [20, с. 92]. Пусть ( )zf  – трижды непрерывно дифференцируемая на
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промежутке [ , ]a b  функция со значениями в произвольном банаховом простран-

стве B . Тогда для функций 2
1 0( ) ( ) ( )m mmz z z

=
≡ Λ∑�f f , 2

2 0( ) ( ) ( )m mmz z z
=

≡ Λ∑� ��f f ,

а также первых и вторых производных функции 1( )z�f  при [ , ]z a b∈  имеют место
оценки:

(3) 3
1

[ , ]
( ) ( ) sup ( ) zB Bz a b
z z c z hω

∈
− ≤�f f f , (3) 3

2
[ , ]

sup ( ) zB Bz a b
c z hω

∈
− ≤� �f f f ,

2 3 9cω ≡ , 14c −
ω ≡� ; (4)

( )1
0,2

( ) max m BB m
z c zΛ

=
≤�f f , ( )2

0,2
( ) max m BB m
z c zΛ

=
≤� � �f f , 3cΛ ≡ ,

( )13 7 2 3c −
Λ ≡ +� ; (5)

(1) (1)
1

[ , ]
( ) sup ( )

B Bz a b
z c zΛ

∈
′≤�f f , (2) (2)

1
[ , ]

( ) sup ( )
B Bz a b

z c zΛ
∈

′′≤�f f ,

3cΛ′ ≡ , 12c −
Λ′′ = . (6)

Приближенное решение граничного интегрального уравнения

В настоящем разделе кратко опишем результаты работы [5], касающиеся опе-
раторов, позволяющих получить приближенное решение ГИУ (2) на сетке грани-
цы ∂Ω .

На множестве Θ  зададим функцию ( , )s s′ρ : rρ = � , если 0σ ≥ ; rρ = − � , если
0σ < .
Теорема 2. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ), ( ) 1

0 3( , ) ss s −
′ 0′δ ≡ ∂ ρ = ψ ψ ,

1 1 0( , ) ( ( ), ( ))s s b s s′ ′δ ≡ = −ψ ψ� �x x . Тогда на множестве Θ  существуют непрерыв-

ные производные 1
j
s′∂ δ  ( 0,j n= ). Кроме того, для любого 1M >  существует чис-

ло Σ : 0 S< Σ ≤ , такое, что при ( , ) Ss I IΣ′ ′σ ∈ ×  ( [ , ]IΣ′ ≡ −Σ Σ ) функция 0δ  ограни-

чена: 01 M≤ δ ≤ , и существуют непрерывные производные 0
j
s′∂ δ  ( 0,j n= ).

Следствие 1. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда функция ( ) ( , )s s sρ σ ≡ ρ + σ  при

любых фиксированных Ss I ′∈  и 1M >  диффеоморфно с гладкостью 1nC +  ото-
бражает множество IΣ′  на множество [ ]( ) ( ), ( )s s sIΣ′ρ ≡ ρ −Σ ρ Σ . Функции

( )0 ( , ) , ( )ss s sδ ρ ≡ δ + σ ρ� , ( )1 0 1( , ) , ( )ss s sδ ρ ≡ δ δ + σ ρ� �  ( ( )sσ ρ  – функция, обратная к

функции ( )sρ σ ) имеют непрерывные на множестве ( )S sI IΣ′ ′×ρ  производные j
iρ∂ δ�

( 0,j n= , 0,1i = ).

Пусть 2N ∈ N , 2N ∈ N� ; n nhττ ≡  ( n +∈ Z ), h T Nτ ≡ ; n nhττ ≡ ��  ( n +∈ Z ),

h h Nτ τ≡� � .
Пусть 2L ∈ N . Введем в рассмотрение пространства LH  векторных сеточных

функций f  со значениями 2l L∈f , заданными в узлах ( )l ls≡ �x x  ( l ss lh≡ ,
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1,l L L= − − , ( 1)sh S L≡ + ), с нормой: 
21

max
L lH LL l L− − ≤ ≤

=f f . Условимся считать,

когда это будет необходимо, что 2 2l L l+ + =x x . Зададим проекционные операторы

LP  [ ( ) LC H∂Ω → ]: ( ) ( )L ll =P f f x  ( 1L ≤P ). Зададим ограниченные операторы
1
0

ˆ ˆ ( )N
n nn

−
=

≡ τ∑G G U  [ LH ]:

2

0

0 0
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )e d

τ

τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G A , 
2 2

2

2 1 1
ˆ ˆ ( ) ( ) ( )

n

n

n e d
+τ

+
τ

≡ τ τ Λ τ τ∫G A  ( 0, 2 1n N= − ),

2 2 2

2 2 2

2 2 0
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n e d e d
+

−

τ τ

τ τ

≡ τ τ Λ τ τ + τ τ Λ τ τ∫ ∫G A A  ( 1, 2 1n N= − );

( )
2

2 1
0

( ) exp ( )m mnN n
m

e p q hτ+ +
=

⎡ ⎤τ ≡ − τ + Λ τ⎣ ⎦∑ � �
� �� �  ( [ ]2 2 2,nN n nN n+ + +τ∈ τ τ� �� �� � ,

0, 2 1n N= −�� , 0, 1n N= − ).

Операторы ˆ ( )τA  [ LH ] ( 0τ > ) подобно ˆ
nG  имеют вид скалярных квадратных

матриц порядка 2 2L + :

( ) ,
1

ˆ ˆ( ) ( )
L

k l lk
l L

g
=− −

τ = τ∑A f f  ( 1,k L L= − − , LH∈f ),

,2 1, ,2 1 1, ,2ˆ ( ) ( ) ( )k l k l k lg J J−τ ≡ τ + τ� � ,

,2 1 2, ,2 3 2, ,2 2 0, ,2 1 0, ,2ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k l k l k l k l k lg J J J J− − − −τ ≡ τ + τ + τ + τ� � � �  ( 2, 2l L L= − ),

, , , , , ,( ) ( ) ( )m k l m k l m k lJ J J′ ′′τ ≡ τ + τ� � �  ( 1,l L L= − − , 0,2m = ).

В свою очередь, функции , , ( )m k lJ ′ τ�  и , , ( )m k lJ ′′ τ�  ( 0τ > ) определяются равенствами:

1( )

, , 1 1, ,
( )

ˆ( ) ( , ) ( )
k l

k l

s

m k l m k
s

J a d
+′ρ

′ρ

′ τ ≡ ρ τ δ ρ ρ∫�   ( 0,2m = , , 1,k l L L= − − ),

2

1, , 1, , , ,
0

ˆ ( ) ( ) ( )m k m k k l m k l m
m

q h′ ′
′=

′δ ρ ≡ δ ρ + Λ ρ∑
� ��  ( [ ]1( ), ( )k l k ls s +′ ′ρ∈ ρ ρ ),

[ ]1
, 12 ( ) ( )k l k l k lh s s−

+′ ′ ′≡ ρ − ρ , [ ]1
, 12 ( ) ( )k l k l k ls s−

+′ ′ρ ≡ ρ + ρ ,

( )1, , 1( ) ( , ) ( )m k k m k ks sδ ρ ≡ δ ρ Λ + σ ρ
� �� ;

, , ,
1

ˆ( ) ( , )m k l l j m k l l j
j

J h w g s h z
γ

=

′′ ′′ ′′τ ≡ + τ∑ �� , ( )1
12l l ls s s−

+′′ ′′≡ + , ( )1
12l l lh s s−

+′′ ′′ ′′≡ −

( 0,2m = , , 1,k l L L= − − ).
Здесь ( ) ( , )k k ks sρ σ ≡ ρ + σ ; ( )kσ ρ  – функция, обратная к функции ( )kρ σ ;

( )m sΛ
�

 – кусочно-квадратичная функция, определенная на множестве SI ′ :
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( ) ( )m ms sΛ = Λ
�

 ( [ ]2 1 2 1,l ls s s− +∈ , 2, 2l L L= − ); jz  – корни многочлена

[ ]( )( )2( ) ! (2 )! 1P z d dz z
γγ γ

γ ≡ γ γ −  на промежутке [ 1;1]− , ˆ jw  – весовые коэффици-

енты ПКФГ с γ  узлами ( 1
ˆ 2jj wγ

=
=∑ , ˆ 0jw > ) [20, с. 255]; , ( , )m kg σ τ ≡�

( )( , , )k k m kg s s s≡ + σ τ Λ + σ
�

� , ( , , ) ( ( ), ( ), )g s s g x s x s′ ′τ ≡ τ� � � . Кроме того, здесь
{ }min ,l ls s′ ≡ Σ , { }max ,l ls s′′ ≡ Σ , если 0ls ≥ , и { }max ,l ls s′ ≡ −Σ , { }min ,l ls s′′ ≡ −Σ ,

если 0ls < , при этом число 0Σ >  выбрано в соответствии с теоремой 2.

В пространстве LH  зададим операторы ˆ ±G  [ LH ]: 1ˆ ˆ2± −≡ ± +G G . Определено

minN ∈ N , такое, что при { }min min min2 , 1,N N N∈ ≡ +N …  операторы ˆ ±G  ограни-
ченно обратимы в алгебре полиномов, образованных N  степенями оператора

( )hτU  (см. формулу (15) [5]).
Определение. Будем говорить, что ограниченные операторы nA  [ C D→ ]

( n∈ N ) сходятся при n → ∞  по операторной норме к соответствующим ограни-
ченным операторам nB  [ C D→ ], если 0n n D− →A f B f  при n → ∞  равномер-
но в шаре 1C ≤f .

Доказаны следующие утверждения (см. теорему 6 и следствие 3 [5]):

Теорема 3. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ( ) 1ˆ −±G  [ LH ] ( 2L ∈ N ,

min2N ∈ N ) совокупно ограничены.

Теорема 4. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ( ) 1ˆ
L

−±G P

[ 3
0,3( ) LC H∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной

норме к соответствующим операторам ( ) 1
L

−±P G  [ 3
0,3( ) LC H∂Ω → ] с порядком

аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Сеточные аппроксимации решений краевых задач

Контур 2C∂Ω∈  не имеет точек самопересечения, поэтому существует посто-
янная 

( , )
inf 0r s s

c 0′ ∈Θ
≡ ψ > . Справедлива оценка: 1

K K rc c c r−′ϑ ≤ σ ≤ � , где ϑ  – ост-

рый угол между нормалями, проходящими через точки ( )s�x  и ( )s′�x  ( , Ss s I′ ′∈ );

( , )
sup ( , )K

s s
c K s s

′ ∈Θ
′ ′≡ , 2

2( , ) sK s s ′′ ≡ ∂ ϕ ; sup ( , )
S

K
s I

c K s s
′∈

≡ , ( , )K s s  – кривизна кривой в

точке ( )s�x . Отложим на нормали к кривой ∂Ω  в каждой точке ( )s�x  ( Ss I ′∈ ) от-

резок одной и той же длины ( ]0,Dd I D∈ ≡  ( ( )3r KD c c′≡ ) внутрь области ±Ω .
Величина 3D  может быть взята в качестве радиуса круга Ляпунова, поэтому со-
гласно [21, с. 313] концы таких отрезков ( )d s± ±∈Ω�x образуют замкнутую линию

1
d C±∂Ω ∈ , параллельную кривой ∂Ω , т.е. соответствие между точками ( )d s±�x  и

( )s�x  взаимно однозначное.
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Введем в рассмотрение местную систему декартовых координат ( ),s sξ η  с нача-

лом в точке ( )s�x и осью ординат, направленной по нормали внутрь области −Ω .

Координаты ( ),s sξ η  точек ( )d s±�x  и ( )s′�x  равны соответственно (0, )d∓  и

( )1 1
0 ( ( )) 02 2s s

− −− ∂ ϕ , ∂ ϕ�n x , поэтому 
22 2

0( ) ( )dr s s d± ±′= − =ϕ +� �x x , где 0 0 22d±ϕ ≡ϕ ± ϕ .

Зададим на множестве DIϒ ≡ × Θ  функцию ( , , )d s s± ′ρ : 0
± ±ρ = ϕ , если 0σ ≥ ;

0
± ±ρ = − ϕ , если 0σ < , а также функции 0 0 2( , , ) 2d s s d± ′ψ ≡ ψ ± ψ  ( 0 0±ψ >  на

множестве ϒ  [14]) и 3 3 4d±ψ ≡ ψ ± ψ . Пусть sΕ  – связный участок кривой ∂Ω
между двумя параллельными прямыми, находящимися на расстоянии D  от пря-
мой ( ) ( )ds s±� �x x , причем ( ) ss ∈Ε�x . Соответствующие значения σ  обозначим через

sΞ , левую и правую границу отрезка sΞ  – через s′Σ  и s′′Σ  соответственно. Введем

в рассмотрение множество ′ϒ ≡ {( , , )d s s′ : sσ∈Ξ , Ss I ′∈ , }Dd I∈ .

Теорема 5 [14]. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда на множестве ′ϒ  существует

положительная, ограниченная сверху функция ( ) 1
0 0 3s

−± ± ± ±
′δ ≡ ∂ ρ = ψ ψ  и непре-

рывные производные 0
j
s

±
′∂ δ  ( 0,j n= ).

Следствие 2 [14]. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда функция , ( )d s
±ρ σ ≡

( , , )d s s±≡ ρ + σ  при любых фиксированных Ss I ′∈ , Dd I∈  диффеоморфно с

гладкостью 1nC +  отображает множество sΞ  на множество , ( )d s s
±ρ Ξ . Функция

( )0 0 ,( , , ) , , ( )d sd s d s s± ± ±δ ρ ≡ δ + σ ρ�  ( , ( )d s
±σ ρ  – функция, обратная к функции , ( )d s

±ρ σ )

имеет непрерывные на множестве ′ϒ ≡� {( , , )d s ρ : , ( )d s s
±ρ∈ρ Ξ , Ss I ′∈ , }Dd I∈

производные 0
j ±
ρ∂ δ�  ( 0,j n= ).

Следствие 3. Пусть 2nC +∂Ω∈  ( n +∈ Z ). Тогда функции 1 ( , , )d s±δ ρ ≡�

( )0 1 ,, , ( )d sd s s± ± ±≡ δ δ + σ ρ�  и 2 ( , , )d s±δ ρ ≡�  ( )0 5 ,, ( )d sd s s± ±± δ ϕ + σ ρ� , где 1 ( , , )d s s± ′δ ≡

1 0
±≡ −ψ ψ  и 5 ( , )s s′ϕ ≡ ( ( )) 2s′−∂ ϕ =�n x 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )x s x s x s x s′ ′ ′ ′ ′ ′+� � � � , имеют непрерывные

на множестве ′ϒ�  производные j
i
±

ρ∂ δ�  ( 0,j n= , 1,2i = ).

Операторы ( )G x  [ 2( )C L∂Ω → ] ( ±∈Ωx ) представим в следующем виде:

( ) ( , ) ( )
T

p
I

e d− τ= τ τ τ∫G x f A x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf ). Здесь ( , )τA x  [ 2( )C L∂Ω → ]

( 0τ > ) – ограниченные операторы: ( , ) ( , , ) ( )g ds
∂Ω

′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f x x f x . Замкнутую

область, ограниченную кривыми ∂Ω  и D
±∂Ω , обозначим через D

±Ω . На основании

следствия 2 и равенств 2
1 5( ( ), ( ))dr b s s d± ′ = −ϕ ± ϕ� �x x , вытекающих из равенств

22 2
0 2( ) ( ) 2dr s s d d±′= − = ϕ ± ϕ +� �x x  ( Dd I∈ , , Ss s I′ ′∈ ), представим операторы
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( , )τA x  ( 0τ > ) в виде суммы:
3

1( , ) ( , )ii=τ = τ∑A x A x ,
где

( )( )
,

,

( )

,
( )

( , ) ( , , ) ( , , ) ( )
d s s

d s s

i i i d sa d d s s d

±

±

′′ρ Σ
± ±

′ρ Σ

τ ≡ ρ τ δ ρ + σ ρ ρ∫ � �A x f f x  ( ( )d Ds± ±= ∈Ω�x x ),

( , ) 0i τ ≡A x f  ( \ D
± ±∈Ω Ωx ) ( 1,2i = );

3
\

( , ) ( , , ) ( )
s

g ds
∂Ω Ε

′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f x x f x

( ( )d Ds± ±= ∈Ω�x x ), 3( , ) ( , , ) ( )g ds
∂Ω

′ ′ ′τ ≡ τ∫A x f x x f x  ( \ D
± ±∈Ω Ωx ),

2 2
1 0( , , ) ( , )a d a dρρ τ ≡ −ρ∂ ρ + τ , 2

2 1( , , ) ( , , )a d a d−ρ τ ≡ ρ ρ τ .

Заметим, что если ( ), \ D
± ±′ ∈Ω Ω × ∂Ωx x  или D

±∈Ωx , \ s′∈∂Ω Εx , то r D≥  (см.
доказательство формулы (9) [14]). Учитывая также следствие 3, получаем оценки:

,0( , ) ( , )i i i ic c y dτ ≤ τ� �A x  ( 1,2i = ), 3 3,0( , ) 2Scτ ≤ �A x  ( ±∈Ωx , 0τ > );

1 2
1y −≡ τ , ( )3 2 2 2

2 exp 4y d d a− ⎡ ⎤≡ τ − τ⎣ ⎦ ,   (7)

,0 ( , , )
maxi id s

c ±

′ρ ∈ϒ
≡ δ

�
� �  ( 1,2i = ); ( ) 1

1 2c a
−

≡ π� ,

( ) 1
2c a

−
≡ 4 π� ; 3,0

( ) , 0
sup ( , ( ), )
s D

c g s
′− ≥ τ>

′≡ τ
�

� �
x x

x x .

В силу оценок (7) имеем равномерную на множестве ±Ω  ограниченность опера-
торов ( )G x  [ 2( )C L∂Ω → ]:

1,0 1 2,0 2 3,0( ) 2 2 2Gc T c c a c c ST c≤ ≡ + π +� � �� �G x   ( ±∈Ωx ). (8)

Пусть 2N ∈ N , 2N ∈ N� . Зададим ограниченные операторы ( )�G x

[ 2( )C L∂Ω → ] ( ±∈Ωx ):

( ) ( , ) ( ) ( )
TI

e d≡ τ τ τ τ∫� �G x f A x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf ),

( )
2

2 1
0

( ) ( )n m m
m

q h+ τ
=

τ ≡ τ + Λ τ∑�U U  ( [ ]2 2 2,n n+τ∈ τ τ , 0, 2 1n N= − ).

Так как ( ) 1τ ≤U , 1pe− τ ≤  ( 0τ ≥ ), то ( ) cΛτ ≤�U , ( )e cΛτ ≤ � (см. оценки (5)).
В силу оценок (4) имеем оценки

3 3
( ) ( )

( ) ( )
C C

c hω τ∂Ω ∂Ω
τ − τ ≤�U f U f B f   ( 3( )C∈ ∂Ωf ),

( )3 3 3( ) pe e p N c h− τ
ω ττ − ≤ � �  ( Tt I∈ ). (9)
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На основании оценок (7) и (9) при любых 3( )C∈ ∂Ωf , ±∈Ωx  получаем оценки

( )
2

3 3 3 3
( )( )

( ) ( ) G CL C
c c c c p N hω Λ ω τ∂Ω∂Ω

⎡ ⎤− ≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦
� ��G x f G x f B f f ,

из которых вытекает следующее утверждение:
Теорема 6. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ( )�G x  [ 3 2( )C L∂Ω → ] ( 2N ∈ N )

сходятся при N → ∞  по операторной норме к соответствующим операторам
( )G x  [ 3 2( )C L∂Ω → ] равномерно по ±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3O hτ .

Пусть 2L ∈ N . Введем в рассмотрение операторы L
�
P  [ ( )LH C→ ∂Ω ]:

( )
2

2 1
0

( ) ( )L l m m
m

s s− +
=

≡ Λ∑
�
P f f  ( LH∈f , [ ]2 1 2 1,l ls s s− +∈ , 2, 2l L L= − ).

В силу оценки (5) операторы L
�
P  ограничены в совокупности: L cΛ≤

�
P . На осно-

вании оценки (4) имеем оценки
(3) 3

( ) ( )L L sC C
c hω∂Ω ∂Ω

− ≤
�
P P f f f  ( 3( )C∈ ∂Ωf ). (10)

С помощью равенств ( ) ( , ) ( ) ( )
T

LI
e d≡ τ τ τ τ∫

� ��G x f A x U P f  ( LH∈f , ±∈Ωx )

зададим ограниченные операторы ( )
�

G x  [ 2LH L→ ]. Используя оценки (7), (10),

( ) cΛτ ≤�U  и ( )e cΛτ ≤ � , получаем неравенства

2

(3) 3
( )

( ) ( )L G sL C
c c c c hΛ Λ ω ∂Ω

− ≤
� � �G x P f G x f f   ( 3( )C∈ ∂Ωf , ±∈Ωx ),

позволяющие сделать следующее утверждение:
Теорема 7. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ( ) L

�
G x P  [ 3

2( )C L∂Ω → ]
( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при L → ∞  по операторной норме к соответствую-

щим операторам ( )�G x  [ 3
2( )C L∂Ω → ] равномерно по N  и ±∈Ωx  с порядком

аппроксимации ( )3
sO h .

Операторы ( )
�

G x  могут быть представлены в виде конечных сумм:
1
0( ) ( ) ( )N

n nn
−

=
= τ∑

� �
G x G x U , где

2

0

0 0( ) ( , ) ( ) ( )e d
τ

τ

≡ τ τ Λ τ τ∫
� �

G x A x , 
2 2

2

2 1 1( ) ( , ) ( ) ( )
n

n

n e d
+τ

+
τ

≡ τ τ Λ τ τ∫
� �

G x A x  ( 0, 2 1n N= − ),

2 2 2

2 2 2

2 2 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
n n

n n

n e d e d
+

−

τ τ

τ τ

≡ τ τ Λ τ τ + τ τ Λ τ τ∫ ∫
� � �

G x A x A x  ( 1, 2 1n N= − ).

Операторы ( , ) ( , ) Lτ ≡ τ
� �
A x A x P  [ 2LH L→ ] подобно ( )n

�
G x  имеют вид скалярных

матриц-строк длиной 2 2L + :
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1
ˆ( , ) ( , )

L

l l
l L

g
=− −

τ = τ∑
�
A x f x f  ( LH∈f , 0τ > ); 

2 1

2 1

2 1ˆ ( , ) ( , , )
l

l

s

l
s

g g s ds
+

−

′ ′τ ≡ τ∫
�x x ,

2 1 2 1

2 3 2 1

2 1 2 0ˆ ( , ) ( , , ) ( , , )
l l

l l

s s

l
s s

g g s ds g s ds
− +

− −

− ′ ′ ′ ′τ ≡ τ + τ∫ ∫
� �x x x  ( 2, 2l L L= − ),

( )( , , ) ( , ( ), )m mg s g s s′ ′ ′τ ≡ τ Λ
�� �x x x  ( 0,2m = ).

По аналогии с представлением 3
1( , ) ( , )ii=τ = τ∑A x A x  представим интегралы

1
, ( , ) ( , , )l

l

s
m l ms

J g s ds+ ′ ′τ ≡ τ∫
�x x  ( 1,l L L= − − , 0,2m = , 0τ > ) в виде сумм:

,m lJ = 3
, ,1 i m li J

=∑ . Здесь, в случае ( )d Ds± ±∈Ω�x = x  ( Ss I ′∈ )

, , 1

, ,

( )

, , .
( )

( , , ) ( , , ) ( , , )
d s s l

d s s l

i m l i i mJ d s a d d s d

±
+

±

ρ α
±

ρ α

τ = ρ τ δ ρ ρ∫
�

 ( 1,2i = ),

3, , ( , )m lJ τ ≡x , 1

,
( , , )s l

s l
mg s ds+β

β
′ ′τ∫

� x .

При этом ( ), ,( , , ) ( )i m i m d sd s s± ± ±δ ≡ δ ρ Λ + σ ρ
� �� ; ,s lα ≡ { }min ,l ss s ′′− Σ ,

,s lβ ≡ { }max ,l ss s ′′+ Σ , если ls s≥ ; ,s lα ≡  { }max ,l ss s ′− Σ , ,s lβ ≡ { }min ,l ss s ′+ Σ , ес-

ли ls s< . В случае \ D
± ±∈Ω Ωx  1, , 2, , 0m l m lJ J= ≡ , 3, , ,m l m lJ J≡  ( ,s l lsβ = ).

Введем в рассмотрение интегралы , ,i m lJ� , аппроксимирующие интегралы , ,i m lJ :

, , 1

, ,

( )

, , ,
( )

ˆ( , , ) ( , , ) ( , , )
d s s l

d s s l

i m l i i mJ d s a d d s d

±
+

±

ρ α
±

ρ α

τ ≡ ρ τ δ ρ ρ∫�  ( 1,2i = ),

2

, , , , , ,
0

ˆ ( , , ) ( )i m i m d s l m d s l m
m

d s q h± ± ±
′ ′

′=

′δ ≡ δ ρ + Λ ρ∑
� ��  ( , , , , 1( ), ( )d s s l d s s l

± ±
+⎡ ⎤ρ∈ ρ α ρ α⎣ ⎦ ),

1
, , , , 1 , ,2 ( ) ( )d s l d s s l d s s lh − ± ±

+⎡ ⎤′ ≡ ρ α − ρ α⎣ ⎦ , 1
, , , , , , 12 ( ) ( )d s l d s s l d s s l

± − ± ±
+⎡ ⎤ρ ≡ ρ α + ρ α⎣ ⎦ ;

3, , , , ,
1

ˆ( , ) ( , , )m l s l j m s l s l j
j

J h w g h z
γ

=

′′ ′′τ ≡ β + τ∑ �� x x , ( )1
, , , 12s l s l s l

−
+β ≡ β + β ,

( )1
, , 1 ,2s l s l s lh −

+′′ ≡ β − β .

Операторы ( , )τ
�
A x , в которых интегралы ,m lJ  заменены выражениями , ,i m lJ  и

, ,i m lJ� , обозначим через ( , )i τ
�
A x  и ˆ ( , )i τA x  соответственно, а операторы ( )

�
G x , в

которых интегралы ,m lJ  заменены выражениями , ,i m lJ� , обозначим через ˆ ( )iG x

( 1,3i = ). Пусть 3
1

ˆ ˆ( ) ( )ii=≡ ∑G x G x . В силу оценок (5) справедливы соотношения
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2
2

2 2 0

, ,2 2 1 ,0
2 0 1

ˆ ( , ) ( , )
L

l L

i i m l l l m i i i HL
l L m l L

J c c c c y d
=

′+ − + Λ Λ
′=− = =−

τ = ≤ τ∑ ∑ ∑ �� � �A x f f f

( LH∈f , Dd I∈ , Ss I ′∈ , 0τ > , 1,2i = );

2
2

2 2 0

3 3, ,2 2 1 3,0
2 0 1

ˆ ( , ) ( , ) 2
L

l L

m l l l m HL
l L m l L

J S c c
=

′+ − + Λ
′=− = =−

τ = τ ≤∑ ∑ ∑ ��A x f x f f

( LH∈f , ±∈Ωx , 0τ > ).
Следствием этих соотношений являются неравенства

( )
2

2
1,0 1 2,0 2 3,0

ˆ ( ) 2
LHL

c c T c c c a c c c T S cΛ Λ Λ Λ≤ + π +� � �� � � � �G x f f  ( LH∈f ),

на основании которых получаем утверждение:
Теорема 8. Пусть 2C∂Ω∈ . Тогда операторы ˆ ( )G x  [ 2LH L→ ] ( 2L ∈ N ,

2N ∈ N ) ограничены в совокупности на множестве ±Ω .
В силу следствия 3 и неравенства r D≥ , имеющего место, если

( ), \ D
± ±′ ∈Ω Ω × ∂Ωx x  или ( )d Ds± ±= ∈Ω�x x , \ ( )s′∈∂Ω Εx , при указанной гладко-

сти кривой ∂Ω  могут быть определены константы:

( )
,

, ,
sup j

i j i
d s

c ±
ρ

′ρ ∈ϒ
≡ ∂ δ

�

� �  ( 0,2i = , 2nC +∂Ω∈ ),

3,
( ) , 0
sup ( , ( ), )j

j s
s D

c g s′
′− ≥ τ>

′≡ ∂ τ
�

� �
x x

x x  ( 1nC +∂Ω∈ ) ( 0,j n= , n +∈ Z ).

Используя неравенства (4)–(6) и 1
, , 2d s l h sh c h−′ ≤  (

( , , )
suph s

d s s
c ±

′
′ ′∈ϒ

≡ ∂ ρ ), при условиях

5C∂Ω∈ , 2 ( )C∈ ∂Ωf  для любых Dd I∈ , Ss I ′∈ , 0τ >  получаем оценки:

( )

2

, ,2 1

2
, ,2 1

( )2
1 3 3 3

,
( , , ) 2 ( )

ˆ ( , ) ( , )

8 sup ( ) ( , , )
d s s l

d s s l

i i L

l L

s h i d s iLd s l L
h c c s a d d

±
+

±
−

ρ α=
− ± ±

ω ρ
′ρ ∈ϒ =− ρ α

τ − τ ≤

⎡ ⎤≤ ∂ δ + σ ρ ρ τ ρ ≤⎣ ⎦ ∑ ∫�

�� �

���

A x f A x f

f

2
3

( )ˆ ( , )i s i Cc h y d ∂Ω≤ τ f , (11a)

( ) ( )1 3 2
,3 ,2 0,0 ,1 0,1 ,0 0,2 ,1 0,0 ,0 0,1 0,0ˆ 8 3 3 3i i h i i i i i ic c c c c c c c c c c c c c c c c c c−

ω Λ Λ Λ⎡ ⎤′ ′′≡ + + + + +⎣ ⎦
� � � � � � � � � � � �� �

( 1,2i = , L≡�f P f , L L≡
� �
f P P f ).

Если 2C γ+1∂Ω∈ , 2 ( )C∈ ∂Ωf , то для любых ±∈Ωx , 0τ >  имеем оценку:

2
2

2
3 3 3 ( )

ˆ ˆ( , ) ( , ) 2 s CL
Sc h γ+1

∂Ωτ − τ ≤
�� �A x f A x f f ,

( ) ( )
( )[ ] ( )

4
3,2 3,2 3,2

3 3

! 1
ˆ

! 2 1

c c c c c c
c γ Λ γ−1 Λ γ−2 Λ′ ′′γ + 2γ + γ 2γ −⎡ ⎤⎣ ⎦≡

2γ γ +

� � �
(11b)
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[20, с. 259]. На основании оценок (5), (11) получаем при условиях 2C γ+1∂Ω∈  и
2γ ≥  неравенства

( ) 2
2

3 2
1 2 3 ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2L L s s CL
c c c T c a h c ST h γ+1

Λ Λ ∂Ω
⎡ ⎤− ≤ + π +⎣ ⎦

�
�G x P f G x P f f

( ±∈Ωx , 2 ( )C∈ ∂Ωf ),
из которых вытекает утверждение:

Теорема 9. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ( ) LG x P

[ 2
2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при L → ∞  по операторной норме к

соответствующим операторам ( ) L
�

G x P  [ 2
2( )C L∂Ω → ] равномерно по N  и

±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3
sO h .

При вычислении операторов ˆ ( )iG x  ( 1,2i = ) интегрирование по τ  осуществля-
ется точно и интегралы выражаются через показательные функции exp( )nz−  и

интегральные показательные функции Ei( )nz−  ( ( ) ( )2 2 24n nz d a≡ ρ + τ� ,

1,n NN= � ). Затем вычисляются интегралы по ρ , но не все они вычисляются ана-
литически. В таких случаях для точного интегрирования функции exp( )nz−  и
Ei( )nz−  заменяются многочленами, образованными первыми членами разложе-

ния этих функций в ряды Тейлора, а именно: 1K +  членом со степенями ( )k
nz

( 0,k K= ), а также логарифмическим членом ( )ln nz  в случае Ei( )nz− .
На основании теорем 6, 7, 9 делаем следующий вывод:
Следствие 4. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ( ) LG x P

[ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , 2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной нор-

ме к соответствующим операторам ( )G x  [ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] равномерно по ±∈Ωx

с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Зададим операторы ( ) 1ˆ ˆˆ ( ) ( )
−± ±≡R x G x G , вычисляемые в алгебре полиномов,

образованных N  степенями оператора ( )hτU . С учетом теорем 1, 4, 8 и следствия
4 получаем следующее утверждение:

Следствие 5. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ( ) L
±R x P

[ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по операторной

норме к соответствующим операторам ( ) 1
( ) ( )

−± ±≡R x G x G  [ 3
0,3 2( )C L∂Ω → ] рав-

номерно по ±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Введем в рассмотрение банахово пространство ( )TC I  классов функций

2L∈f , эквивалентных непрерывным на отрезке TI  функциям ( )f t , с нормой

sup ( )
T

T
C

t I
f t

∈
≡f . Имеет место вложение 1 ( )TH C I⊂ .
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Пусть 2N ∈ N . Зададим операторы ˆ
NP  [ 1 ( )TH C I→ ]:

( )
2

2
0

ˆ ( ) ( ) ( )N n m m
m

t f t+
=

≡ τ Λ∑P f  ( 1H∈f , [ ]2 2 2,n nt +∈ τ τ , 0, 2 1n N= − ).

В работе [14] доказаны оценки:

ˆ
N c TΛ≤P , 4

3
( )

ˆ
T

N HC I
c T hω τ− ≤P f f f  ( 4H∈f ). (12)

На основании теорем 1, 3, 8, следствия 5, оценок (8), (12), 1L ≤P  и равенств (3) с
учетом замкнутости оператора B  приходим к окончательным утверждениям:

Следствие 6. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда операторы ˆ ˆ ( )N L
±P R x P

[ 3
1,3( ) ( )TC C I∂Ω → ] ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  по оператор-

ной норме к соответствующим операторам ( )±R x  [ 3
1,3( ) ( )TC C I∂Ω → ] равномер-

но по ±∈Ωx  с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + .

Следствие 7. Пусть 2C γ+1∂Ω∈  и 2γ ≥ . Тогда, если 3
1 1,3( )C± ∈ ∂Ωw , то функции

1 ( , )u t±� x : 1 1
ˆ ˆ( ) ( )N L

± ± ±≡�u x P R x P w  ( 2L ∈ N , min2N ∈ N ) сходятся при ,L N → ∞  к

соответствующим решениям краевых задач (1) 1 ( , )u t± x  равномерно по

( , ) Tt I±∈Ω ×x  (при почти всех t ) с порядком аппроксимации ( )3 3
sO h hτ + . Кроме

того, [ ]
1 1( , ) ( , ) 0u t u t± δ ±− →� x x  равномерно по ( , ) Tt I±∈Ω ×x  (при почти всех t )

при ,L N → ∞ , 0δ →  ( [ ] [ ]
1 1

ˆ ˆ( ) ( )N L
± δ ± ± δ≡�u x P R x P w , [ ]

1 1( )C± δ ∈ ∂Ωw :

1

[ ]
1 1 ( )C
± δ ±

∂Ω
− ≤ δw w ).

Приближенные решения 1 ( , )u t±� x  вычисляются в произвольной точке

( , ) Tt I±∈Ω ×x  с помощью значений 1 ( ( ), )l nw s± τ� �x  ( , 1l L L= − − , 0, 1n N= − ) по

аналогии с решениями 2 ( , )u t±� x  [14].

Квадратурные аппроксимации
как причина отсутствия равномерной сходимости в области

Вычислительные эксперименты показали, что скорость сходимости прибли-
женных решений существенно снижается вблизи границы ∂Ω , если для аппрок-
симации всех интегралов , ( , )m lJ τx  использовать ПКФГ или КФНК. Покажем от-
сутствие равномерной по Dd I∈  сходимости аппроксимаций ПДС в случае, когда
аппроксимируется (с помощью квадратурной формулы) только интеграл на бли-
жайшем к точке x  ГЭ при 0τ = , а интегралы на остальных ГЭ вычисляются точ-
но. Также с целью упрощения будем полагать 0p =  и вместо кусочно-
квадратичной рассматривать кусочно-постоянную интерполяцию:

1

,
0 1

( ) ( ) ( ) ( )
N L

n l n l
n l L

z s
−

= =− −
≡ τ∑ ∑��G x f x U f  ( ( )C∈ ∂Ωf , ,L N ∈ N ),
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1 2

1 2

, ( ) ( , )
l

l

s

n l n
s

z q s ds
+

−

′ ′≡ ∫x x , 
1 2

1 2

( , ) ( , ( ), )
n

n

nq s g s d
+

−

τ

τ

′ ′≡ τ τ∫ �x x x ,

( )1
1 2 2n n h−

± ττ ≡ ±  ( 0g ≡  при τ ≤ 0 ), ( )1
1 2 2l ss l h−

± ≡ ± .

Обозначим через ( ( ))d s±�
�G x  операторы ( ( ))d s±�� �G x  ( Ss I ′∈ , Dd I∈ ), в которых инте-

грал 0, ( ( ))l dz s±
′ �x  ( ( 1 2 1 2,l ls s s′ ′− + ⎤∈ ⎦ ) заменен квадратурной аппроксимацией

0, ( ( ))l dz s±
′

� �x  достаточно высокого порядка. Можно убедиться, что для любого

0 Dd I∈  операторы ( ( ))d s±�
�G x  [ 2

0,2 2( )C L∂Ω → ] сходятся при ,L N → ∞  по опера-

торной норме к соответствующим операторам ( ( ))d s±�G x  [ 2
0,2 2( )C L∂Ω → ] с поряд-

ком аппроксимации ( )2 2
sO h hτ +  равномерно по ( ) [ ]0, , Sd s d D I ′∈ ×  (см. теоремы 6,

7 [22]).
Лемма. Пусть остаточный член квадратурной формулы, используемой для

аппроксимации интегралов 0, ( ( ))l dz s±
′ �x  ( ( 1 2 1 2,l ls s s′ ′− + ⎤∈ ⎦ , Dd I∈ ), имеет вид

( ) ( ) ( )2 1 2[ ] m m
m mR f c b a f+= − ξ  ( ,a bξ∈[ ] ), где mc  зависит только от m +∈ Z .

Пусть 2 2mC +∂Ω∈ . Тогда существуют постоянные mK ± ∈ N , m Dd I± ∈  и 0mc± > , та-
кие, что для любого фиксированного Ss I ′∈  последовательность чисел

, 0 0, 0,[ ] ( ( )) ( ( ))m M l d l dR q z s z s± ± ±
′ ′≡ − �� �x x  ( , 1,...M M M′ ′= + ), где ( )21N M= + ,

( )1 1mL K M±+ = + , ( )1 md S M d ±= + ≤  при M M ′≥ , ограничена по модулю снизу

числом mc± .

Доказательство. Пусть 1 2 1 2ls s′− −σ ≡ − , 1 2 1 2ls s′+σ ≡ − . Интеграл 0, ( ( ))l dz s±
′ �x

и подынтегральная функция 0 ( ( ), )dq s s± ′�x  ( Dd I∈ , ( 1 2 1 2, ,l ls s s s′ ′− +′ ⎤∈ ⎦ ) могут быть
записаны в виде

1 2

1 2

0, 0( ( )) ( ( ), )l d dz s q s s d
−

σ
± ±

′
σ

= + σ σ∫� �x x ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2 2
0 0 1 5 0( ( ), ) 2 exp 2dq s s d a h d d−± ± ±

τ⎡ ⎤′ = π − σ ψ + −σ ψ ± ϕ σ ψ +⎣ ⎦�x .

Пусть shα ≡ σ , ( )21N M= + , ( )1 1L M K+ = + , ( )1d S M= +  ( ,K M ∈ N ).

Будем рассматривать остаточные члены , 0[ ]m MR q±  ( 1,2,M = … ) как значения не-

которой функции ( , , , )mr K d s± α , определенной при K ∈ N , Dd I∈ , Iαα ∈ , Ss I ′∈

( ( 1 2 1 2,Iα − ⎤≡ α α ⎦ , 1
1 2 1 2sh−

− −α ≡ σ , 1
1 2 1 2sh−α ≡ σ ). Так как 0 0±ψ >  на множестве

ϒ , 1 2 1±α ≤  и существуют непрерывные производные 0
j
s

±
′∂ ψ  и 1

j
s′∂ ψ , 5

j
s′∂ ϕ

( 0,2j m= ) на множествах ϒ  и Θ  соответственно, то допустимо представление:

m m mr f o± ± ±= + , где функция ( , , , )mf K d s± α  имеет вид
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( )
( ) ( ) ( )

1 2 2 2 1
5 0

22 2 12 2 2 2
0 . . 0

0 0

exp 1

2 1

m
m

m m km k m k nm k
m k n

k n

f c K K

K c K

± − − ± − −
τ

−− − − +− ± − ±

= =

⎡ ⎤≡ ϕ − α ψ + ×⎣ ⎦

× α − ψ α ψ +∑ ∑

� �

� � . (13)

Здесь ( ) ( )1
. . 2 22 2 !n k n

m k n m m m kc c c C C m k n−± −
τ −≡ ± π − − , ( )! ( )! !n

mC m m n n= − ,
2 22c T a Sτ ≡ , 0 ( , , , )K d s±ψ α ≡�  0 ( , , )d s s d K±ψ + α , 5 5( , , , ) ( , )K d s s s d Kϕ α ≡ ϕ + α� .

Функция ( , , , ) 0mo K d s± α →  при 0d → +  и фиксированном K ∈ N  равномерно по

Iαα ∈ , Ss I ′∈ . Слагаемые при k m<  во внешней сумме выражения (13) стремят-
ся к нулю при K → ∞  равномерно по Dd I∈ , Iαα ∈ , Ss I ′∈ , а слагаемое при
k m=  ограничено по модулю снизу положительной константой. Поэтому сущест-
вуют постоянные mK ± ∈ N  и m Dd I± ∈ , такие, что при mK K ±=  и (0, md d ± ⎤∈ ⎦ ,

Iαα ∈ , Ss I ′∈  функция mr
±  ограничена снизу некоторой константой 0mc± > .

Лемма доказана.
Следствие 8. Пусть ( ) ( ) ( )2 1 2( ) m m

m mR f c b a f+= − ξ  ( ,a bξ∈[ ] ) и 2 2mC +∂Ω∈
( m +∈ Z ). Тогда при ,L N → ∞  отсутствует равномерная по ( ]00,d d∈  сходи-

мость в сильной операторной топологии операторов ( ( ))d s
�
�G x  [ 0, 2( )I

JC L∂Ω → ] к

соответствующим операторам ( ( ))d s�G x  [ 0, 2( )I
JC L∂Ω → ] для любых ,I J ∈ N ,

Ss I ′∈ , 0 Dd I∈ .

Доказательство. Согласно лемме, существуют постоянные mK ± ∈ N , m Dd I± ∈ ,

0mc± > , такие, что при ( 1 2 1 2,l ls s s′ ′− + ⎤∈ ⎦ , ( )21N M= + , ( )1 1mL K M±+ = + ,

( )1 md S M d ±= + ≤  имеют место оценки , 0[ ]m M mR q c± ±≥  ( , 1,M M M′ ′= + … ;

( )1 mS M d ±′ + ≤ ). Обозначим через ( )L
��G x , ( )L

�
G x  ( , 1,M M M′ ′= + … ) соответст-

вующие последовательности операторов ( )��G x , ( )
�

G x  [ 0, 2( )I
JC L∂Ω → ] ( ,I J ∈ N ).

Для функции 0, ( )I
JC∈ ∂Ω�f : ( ( ), )f s t ≡� �x 1 2( ) ( )f s f t� � , где 1( ) 1f s ≡� , 2

JH∈�f  и

2
2 1

L
=�f , имеем оценки: 

2
, 0( ) ( ) [ ]L L m M mL

R q c± ±− = ≥
� � �� �G x f G x f . В силу (7),

( ) 1τ ≤U  справедливы оценки

( ) ( )1
2

2(1) 2
2( ) ( )

( ) ( )L G s G m sL C HC
c h h c T K S h±

τ∂Ω ∂Ω
− ≤ + ≤�� � � � � �G x f G x f B f f f .

При достаточно большом натуральном M M′′ ′≥  получаем неравенство

( )1

2 2 1
2 2G m s mH

c T K S h c± − ±≤�f .

В результате имеем оценки:

2

1( ) ( ) 2L mL
c− ±− ≥

� � �G x f G x f  ( , 1,M M M′′ ′′= + … ).

Утверждение доказано.
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Вычислительные эксперименты
Рассмотрим численное решение внутренней задачи Дирихле (1) в случае, когда

граница ∂Ω  представляет собой окружность радиуса 1R = , граничная функция

1 ( 1, , )w R t+ ′ = ϕ = ( )22 1 cost t− ϕ  ( ϕ , R′  – полярные угол и радиус), коэффициент

температуропроводности 1a = . Точное решение 1
+u  в этом случае имеет вид

( )
( ){ }

( )

1 1
1

21

1 ( ) ( ) 24

12 21

( )
( , , ) 2cos 2 ( )

( )

( 1) ( ) (0)exp( )

k

kk

l l l
k

k l
lk k k

J R
u R t R f t

J

f t f p tp f t
p p

∞
+ −

=

+

+
=

′μ⎧′ ′ϕ = ϕ − ×⎨
μ⎩

⎡ ⎤⎫⎡ ⎤− − − μ + ⎪⎣ ⎦⎢ ⎥× + μ ⎬⎢ ⎥μ μ + ⎪μ +⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

∑

∑ ,

где ( )22( ) 1f t t t≡ − , 1( )J z  и 2 ( )J z  – функции Бесселя, kμ  – положительные кор-
ни уравнения 1( ) 0J z = .

Для данной геометрии имеем следующие значения: 2 (3 )D = π ,

( )arcsin 2 (3 )s s′′ ′Σ = −Σ = π  ( Ss I ′∈ ). Приближенные решения 1
+�u  вычисляем со-

гласно следствию 7, используя ПКФГ с γ =12  узлами. Кроме того, находим при-

ближенные решения 1
+�u  и 1ˆ

+u , отличающиеся от решений 1
+�u  только тем, что все

интегралы , ( , )m lJ τx  ( 0,2m = , 1,l L L= − − , 0τ > , +∈Ωx ) вычисляются с помо-

щью квадратурных формул: для 1
+�u  с помощью ПКФГ с γ =12  узлами, для 1ˆ

+u  с
помощью КФНК открытого типа с γ = 9  узлами. Решения получаем на окружно-
стях ′∂Ω  с радиусами 1R′ < , концентрических с окружностью ∂Ω , в точках

1( , )l n+′ τx , 1 2( , )l n+′ τx  и 1 2 1( , )l n+ +′ τx  ( 1,l L L= − − , n nhττ ≡ , 0, 1n N= − ), где l′x  и

1 2l+′x  – точки, получающиеся из граничных точек ( )ls�x  и 1 2( )ls +�x  соответствен-

но в результате сжимающего отображения окружности ∂Ω  на окружность ′∂Ω .
Пусть 1T = , 0p = , 1N =� , ( )arcsin 2 (3 )Σ = π  ( 0,0M c= � ), 10K = . Вычислим

uδ  – относительные среднеквадратичные отклонения приближенного решения от
точного: 1 1 1u + + +δ ≡ −�� u u u , uδ ≡�  1 1 1

+ + +−�u u u , 1 1 1ˆû + + +δ ≡ −u u u  ( ⋅  –
среднеквадратичная норма). В следующей таблице в каждой основной ячейке
представлены пять значений uδ : uδ �  в точках 1( , )l n+′ τx , uδ �  в точках 1 2( , )l n+′ τx ,

uδ �  в точках 1 2 1( , )l n+ +′ τx , uδ�  в точках 1( , )l n+′ τx  и ûδ  в точках 1( , )l n+′ τx  в соот-
ветствующем порядке сверху вниз.

Практически та же точность приближенных решений наблюдается при p = π2,
1N =�  и 4p 2= π , 4N =� . Эксперименты показали, что применение исключительно

квадратурных формул для вычисления интегралов , ( , )m lJ τx  влечет значительное
уменьшение скорости сходимости численных решений при приближении точки
x  к границе ∂Ω . При приближении точки x  к узлам квадратурных аппроксима-
ций интегралов , ( , )m lJ τx , например точки 1 2( )d ls±

+�x  к точке 1 2( )ls +�x  в случае

использования ПКФГ или КФНК с нечетным числом узлов, или точки ( )d ls±�x  к
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Относительные среднеквадратичные отклонения δu

R′ 1 2 (3 )− π 0.9 0.99 0.999 0.9999 0.99999 0.999999

1 8hτ =

3sh = π

22.09 10−⋅
22.72 10−⋅
24.16 10−⋅
22.09 10−⋅
22.23 10−⋅

21.53 10−⋅
22.53 10−⋅
24.96 10−⋅
21.53 10−⋅
25.66 10−⋅

33.38 10−⋅
22.11 10−⋅
25.67 10−⋅
21.86 10−⋅
16.65 10−⋅

45.29 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
16.78 10−⋅
18.17 10−⋅

56.00 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
18.18 10−⋅
18.32 10−⋅

69.96 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
18.32 10−⋅
18.34 10−⋅

51.70 10−⋅
22.06 10−⋅
25.75 10−⋅
18.36 10−⋅
18.34 10−⋅

1 16hτ =

7sh = π

31.42 10−⋅
32.40 10−⋅
31.83 10−⋅
31.42 10−⋅
31.39 10−⋅

31.31 10−⋅
32.56 10−⋅
32.85 10−⋅
31.30 10−⋅
33.62 10−⋅

42.88 10−⋅
32.62 10−⋅
34.41 10−⋅
21.37 10−⋅
14.40 10−⋅

54.17 10−⋅
32.63 10−⋅
34.62 10−⋅
14.81 10−⋅
17.90 10−⋅

68.02 10−⋅
32.63 10−⋅
34.65 10−⋅
17.94 10−⋅
18.30 10−⋅

69.27 10−⋅
32.63 10−⋅
34.65 10−⋅
18.27 10−⋅
18.31 10−⋅

69.84 10−⋅
32.63 10−⋅
34.65 10−⋅
18.31 10−⋅
18.31 10−⋅

1 32hτ =

15sh = π

41.46 10−⋅
43.50 10−⋅
41.47 10−⋅
41.46 10−⋅
41.46 10−⋅

42.05 10−⋅
43.35 10−⋅
42.34 10−⋅
42.05 10−⋅
42.04 10−⋅

54.22 10−⋅
43.25 10−⋅
44.19 10−⋅
31.31 10−⋅
11.20 10−⋅

67.55 10−⋅
43.30 10−⋅
44.69 10−⋅
11.89 10−⋅
17.43 10−⋅

51.03 10−⋅
43.31 10−⋅
44.74 10−⋅
17.52 10−⋅
18.22 10−⋅

51.10 10−⋅
43.31 10−⋅
44.75 10−⋅
18.23 10−⋅
18.30 10−⋅

51.10 10−⋅
43.31 10−⋅
44.75 10−⋅
18.30 10−⋅
18.31 10−⋅

1 64hτ =
31sh = π

68.80 10−⋅
55.31 10−⋅
68.80 10−⋅
68.78 10−⋅
69.39 10−⋅

53.31 10−⋅
55.32 10−⋅
53.32 10−⋅
53.31 10−⋅
53.32 10−⋅

69.96 10−⋅
54.10 10−⋅
54.16 10−⋅
53.88 10−⋅
25.94 10−⋅

63.92 10−⋅
54.15 10−⋅
55.24 10−⋅
22.44 10−⋅
16.49 10−⋅

64.15 10−⋅
54.16 10−⋅
55.37 10−⋅
16.69 10−⋅
18.13 10−⋅

64.21 10−⋅
54.16 10−⋅
55.39 10−⋅
18.15 10−⋅
18.29 10−⋅

64.29 10−⋅
54.17 10−⋅
55.39 10−⋅
18.29 10−⋅
18.31 10−⋅

точке ( )ls�x  в случае использования КФНК замкнутого типа, возникают проблемы

вычислительного характера: 1( ( ), ( ))db s s d± −� � ∼x x  при 0d → , и ошибки приобре-
тают катастрофический характер. В то же время применение точного интегриро-
вания по компоненте +ρ  межточечного расстояния r  для вычисления интегралов

, , ( , , )i m lJ d s τ  ( 1,2i = , Dd I∈ ) позволяет получить вблизи границы ∂Ω  скорость
сходимости не меньше, чем вдали от ∂Ω , почти равномерную по ϕ , t  и близкую
к кубической (данные о точности метода для этой же задачи Дирихле при 0.5R′ =
и 0.1R′ =  приведены в работе [5]).

Аналогичные результаты, демонстрирующие преимущество использования
точного интегрирования по +ρ  вблизи ∂Ω , были получены при нахождении ре-
шения рассмотренной здесь задачи Дирихле в виде разности потенциалов просто-
го и двойного слоев с помощью ГИУ первого рода (см. уравнения (1.7), (1.8) [11]),
при этом вычисление потенциала простого слоя с помощью точного интегрирова-
ния по +ρ  осуществлялось как в работе [14]. В заключение отметим, что точное

интегрирование по ±ρ  может быть сходным образом использовано для аппрокси-
мации потенциалов двойного слоя двумерных стационарных уравнений

2 0u pu∆ − =  ( 0p ≥ ).
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In this paper, we consider internal and external initial Dirichlet problems for the heat equation
(IDPHEs) ∂t u = a2∆2u – p u (

1 1 2 2

2 2
2 x x x x∆ ≡ ∂ + ∂ ; a, p>0 are constant) in an open two-dimensional

spatial domain Ω at a zero initial condition. A fully justified collocation boundary element method
is proposed, which makes it possible to obtain uniformly convergent in the space-time domain

TIΩ ×  approximate solutions of these IDPHEs. The solutions are found in the form of the
double-layer potential (DLP) with an unknown density function determined from boundary
integral equation of the second kind.

To ensure the uniform convergence of the approximation of the DLP operator, an integration
on arc-length s is carried out in two ways. If the distance r from the point ∈Ωx  at which the
DLP is calculated to the integration point ′∈∂Ωx  does not exceed approximately one third of the
radius of the Lyapunov circle RL, then we use exact integration with respect to a certain
component ρ of the distance r: ρ≡(r2−d2)½ (d is the distance from the point ∈Ωx  to the boundary
∂Ω of the domain Ω). Namely, the integral over s is represented here as a sum of two integrals
with respect to ρ in each of which we take its own weight function of the variable ρ generated by
the fundamental solution of the heat equation. The rest parts of the integrands are approximated
using quadratic interpolation with respect to ρ, and thereafter integration with respect to ρ is
performed exactly for any analytically defined boundary ∂Ω. The integrals with respect to s for r>
RL/3 are calculated using Gaussian quadratures with γ points.

To approximate the density function and the time C0-semigroup, we here use piecewise
quadratic interpolation. Under the conditions 2C γ+1∂Ω ∈  and γ≥2, it is proved that the
approximate solutions converge to an exact one with a cubic velocity uniformly in the domain

TIΩ × . It is also proved that the approximate solutions are stable to perturbations of the boundary

function uniformly in the domain TIΩ × . For the simpler case of piecewise constant
interpolation, it is proved that using a series of quadrature formulas for calculating the integral of
s on the boundary element nearest to the point ∈Ωx  leads to a violation of convergence uniform
over d near the boundary ∂Ω. The results of computational experiments on the solution of the
IDPHEs in a circular spatial domain are presented. These results show that the use of exact
integration over ρ ensures uniform convergence, which is close to cubic, whereas the use of Gauss
quadrature formulas or Newton–Cotes formulas instead of it results in a significant reduction in
the convergence rate near the boundary ∂Ω.
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