
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА

2020 Математика и механика № 65

УДК 539.3
DOI 10.17223/19988621/65/7

М.А. Кальмова, О.В. Ратманова

АНАЛИЗ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ С БАЛКОЙ,
СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ МОДЕЛИ КЕЛЬВИНА

Рассматривается задача о влиянии движущегося диска на продольные коле-
бания балки, соответствующей модели Кельвина. Построено интегродиффе-
ренциальное уравнение движения диска, в котором активная движущая сила
и импульсы являются силовыми факторами. Применяя метод разделения пе-
ременных и рассматривая материальные параметры балки, решения образо-
ванной системы интегродифференциальных уравнений были найдены при
помощи интегрального преобразования Лапласа. На основании численного
моделирования установлено, что имеет место автоколебательный режим
движения балки.
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Современная техника и технология предъявляют высокие требования к реоло-
гической модели твёрдого тела. Необходимо, чтобы модель реально отражала по-
ведение тела при статическом и динамическом нагружениях. В связи с этим в
практику расчёта конструкций и технологических процессов всё чаще внедряются
математические модели, такие, как модель Максвелла, физическая модель вязко-
пластичного тела, модель Фойгта, Бернулли, которые учитывают свойства конст-
рукционных материалов. Во многом этому способствует бурное развитие вычис-
лительной техники и вычислительной математики, которые позволяют доводить
решение сложных нелинейных динамических задач до конечного численного ре-
зультата [1−8].

Постановка задачи

Проведем анализ влияния силового взаимодействия движущегося однородного
диска по балке, наделенной реологическими свойствами в соответствие с
моделью Кельвина [9−13].
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Рис. 1.Система однородного диска и балки
Fig. 1. Uniform disk and beam system
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Напряженно-деформируемое состояние балки в интегральном релаксационном
виде выражается равенством
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где ( )tℜ − τ  – ядро релаксации силы; 1E  – длительный модуль упругости на рас-
тяжение; ( , )x tε  – относительное удлинение; ( )Н t  – активная сила.

Интегродифференциальное уравнение запишем в следующем виде:
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Здесь δ  – функция Дирака, а также зададимся начальными и граничными усло-
виями, описывающими продольные колебания консольной балки в случае жест-
кого закрепления левого конца балки:
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Решение интегродифференциального уравнения (2) с начальными и гранич-
ными условиями найдем в виде суммы двух функций ( , ) ( , ) ( , )u x t v x t w x t= + .

Функция ( , )v x t  удовлетворяет однородному уравнению, соответствующему
уравнению (2) и заданным граничным и начальным условиям, а функция ( , )w x t
должна удовлетворять неоднородному уравнению (2).

Найдем решение однородного уравнения.
Применяя метод Фурье к соответствующему уравнению (2) приходим к сле-

дующим выражениям:
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Уравнение (5) имеет решение
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Учитывая специфику закрепления концов балки, находим
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Корни этого уравнения
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Для решения интегродифференциального уравнения (6) применим интеграль-
ное преобразование Лапласса
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Учитывая, что
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Здесь (0)T  – начальная координата, (0)T� - начальная скорость. Для численного
анализа принято (0) 3 , (0) 0T s T= =� . Для нахождения оригинала используем вто-
рую теорему разложения, предварительно, определив корни знаменателя
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Общим решением однородного уравнения (6) будет функция

31 2 31 2

1 2 3
( ) p tp t p t uu u

T t e e e
v v v

= + +
� � �

. (11)

Окончательное решение однородного уравнения, соответствующее уравне-
нию, определяющему свободные колебания балки (2), представим в виде ряда
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Найдем решение функции ( , )w x t .
Функцию будем разыскивать в виде ряда по собственным функциям
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Заменяя функцию ( , )w x t  рядом (13), запишем уравнение (2) в виде
2 2

2
1 0

(2 1) (2 1)( ) ( ) ( ) ( ) sin ( , ),
22

t

k к к
k

k k xt t t d G x t
ll

∞

=

⎡ ⎤+ π + π
γ + γ − ℜ − τ γ τ τ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∫�� (14)

где
1

(2 1)( , ) ( )sin
2k

k

k xG x t q t
l

∞

=

+ π
= ∑ ; (15)

0

2 (2 1)( ) ( , )sin .
2

l

k
k xq t G x t dx

l l
+ π

= ∫ (16)

Приравнивая в разложениях (15) и (16) коэффициенты при собственных функ-
циях, получим уравнение для функции ( )к tγ с нулевыми начальными условия-
ми (0) 0, (0) 0к кγ = γ =� :
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Решение интегродифференциального уравнения (16) будем находить с приме-
нением преобразования Лапласа. Составим изображающее уравнение:
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Лапласова трансформанта уравнения (18) принимает вид
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Начальную функцию найдем, применяя вторую теорему разложения:
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Заключение

Проведя численный анализ, можно считать, что имеет место автоколебатель-
ный режим движения балки, источником которого являются периодические им-
пульсы, порождаемые дельта-функцией и воспринимаемые вязкоупругим мате-
риалом балки.
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Various formulations of the problem of a disk rolling on a plane have been studied by
different researchers. In this paper, the effect of longitudinal oscillations of a beam, caused by the
circular motion of a solid disk along the beam, on the mode of the disk motion is analyzed. Two
versions of properties of a beam material are considered: an elastic beam and a viscoelastic beam
corresponding to the Kelvin rheological model with relaxation and creep properties. The Fourier
method is used as a method of separation of variables in the problem solving. When testing the
beam and assuming its hereditary deformation, the rheological response force is introduced,
which depends on longitudinal strains and their rate. The obtained result is presented as functions
of time, which are adaptable for numerical integration. It is shown that beam oscillations arise
from the disk motion and can be considered as self-oscillations.
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