
203 

Вестник Томского государственного университета. 2020. № 454. С. 203–208. DOI: 10.17223/15617793/454/24 

 
УДК 37.013.75 
 

Н.И. Попов, Е.Н. Шустова 
 

КЛЮЧЕВЫЕ ЗАДАНИЯ КАК СРЕДСТВО ПОВЫШЕНИЯ УРОВНЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗНАНИЙ ШКОЛЬНИКОВ 
ПРИ ИЗУЧЕНИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Описан диагностико-технологический подход для выделения ключевых заданий систем математических задач 
и упражнений. Выявление ключевых примеров основано на определении тесноты связей между заданиями контрольной 
работы. Анализ результатов проведенного педагогического эксперимента подтвердил эффективность использования опи-
сываемого метода для повышения уровня математических знаний учащихся физико-математического лицея по теме «При-
менение производной для исследования функций». 
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Федеральный государственный образовательный 
стандарт основного общего образования устанавлива-
ет три вида требований к результатам освоения обу-
чающимися основной образовательной программы – 
личностные, метапредметные и предметные. Мета-
предметные цели предполагают формирование уме-
ний учащихся использовать и преобразовывать схемы 
и модели для решения различных познавательных и 
учебных задач [1]. Функциональная содержательная 
линия школьного курса математики лежит в основе 
формирования значимых умений и навыков: модели-
рование реальных процессов и явлений, их исследо-
вание и анализ. Следовательно, изучение функций, их 
свойств и различных приложений для решения при-
кладных задач являются важной составляющей не 
только математического образования школьников в 
целом, но и личностного развития обучаемых. 

Научные труды многих авторов, например [2–7], 
посвящены различным аспектам изучения функцио-
нальных зависимостей в математике. Большинство 
исследователей сходятся во мнении, что их усвоение 
вызывает трудности у обучаемых. Для разрешения 
возникающих проблем преподавателями активно 
внедряются современные методы развивающего обу-
чения и информационно-коммуникационные техноло-
гии [8, 9]. Одним из эффективных средств повышения 
уровня математических знаний школьников и студен-
тов является диагностико-технологический подход 
для выделения ключевых заданий систем математиче-
ских задач (см., например, [10, 11]). Указанный метод 
позволяет повысить качество знаний учащихся и при 
этом существенно сэкономить затрачиваемое учебное 
время. 

В 7–9-х классах общеобразовательной школы в 
рамках учебного процесса изучаются общее понятие 
функции, способы её задания, графики функций, вво-
дится соответствующая символика, определяются 
свойства функций – как общефункциональные, так и 
свойства конкретно заданной функции. При этом в 
образовательном процессе применяются наглядно-
геометрические (с использованием графиков) и ана-
литические (с применением формул) методы. В стар-
шей школе к обычным средствам исследования функ-
ций добавляется аппарат математического анализа [3, 
7]. Несмотря на трудности, возникающие при введе-

нии предела и производной функции в школе, исполь-
зование указанных понятий значительно упрощает 
изучение свойств различных функций.  

В настоящее время в России проблеме математи-
ческого образования уделяется повышенное внима-
ние. Тем не менее многие школьные учителя и пре-
подаватели вузов отмечают низкий уровень знаний 
школьников и студентов [12]. В процессе экспери-
ментальной работы с будущими учителями матема-
тики в ФГБОУ ВО «Сыктывкарский государствен-
ный университет имени Питирима Сорокина» (СГУ), 
мы пришли к выводу, что знания студентов по теме 
«Элементарные функции» зачастую носят формаль-
ный характер и не систематизированы. Аналогичные 
проблемы были выявлены у учащихся 10-го класса 
естественно-научного профиля ГОУ «Физико-
математический лицей-интернат» Республики Коми 
(ФМЛИ) [13]. 

Для повышения математических знаний студентов 
и уровня предметной подготовки будущих учителей в 
СГУ использовалась авторская методическая система 
обучения по дисциплине «Элементарные функции в 
школьном курсе математики», предполагающая ис-
пользование комплексного дидактического подхода. 
Для этого были разработаны учебно-методическое 
пособие, электронный курс по предмету, система 
компьютерных тестов и кейсов для организации заня-
тий [4, 13]. Некоторые составляющие учебно-
методического комплекса, предложенного одним из 
авторов статьи, были успешно внедрены в образова-
тельный процесс ФМЛИ г. Сыктывкар. 

Использование элементов математического анали-
за для исследования свойств функций в образователь-
ном процессе 10-х класса ФМЛИ предусмотрено во 
втором учебном полугодии. В классах естественно-
научного профиля школьники обучаются по про-
грамме математики базового уровня с дополнитель-
ными занятиями в рамках практикума по решению 
задач. В 2017/18 учебном году с учащимися 10 «В» 
класса ФМЛИ после изучения темы «Применение 
производной для исследования функций» была про-
ведена контрольная работа, один из вариантов кото-
рой приведён ниже (рис. 1). После анализа результа-
тов оказалось, что средний балл учащихся составил 
3,10 по пятибалльной шкале оценок. В дальнейшем 
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авторы проводили специальные исследования. Для 
выделения ключевых заданий контрольной работы 
была определена теснота связей между задачами с 
помощью t-критерия Стьюдента [10, 14]. В табл. 1 
приведена матрица эмпирических значений t-критерия, 
вычисленных с использованием MS Excel. Поскольку 
указанная матрица является симметричной относи-
тельно главной диагонали, то табл. 1 заполнена ее 

элементами лишь наполовину. При этом полученные 
значения, большие чем 1,96, обеспечивающие при 
исследовании достоверность результата на уровне 
95%, выделены серой «заливкой» и выражают тесные 
связи между задачами. Следует отметить, что элемен-
ты матрицы (см. табл. 1) использованы для построе-
ния специальной круговой диаграммы сильных связей 
между заданиями проверочной работы (рис. 2). 

 
Контрольная работа № 6 

Вариант 1 
 

Задания 1, 2: исследуйте функцию по предложенной схеме и постройте её график. 
1) у = 1,5х4 + 8х3 + 12х2; 2) у = (3 – х2)/(х + 2). 
Схема исследования: 
а) найдите область определения функции и исследуйте её чётность / нечётность; 
б) найдите точки пересечения графика функции с координатными осями; 
в) найдите асимптоты графика функции (вертикальные, горизонтальные, наклонные); 
г) исследуйте функцию на монотонность и найдите точки экстремума; 
д) исследуйте функцию на выпуклость / вогнутость и найдите точки перегиба; 
е) вычислите дополнительные значения функции, постройте график и найдите область значений функции. 
Задание 3: а) составьте математическую модель предложенной задачи; 
б) решите задачу с использованием производной функции. 
Задача. Необходимо изготовить открытый бак в форме прямоугольного параллелепипеда ёмкостью 486 м3. Каковы 
должны быть размеры бака, чтобы на его изготовление ушло наименьшее количество материала, если стороны его 
основания соотносятся как 1:3? 

 

Рис. 1. Вариант контрольной работы по теме «Применение производной для исследования функций» 
 

Т а б л и ц а  1 
Значения t-критерия Стьюдента 

 

 1а 1б 1в 1г 1д 1е 2а 2б 2в 2г 2д 2е 3а 3б 
1а  1,31 1,31 3,80 0,00 3,80 5,05 1,26 3,80 0,00 4,04 7,81 10,11 11,45 
1б   1,67 3,14 0,63 2,18 3,11 0,62 3,14 0,32 3,11 4,15 5,05 5,30 
1в    0,59 2,97 0,29 0,59 2,94 0,29 2,94 1,50 0,66 2,38 2,50 
1г     1,22 1,38 4,58 0,61 1,47 0,61 1,48 4,18 4,13 4,12 
1д      0,59 1,18 4,60 0,61 1,51 0,64 1,31 2,24 3,13 
1е       1,53 2,76 0,24 3,71 0,24 2,35 0,63 1,48 
2а        1,55 2,26 0,53 0,44 3,20 4,11 5,12 
2б         3,30 4,68 2,04 1,15 2,11 3,04 
2в          0,80 1,11 2,21 4,75 4,73 
2г           0,53 2,26 2,27 3,19 
2д            1,39 0,41 0,53 
2е             0,62 0,63 
3а              7,61 
3б               

 

 
 

Рис. 2. Диаграмма сильных связей между заданиями контрольной работы 
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Построение и тщательный анализ диаграммы силь-
ных связей – важные звенья педагогического экспери-
мента; пренебрежение такой работой в силу её трудоем-
кости может приводить к ошибочным результатам [14]. 
На рис. 2 сильные связи между заданиями изображены 
сплошными линиями. Упражнения, имеющие наиболь-
шее количество сильных связей (7 и более), выделены 
серыми кружочками. Кружочки с пунктирными грани-
цами соответствуют таким заданиям, при выполнении 
которых средний балл учащихся составил 4 и более (вы-
сокий уровень знаний). Ключевыми задачами приведен-
ной контрольной работы являются упражнения, имею-
щие наибольшее число сильных связей и при этом не-
высокий средний балл при их выполнении [10, 11]. В 
нашем случае (см. рис. 2) это задачи 2а, 2в, 2е, 3а, 3б. 

При анализе круговой диаграммы особое внимание 
следует обратить на примеры, имеющие наибольшее 
число связей с другими упражнениями и заданиями 
проверочной работы и низкий средний балл при вы-
полнении учащимися. Такие задачи в определенном 
смысле являются «резервными»: если при проведении 
консультации или повторении учебного материала им 
уделить специальное внимание, то это, как показали 
многочисленные эксперименты (см., например [10, 11, 
14]), позволит улучшить результаты выполнения не 
только выделенных заданий, но и тех задач, с которы-
ми они имеют сильные связи. Как следствие, повысит-
ся качество выполнения учащимися всей контрольной 
работы в целом. Поэтому задачи 2а, 2в, 2е, 3а, 3б  в 
указанном смысле можно назвать ключевыми (значи-
мыми) в проверочной работе, именно они определяют 
потенциальные резервы и, при добросовестной подго-
товке, дальнейший успех в повышении результатов 
учащихся по теме «Применение производной для ис-
следования функций».  

В целях проверки значимости выявленных ключевых 
упражнений контрольной работы для школьников была 
проведена специальная консультация; предварительно 
авторы выделили элементарные составляющие заданий 
(см. табл. 2) и составили структурно-логическую схему 
контрольной работы, представленную на рис. 3. На дан-
ной схеме каждому заданию сопоставлены элементар-
ные составляющие из табл. 2, стрелками соединены об-

щие компоненты упражнений, что позволяет выявить 
между ними внутрипредметные связи. 

Известно, что процесс решения конкретной матема-
тической задачи состоит из некоторой последовательно-
сти операций. При этом порядок выполнения действий 
зависит от алгоритма, разбивающего математическое 
задание пошагово на элементарные составляющие. Ука-
занное разбиение задач и упражнений на простейшие 
составляющие элементы при разработке контрольных и 
расчетных заданий, с одной стороны, позволяет учесть 
запланированные дидактические цели и обязательные 
требования рабочей программы, а с другой стороны, на 
промежуточных этапах образовательного процесса свое-
временно обнаруживать пробелы в знаниях обучаемых.  

Структурно-логическая схема позволяет выявить 
внутрипредметные связи между заданиями контрольной 
работы. Исследователи подчеркивают значимую роль 
внутрипредметных связей [11, 12], в частности, оказы-
вающих серьезное влияние на достижение развивающей 
и обучающей целей в учебном процессе и позволяющих 
сокращать временные затраты. В нашем случае нетрудно 
заметить (см. рис. 3), что в двух заданиях контрольной 
работы есть элементарная составляющая № 1 (область 
определения функции), а в четырёх – № 2 (тождествен-
ные преобразования выражений). Следовательно, при 
анализе ошибок учащихся преподавателю необходимо не 
только подробно решить задачи, аналогичные ключевым 
примерам, но и уделить особое внимание проблемным 
моментам. Ключевые задачи способствуют выявлению 
конкретных пробелов в знаниях школьников. Наличие 
относительно небольшого количества ключевых заданий 
позволяет провести важную педагогическую работу с 
минимальными временными затратами. 

Повторный срез знаний учащихся 10-го класса 
ФМЛИ, проведённый одним из авторов статьи после 
консультации, показал, что средний балл школьников 
вырос на 0,71 и составил 3,81 балла. На рис. 4 пред-
ставлена диаграмма средних баллов учащихся по 
каждому из предложенных заданий первой и второй 
контрольных работ. Следует отметить улучшение 
результатов фактически по всем задачам, кроме того, 
существенно увеличилось количество выполненных 
заданий со средним баллом 4 и выше. 

 

Т а б л и ц а  2 
Элементарные составляющие заданий контрольной работы 

 

№ п/п Элементарные составляющие Задания 
1 Область определения функции 1а, 1б, 1г, 1д, 1е, 2а, 2б, 2г, 2д, 2е 
2 Тождественные преобразования выражений 1а, 1б, 1г, 2а, 2в, 2г, 3а, 3б 
3 Чётность / нечётность функции 1а, 2а 
4 Вычисление значений выражений 1б, 1е, 2б, 2г, 2е 
5 Решение квадратных уравнений 1б, 1г, 1д, 2б, 2г 
6 Вычисление предела функции на бесконечности 1в, 2в 
7 Асимптоты функции 1в, 2в 

8 
Нахождение производной по таблице производных элементарных функций и прави-
лам дифференцирования 

1г, 1д, 2г, 2д, 3б 

9 Исследование монотонности функции с помощью производной 1г, 2г, 3б 
10 Точки экстремума функции 1г, 2г, 3б 
11 Исследование выпуклости функции с помощью производной второго порядка 1д, 2д 
12 Точки перегиба функции 1д, 2д 
13 Построение графика по точкам и свойствам функции 1е, 2е 
14 Вычисление предела функции в точке 2в 
15 Нахождение производной сложной функции 2д 

16 
Использование формул для нахождения объёма и площади поверхности прямоуголь-
ного параллелепипеда 

3а 

17 Составление математической модели задачи 3а 
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Рис. 3. Структурно-логическая схема контрольной работы 
 

 
 

Рис. 4. Диаграмма средних баллов по выполненным заданиям контрольных работ 
 

Для оценки значимости различий между результа-
тами контрольных работ школьников был использо-
ван t-критерий Стьюдента для связных выборок и вы-
двинута нулевая гипотеза о статистической незначи-
мости различий в средних баллах выполненных зада-

ний контрольных срезов. По результатам исследова-
ния получено эмпирическое значение tэмп = 2,77, а 
также критическое значение для уровня значимости 
α = 0,05, равное tкр = 2,09, при этом оказалось, что 
tэмп > tкр. Следовательно, выдвинутая нулевая гипотеза 
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отвергается и принимается альтернативная гипотеза о 
значимости различий в средних баллах учащихся. 
Таким образом, проведённое исследование подтвер-
дило, что выявление ключевых заданий и упражнений 
контрольных работ по алгебре позволяет при мини-
мальных временных затратах повысить уровень мате-
матических знаний и эффективность обучения 
школьников. 

При проведении педагогического эксперимента 
мы существенным образом опирались на диагности-
ко-технологический подход для выявления ключевых 
заданий в системах математических упражнений и 
задач. Экспериментальная работа в очередной раз 
подтвердила, что указанные задания имеют значимые 
связи с другими задачами различных проверочных 

работ и тестов, следовательно, ключевым примерам и 
задачам необходимо уделять пристальное внимание в 
педагогической работе с учащимися. Следует также 
отметить, что специальные круговые диаграммы 
сильных связей между примерами и задачами позво-
ляют наглядно проиллюстрировать: именно на какие 
конкретные задания педагог-предметник должен об-
ратить особое внимание на математических консуль-
тациях и при повторении изученного материала с 
обучаемыми. Полагаем, что предложенный диагно-
стико-технологический подход, реализованный при 
обучении математике школьников и студентов, в сво-
ей педагогической деятельности могут успешно ис-
пользовать, в частности, преподаватели химии и фи-
зики в вузе и общеобразовательной школе. 
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The article presents the results of a pedagogical experiment on the study of the effectiveness of a diagnostic and technological 

approach for identifying key tasks of mathematical problem systems. The authors focus on the functional substantive line of studying 
mathematics–one of the main lines in the school course, since it helps to achieve not only subject but also meta-subject learning 
goals, as well as to develop schoolchildren’s personalities. The authors note that many professors of schools and higher education 
institutions draw attention to schoolchildren’s insufficient knowledge on the topic “Elementary Functions”. Undoubtedly, modern 
professors must master information and communication technologies, innovative methods of developmental teaching so as to over-
come this drawback. The aim of this research was to test the effectiveness of the above-mentioned authorial approach in order to 
advance the knowledge of Grade 10 schoolchildren on the topic “Applying Derivatives to Analyze Functions”. After studying the 
topic, the schoolchildren had a test on it. The performance was graded on a scale from 1 to 5. The average score was 3.10. The tight-
ness of links between the exercises of the system of mathematical problems was determined using the t-criterion, and five key tasks 
out of the fourteen proposed were singled out. The key tasks determine the successfulness of schoolchildren’s learning; practicing 
various skills of solving key tasks significantly improves the results of solving other tasks of the test. An important component of the 
proposed approach is working out a logical structural scheme of elementary components of mathematical problems, which makes it 
possible to identify problematic issues common to all schoolchildren. In order to verify the importance of key tasks and to increase 
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the level of schoolchildren’s mathematical knowledge, a special tutorial on solving the singled-out key tasks was organized; it pre-
ceded the second test. As a result, in the second test, the schoolchildren’s average score increased and reached 3.81. The use of the 
Student’s criterion in the analysis of the results made it possible to draw the conclusion about the statistical significance of the differ-
ences in the average scores on the tasks of the test. The conducted pedagogical experiment showed the effectiveness of the suggested 
diagnostic and technological approach. Thus, the identification of key tasks and exercises in tests on algebra does not appear very 
time-consuming and makes it possible to significantly increase schoolchildren’s mathematical knowledge. 
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