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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ  

С ОТСРОЧЕННЫМИ ОБРАТНЫМИ СВЯЗЯМИ 

 
Изучаются модели многоканальных систем массового обслуживания с отсроченными обратными связями. 

Вызов принимается для обслуживания, если в момент его поступления имеется хотя бы один свободный  

канал, иначе он, согласно схеме Бернулли, либо получает отказ, либо уходит в орбиту для повторения своего 

запроса после некоторого промежутка времени. После завершения обслуживания каждый вызов, согласно 

схеме Бернулли, либо окончательно покидает систему, либо уходит в орбиту. Поступающий с орбиты вызов 

принимается для обслуживания, если в этот момент имеется свободный канал, иначе он, согласно схеме Бер-

нулли, либо покидает орбиту, либо остается в ней. Изучаются модели с конечным и бесконечным размером 

орбиты. Разработаны точный и приближенный методы расчета вероятностей состояний системы и ее харак-

теристик. Даны результаты численных экспериментов. 
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Модели систем массового обслуживания (СМО) с обратными связями [1, 2] адекватно описы-

вают процессы передачи информации в телекоммуникационных сетях. Это объясняется тем, что в 

этих сетях ошибочно переданные данные (пакеты, кадры и т.д.) требуют повторной передачи. При 

этом в зависимости от принятого протокола эти данные могут быть повторно переданы либо мгно-

венно, либо с некоторой задержкой. В первом случае потребуется использовать модели СМО с мгно-

венной обратной связью [3–14], а во втором – СМО с отсроченной обратной связью [15–22].  

Анализ указанных работ показал, что для стационарного распределения вероятностей состоя-

ний СМО с обратными связями не удается получить простые расчетные формулы даже для моделей 

систем с числом каналов больше двух. Поэтому разработка эффективных методов для численного 

анализа многоканальных СМО с обратными связями является актуальной проблемой.  

В данной работе предлагаются точный и приближенный методы анализа характеристик модели 

многоканальной СМО с отсроченной обратной связью. Подобная модель ранее была изучена в [22], 

где предполагалось, что если в момент поступления первичного вызова (т.е. вызова, который посту-

пает извне) все каналы системы заняты, то он теряется с вероятностью, равной единице. В настоящей 

работе предполагается, что в этих случаях такие вызовы, согласно схеме Бернулли, либо отправляют-

ся в орбиту для повторения своего запроса для обслуживания, либо теряются. Кроме того, здесь же 

корректируются технические ошибки, допущенные в работе [22].  

 
1. Описание модели системы и постановка задачи 

 
На вход многоканальной системы, которая содержит , 1 ,N N   идентичных каналов, по-

ступает пуассоновский поток вызовов с интенсивностью  . Эти вызовы называются первичными  

вызовами (p-вызовы). Если в момент поступления p-вызова имеется хотя бы один свободный канал, 
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то он принимается в систему, и немедленно начинается процесс его обслуживания; иначе, т.е. если  

в этот момент все каналы системы заняты, поступивший p-вызов, согласно схеме Бернулли, либо  

с вероятностью    ,0 1,r r     уходит в орбиту для повторения обслуживания через некоторое 

случайное время, либо с дополнительной вероятностью  1 r  покидает систему, где r  – текущее 

число вызовов в орбите (рис. 1).          

Времена обработки p-вызовов являются независимыми и одинаково распределенными случай-

ными величинами, которые имеют показательную функцию распределения со средним 1 . После 

завершения обслуживания p-вызов, согласно схеме Бернулли, либо с вероятностью  n  уходит в 

орбиту для повторения обслуживания через случайное время, либо с дополнительной вероятностью 

 1 n  вызов уходит из системы. Здесь параметр n указывает число занятых каналов непосред-

ственно перед моментом завершения обслуживания данного вызова, 1,2,..., .n N  Считается, что 

  0n   для всех , 1,2,..., .n n N   

 

Рис. 1. Структурная схема системы 

Fig. 1. The structural diagram of the system 

Вызовы, которые требуют повторного обслуживания, и вызовы, которые не смогли получить 

доступ в канал в момент поступления, организуют общую орбиту повторных вызовов (r-вызовы)  

с максимальным размером , 0 .R R   В случае R    вызов принимается в орбиту, если в момент 

его поступления общее число повторных вызовов в орбите меньше, чем R , иначе он покидает систе-

му с вероятностью, равной единице. Орбита генерирует запросы для обслуживания через случайные 

моменты времени, которые подчиняются показательному закону распределения со средним  
1

r


 , 

где параметр r указывает текущее число r-вызовов в орбите. Считается, что r-вызовы и p-вызовы яв-

ляются идентичными по длительности их обслуживания. Считается, что если в момент поступления 

r-вызова все каналы системы заняты, то он, согласно схеме Бернулли, с вероятностью 

   ,0 1,r r     покидает систему или с дополнительной вероятностью  1 r  остается в орбите, 

где r – текущее число r-вызовов в орбите, 1,2,..., .r R   

Проблема состоит в определении стационарного распределения состояний данной системы и ее 

характеристик, при этом характеристиками данной системы являются вероятности потерь первичных 

( )pPB  и повторных ( )rPB  вызовов, среднее число занятых каналов ( ),avN  и среднее число повтор-

ных вызовов в орбите 0( )L .  
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2. Точный метод расчета характеристик системы 

 
Сначала рассмотрим модель системы с ограниченным размером орбиты. В этом случае состоя-

ние этой системы в произвольный момент времени определяется двумерным вектором ),( rn , где 

, 0,1,..., ,n n N  означает суммарное число вызовов (первичных и повторных) в каналах, а 

, 0,1,..., ,r r R указывает на число повторных вызовов в орбите. Тогда изучаемая система описывает-

ся двумерной цепью Маркова (Two Dimensional Markov Chain, 2D MC), где ее пространство состоя-

ний (ПС) задается так: 

   , : 0,1,..., ; 0,1,..., .E n r n N r R    (1) 

Интенсивность перехода из состояния 1 1( , )n r E  в состояние 2 2( , )n r E  обозначается через 

1 1 2 2(( , ), ( , ))q n r n r . Совокупность этих величин составляет производящую матрицу (ПМ) данной  

2D MC. Исходя из описания работы системы заключаем, что положительные элементы ПМ опреде-

ляются следующим образом (см. рис. 1). 

Случай 10 1:n N     

     

   
     

      

   
   

2 2 1 1

1 1 1 2 2 1 1

1 1 1 2 2 1 11 1 2 2

1 1 2 2 1 1

2 2 1 1

, , 1, ,

, , , 1, 1 ,

1 , , , 1, ,, , ,

, , , 1, ,

, , 1, 1 .

n r n r

n n r R n r n r

n n r R n r n rq n r n r

n r R n r n r

r n r n r

  


    
      
    
    

 (2) 

Случай 1 :n N                   

     

     
     

      

   
     

1 1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 11 2 2

1 2 2

1 1 2 2 1

, если , , , 1 ,

, если , , 1, 1 ,

1 , если , , 1, ,, , ,

, если , , 1, ,

, если , , 1 .

r r R n r N r

N N r R n r N r

N N r R n r N rq N r n r

N r R n r N R

r r n r N r

   


    
      
    
   

 (3)  

Данная 2D MC является неприводимой, так как ее состояния сообщаются друг с другом  

(рис. 2). Поэтому при любых положительных значениях нагрузочных параметров системы в ней су-

ществует стационарный режим.  

Пусть ),( rnp  обозначает стационарную вероятность состояния ( , ) .n r E  Эти вероятности 

удовлетворяют соответствующей системе уравнений равновесия (СУР), которая составляется на ос-

нове соотношений (2) и (3). Она имеет следующий вид. 

Случай  , ,n r r R : 

              , , 1 1, 1 0p n r I n N r n N n r r p n r I n                 

 
                

           

1 1 , 1 , 1 1 1 1,

1, 0 1 1 1, 1 0

r r p N r n N n n p n r I n N

p n r I n n n p n r I r

              

           
 (4) 

       1 , 1 1 , .r p n r I r R n N       

Случай  ,n R : 

 

              

           

     

, , 1, 0

1 1, 1 1 1, 1

1 , , .

p n R I n N n R I n N R R n N p n R I n

n p n R I n N n n p n R

R p N R n R

              

           

   

 (5) 
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Рис. 2. Граф переходов 

Fig. 2. Transition graph 

В уравнениях (4), (5) и далее приняты следующие обозначения: ( )I A  – индикаторная функция 

события A , ( , )i j  – символы Кронекера.  

Нормирующее условие записывается как 

  
 ,

, 1.
n r E

p n r


  (6)                              

Характеристики системы определяются как 

     
0

, 1 ;
R

p
r

PB p N r r


   (7) 

    
1

, ;
R

r
i

PB p N i i


   (8) 

  
1 0

, ;
N R

av
n r

N n p n r
 

   (9) 

  
1 0

, .
R N

o
r n

L r p n r
 

   (10) 

Описанный выше точный метод позволяет вычислить характеристики (7)–(10) для моделей 

умеренной размерности. С ростом размерности ПС (1) этот метод испытывает серьезные вычисли-

тельные трудности. Для их устранения используем метод приближенного расчета стационарного рас-

пределения 2D MC [22]. 
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3. Приближенный метод расчета характеристик системы 
 

Для корректного применения указанного метода предположим, что интенсивность первичных 

вызовов существенно превышает интенсивности повторных вызовов, т.е. принимается, что    .  

В силу указанного допущения получаем, что интенсивности переходов между состояниями внутри 

строк в диаграмме переходов модели намного превышают интенсивности переходов между ними  

(см. рис. 2). На основе этого факта в работе [22] используется следующее расщепление исходного ПС: 

 
0

, ,если ,
R

r r r
r

E E E E r r



     (11) 

где   , : 0,1,..., , 0,1,..., .rE n r E n N r R     Иными словами, осуществляется расслоение графа пере-

ходов по строкам (см. рис. 1). 

На основе расщепления (11) вводится следующая функция укрупнения: 

    , , , rU n r r n r E   , 

где r   является укрупненным состоянием, которое включает в себе все состояния из класса rE  и 

обозначается как  : 0,1,..., .r r R       

Согласно алгоритму приближенного расчета стационарного распределения 2D MC [22] нахо-

дим, что вероятности состояний исходной модели определяются следующим образом: 

      , ,rp n r n r  p    (12) 

где  r n  – вероятность состояния ( , )n r  внутри расщепленной модели с пространством состояний 

rE , а  rp    – вероятность укрупненного состояния .r       

Из схемы разбиения (11) видно, что все расщепленные модели представляют собой идентичные 

одномерные процессы размножения и гибели (One-Dimensional Birth Death Process, 1-D BDP), так как 

в классе состояний rE  вторая компонента является постоянной. Поэтому при изучении расщеплен-

ной модели с ПС rE  микросостояние  ,n r E  исходной модели может быть задано лишь одной 

компонентой , 0,1,...,n n N .   

Интенсивность перехода между состояниями n  и n  в расщепленных моделях с ПС rE  обо-

значается через  , , , 0,1,..., ,rq n n n n N n n    . Из (2) и (3) заключаем, что для всех расщепленных 

моделей с ПС , 0,1,..., 1,rE r R   при этом  эти величины определяются одинаковым образом как 

     
, если 1,

, 1 , если 1,

0 в остальных случаях.

r

n n

q n n n n n n

   


     



 (13) 

В расщепленной модели с ПС RE  эти величины определяются так: 

  
, если 1,

, , если 1,

0 в остальных случаях.
R

n n

q n n n n n

  


    



 (14) 

Из (13) заключаем, что вероятности состояний внутри расщепленных моделей с ПС 

, 0,1,..., 1,rE r R   не зависят от параметра r  и определяются следующим образом: 

  
  

 

1

0 , 1,2,..., ,

! 1

n

r rn

i

n n N

n i



   

 
 (15) 

где / ,     0r находится из условия нормировки, т.е.  
0

1.
N

r
n

n


    
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Замечание. Поскольку вероятности состояний  r n  не зависят от индекса при 0 1,r R    то 

ниже этот индекс для этих вероятностей иногда (когда это не приводит к недоразумению) опускается.   

Из (14) находим, что вероятности состояний внутри расщепленной модели с ПС RE  совпадают 

с вероятностями состояний классической модели Эрланга M/M/N/N с нагрузкой :  

  
0

, 0,1,..., .
! !

n iN

R
i

n n N
n i

 
    (16) 

Тогда с учетом (2), (3), (15) и (16) после определенных математических выкладок получаем 

  
 
 
1 2 1

1 2 1 1 2 1

, если 1,

, , если 1,

0 в остальных случаях,

r r r

q r r r r r r

  


       



 (17) 

где                  
1

, 1 1 .
N

r
n

r n n n r N r r N


                

Из (17) видно, что вероятности укрупненных состояний вычисляются как вероятности состоя-

ний 1-D BDP с переменными параметрами, т.е.  

  
 
 

 
1

11
0 , 1,..., ,

!

r

i

i
r r R

r i

 
p    p   


  (18) 

где  0p   находится из условия нормировки, т.е.  
0

1.
R

r

r


p      

Тогда с учетом соотношений (7)–(10), (12), (15), (16) и (18) после определенных математиче-

ских выкладок получим следующие приближенные формулы для расчета искомых характеристик си-

стемы: 

           
1

0

1 , ;
R

p B
i

PB N i i E v N R




   p    p    (19) 

            
1

1

, ;
R

r B
r

PB N r r E N R R




   p     p     (20) 

 

            

         

1 0 1 1

1

1

1 1 , ;

N R N N

av r R
n r n n

N

B
n

N n n r R n n R n n

R n n E N R

   



  p     p     p    

  p        p  

   


 (21) 

  
1

.
R

o
r

L r r


 p    (22) 

В (19)–(22) и далее  ,BE N  означает В-формулы Эрланга для системы M/M/N/N с нагрузкой 

 , т.е.    ,B RE N N   . Отметим, что при выводе формулы (21) учитывается, что множитель 

 
1

N

R
k

k k


  представляет собой среднее число занятых каналов в системе M/M/N/N с нагрузкой   erl, 

которое равно   1 ,BE v N  .    

Отметим, что когда вероятности  n ,  r  и  r  являются постоянными величинами, т.е. 

если  n    для всех 1,..., ,n N   r   и  r   для всех 1,..., ,r R  то полученные выше фор-

мулы упрощаются. Действительно, в этом случае вероятности состояний  r n  не зависят от индекса 

r  при 0 1r R    и совпадают с вероятностями состояний классической модели Эрланга M/M/N/N  

с нагрузкой  1    , т.е. эти вероятности определяются так: 
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  
0

, 0, 1,..., .
! !

n iN

i

n n N
n i

 
  

 
 (23) 

Вероятности состояний   , 0,1,..., ,R n n N  внутри расщепленной модели с ПС RE  вычисляют-

ся с помощью (16). Тогда с учетом (2), (3), (16) и (23) после определенных математических выкладок 

получаем, что в этом случае интенсивности переходов между укрупненными состояниями определя-

ются как 

    
1 2 1

1 2 1 1 1 2 1

, если 1,

, , если 1,

0 в остальных случаях,

r r

q r r r r r r

  


       



 (24) 

где  

    

 

1

1

1

2

1 , , ,

, если 1 1,

, если ,

B BE N E N

r R
r

r R

       

   
  

 

  

 

         1 21 1 , , 1 1 , .B BE N E N             

Из (24) заключаем, что в этом случае вероятности укрупненных состояний вычисляются так:      

  
 

 

1

1

1 1

1 2

1
0 , если 1 1,

!

1
0 , если ,

!
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r R
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  
  p      

  
p    

   
  p    

  

 (25) 

где  0p   находится из условия нормировки.  

В такой модели характеристика (10) вычисляется с помощью (22) с учетом формулы (25),  

а остальные характеристики (7)–(9) определяются из следующих простых формул: 

           1 1 , ;p BPB N R E v N R     p    p    (26) 

            1 0 , ;r BPB N R E N R    p    p     p    (27) 

           1 , 1 1 , .av B BN E N R E N R     p       p     (28) 

Важно отметить, что в случаях, когда указанные выше вероятности являются постоянными ве-

личинами, удается получить явные формулы и для расчета характеристик моделей с бесконечным 

размером орбиты (т.е. R   ). Заметим, что в отличие от модели с конечным размером орбиты, здесь 

вызовы, которые требуют повторного обслуживания, всегда принимаются в орбиту. Это означает, что 

все расщепленные модели с ПС , 0,1,...,rE r   являются идентичными, т.е. вероятности состояний 

внутри расщепленных моделей определяются из формулы (23). 

С учетом (23) из (17) получим, что в данной модели интенсивности переходов между состояни-

ями укрупненной модели определяются так: 

  
1 2 1

1 2 1 1 2 1

, если 1,

, , если 1,

0 в остальных случаях,

r r

q r r r r r

  


       



 (29) 

Из соотношений (29) видно, что вероятности укрупненных состояний определяются как веро-

ятности состояний модели Эрланга M/M/∞ с нагрузкой 1 1
      

   , 0,1,...
!

r

r e r
r


p      (30) 
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Таким образом, с учетом соотношений (7)–(10), (23) и (25) после определенных математиче-

ских выкладок получим следующие приближенные формулы для расчета искомых характеристик си-

стемы с бесконечным размером орбиты: 

    1 , ;p BPB E N     (31) 

   , 1 ;r BPB E N e     (32) 

   1 , ;av BN E N      (33) 

 .oL    (34) 

В отличие от системы с конечным размером орбиты, здесь вероятность потери первичных вы-

зовов и среднее число занятых каналов системы не зависят от интенсивности поступления повторных 

вызовов с орбиты (см. формулы (31) и (33)). Это объясняется тем, что согласно нашему допущению 

интенсивность поступления первичных вызовов существенно больше, чем интенсивность поступле-

ния повторных вызовов. Вместе с тем эти величины зависят от интенсивности ухода вызовов в орби-

ту, так как на них косвенно влияет число вызовов в орбите. Вероятность потери повторных вызовов и 

их среднее число в орбите зависят от всех структурных и нагрузочных параметров системы (см. фор-

мулы (32) и (34)).         

Выше мы рассматривали случай линейной интенсивности поступления повторных вызовов с 

орбиты, т.е. считали, что если суммарное число таких вызовов в орбите равно r, то интенсивность их 

поступления равна r . Вместе с тем можно исследовать и модель с постоянной интенсивностью по-

ступления повторных вызовов с орбиты, т.е. предположить, что лишь вызов, который стоит в очереди 

повторных вызовов, может генерировать запрос для обслуживания. В таком случае интенсивность 

поступления повторных вызовов с орбиты не зависит от числа вызовов в ней и всегда равна  .  

В этой модели элементы ПМ также определяются из формул (2) и (3), однако здесь в правой части 

данных формул в последних строках следует учитывать, что 1.r   При точном подходе соответству-

ющие замены должен быть учтены и в СУР (4)–(6). Аналогичные изменения необходимо учитывать и 

в полученных приближенных формулах в случае орбиты конечного размера. Однако в случае беско-

нечного размера орбиты требуется выполнение условия эргодичности модели, т.е. необходимо вы-

полнение условия 1  . Отметим, что выполнение последнего условия трудно проверить на практи-

ке. Вместе с тем можно показать, что если выполняется легко проверяемое условие 

 max ,
1

   


, то условие эргодичности 1   выполняется.  

В конце данного раздела отметим, что предложенные точный и приближенный методы могут 

быть применены и для изучения модели с нетерпеливыми r-вызовами в орбите, т.е. можно предполо-

жить, что допустимое время пребывания r-вызова в орбите является случайной величиной, которая 

имеет показательное распределение с параметром 0.   Иными словами, если время пребывания  

r-вызова превышает допустимое предельное значение, то он покидает орбиту с вероятностью, равной 

единице. Для этой модели элементы ПМ соответствующей двумерной цепи Маркова с ПС (1) опре-

деляются аналогично (2) и (3), но при этом следует учесть, что здесь появляются новые переходы из 

состояния типа  , , 0,n r r   в состояние  , 1n r   с интенсивностью r . Из-за ограниченности объема 

статьи эта модель здесь не рассматривается. 

 

4. Численные результаты 

 

Полученные формулы позволяют изучить поведение характеристик системы относительно из-

менения всех ее параметров. Из-за ограниченности объема статьи здесь предполагается, что парамет-

ры  , 1,2,..., ,r r R   имеют релейный характер изменения, т.е. они определяются так: 
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  
1, если ,

0, если ,

r K
r

r K


  


 (35) 

где , 1 ,K K R   является известной величиной. 

Соотношение (35) описывает схему, согласно которой повторные вызовы покидают орбиту,  

если в моменты их генерации все каналы системы оказываются занятыми и при этом число вызовов  

в орбите больше некоторой величины , 1K K R  . Этой схеме адекватно соответствует реальное 

поведение вызовов в СМО с обратной связью. 
Проведено большое количество вычислительных экспериментов для изучения зависимости ха-

рактеристик системы от порогового параметра K при различных комбинациях изменения исходных 

данных. Результаты этих экспериментов показаны на рис. 3, где постоянные исходные данные выби-

рались так: 10, 50, 30, 4, 0,3.N R          

 

Рис. 3. Зависимость характеристик системы от параметра K 

Fig. 3. Dependence of system characteristics on parameter K 

Рассмотрены четыре серии экспериментов для пары параметров  ,  : 

1)    , 120; 0,7 ;    

2)    , 120; 0,3 ;     

3)    , 40; 0,7 ;     

4)    , 40; 0,3 .    

a b 

c d 
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На графиках символ  соответствует первой серии,  – второй серии,  – третьей серии,  – чет-

вертой серии. Из графиков видно, что для выбранных исходных данных только вероятность потери 

повторных вызовов  rPB  существенно зависит от значения порогового параметра K (см. рис. 3, а),  

а остальные характеристики для трех серий экспериментов, кроме первой, являются почти постоян-

ными величинами. Во всех сериях экспериментов вероятность потери повторных вызовов является 

убывающей относительно порогового параметра K, что вполне логично, ибо увеличение параметра K 

приводит к уменьшению шансов вызовов с орбиты быть потерянными. При этом с ростом нагрузки 

системы    и вероятности возвращения вызовов в орбиту после окончания обслуживания    рас-

тет и вероятность потери повторных вызовов. Отметим, что при 0,3   для обеих нагрузок эта 

функция практически равна нулю для больших значений параметра K.    

Среднее число повторных вызовов в орбите  oL  зависит от значения порогового параметра K 

только в первой серии экспериментов и при этом лишь при его критических значениях, близких к 

максимально возможному значению R  (см. рис. 3, b). Для указанной серии экспериментов при кри-

тических значениях K орбита оказывается почти полной. Как и для функции rPB , здесь также с ро-

стом нагрузки системы    и вероятности возвращения вызовов в орбиту после окончания обслужи-

вания    растет и среднее число повторных вызовов в орбите. 

В первой серии экспериментов несколько неожиданным является поведение функции avN  от-

носительно параметра K (см. рис. 3, c). Так, при критических значениях параметра K она, хоть и  

с очень малой скоростью, начинает уменьшаться. Этот факт объясняется тем, что поскольку в этой 

серии экспериментов орбита оказывается почти полной (см. рис. 3, а), то при критических значени-

ях параметра K вызовы с орбиты теряются часто и потому получается малая интенсивность поступ-

ления с орбиты, иными словами, при критических значениях параметра K функция avN  начинает 

уменьшаться. Уменьшение значений функции pPB  (с очень малой скоростью) относительно пара-

метра K при его критических значениях (см. рис. 3, d) объясняется тем, что при этих значениях 

уменьшается и среднее число занятых каналов (т.е. функция avN ). Отметим, что с ростом нагрузки 

системы    и вероятности возвращения вызовов в  орбиту после окончания обслуживания    

растут обе функции – avN  и pPB .    

 

Заключение 

 

В работе изучаются математические модели многоканальных СМО с отсроченными обратными 

связями. Поступающие извне вызовы принимаются для обслуживания при наличии хотя бы одного 

свободного канала, иначе они, согласно схеме Бернулли, либо покидают систему, либо уходят в ор-

биту. После завершения обслуживания вызовы, согласно схеме Бернулли, либо покидают систему, 

либо уходят в орбиту и оттуда генерируют запросы в случайные моменты времени. Изучены модели 

с конечными и бесконечными размерами орбиты для пребывания повторных вызовов. Разработаны 

точный и приближенный методы расчета характеристик рассмотренных моделей и даны результаты 

численных экспериментов. 

В качестве направлений дальнейших исследований можно указать изучение моделей с корре-

лированными потоками, а также моделей с раздельными орбитами для первичных и повторных вызо-

вов. 
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We consider queuing system with , 1 ,N N    identical channels and Poisson input flow of primary calls (p-calls). If upon  

arrival of a p-call there is at least one free channel, then it accepted into the system and the service process immediately begins.  

Otherwise, i.e. if at this moment all the channels of the system are busy, then the incoming p-call, according to the Bernoulli scheme, 

either goes into orbit with probability    ,0 1,r r     to repeat service after some random time, or leaves the system with an 

complementary probability  1 r  , where r means the current number of calls in orbit. 

The p-call service times are independent and identically distributed random variables that have an exponential distribution func-

tion with a common mean. After completing the service, the p-call, according to the Bernoulli scheme, either with probability  n  
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join to orbit for repeat the service after a random time, or with an complementary probability  1 n   the call leaves the system. 

Here, the parameter n indicates the number of occupied channels immediately before the moment the service is completed for this 

call, 1,2,..., .n N  Calls that require repeated service and calls that were not able to access the channel at the time of arrival, organize 

a common orbit of repeated calls (r-calls) with a maximum size , 0 .R R    

In the case R   , the call is accepted into orbit, if at the time of its arrival the total number of repeated calls in the orbit is less 

than R. Otherwise, he/she leaves the system with a probability one. The orbit generates service requests at random times that obey the 

exponential distribution with a finite mean. It is assumed that r-calls and p-calls are identical in duration of their service time. 

Repeated calls are persistent, i.e. if upon arrival of the r-call all the channels of the system are busy, then, according to the  

Bernoulli scheme, he/she leave the system with probability    , 0 1,r r     or he/she remain in orbit with an complementary 

probability  1 r  , where r means the current number of r-calls in orbit, 1,2,..., .r R  

It is shown that the mathematical model of this system is a certain two-dimensional Markov chain. An algorithm for constructing 

the generating matrix of the constructed chain is developed. The paper proposes exact and approximate methods for calculating the 

steady-stationary probabilities of the constructed two-dimensional Markov chain. Formulas are obtained for calculating the characteris-

tics of the system - the probability of loss of primary and repeated calls, the average number of busy channels and the average num-

ber of repeated calls in orbit. The exact method is based on the application of the balance equation method for steady-state probabili-

ties, and it is effective for moderate-dimensional models. An approximate method for studying large-dimensional models, which is 

based on the principles of state space merging of the multidimensional Markov chains, is developed as well. The proposed approaches 

also allow us to investigate models with a constant intensity of retrial calls (i.e., a model in which only the r-call at the head of the 

queue of repeated calls can generate a request) and with impatient r-calls in orbit. Moreover, in cases where the indicated above 

probabilities are constant values, it is possible to obtain explicit formulas for calculating the characteristics of models with infinite 

orbit size. The results of numerical experiments are demonstrated and their analysis is given. 

 

Keywords: queuing system; delayed feedback; numerical analysis. 
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