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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРА РАВНОМЕРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДЛИТЕЛЬНОСТИ 

НЕПРОДЛЕВАЮЩЕГОСЯ МЕРТВОГО ВРЕМЕНИ В ОБОБЩЕННОМ АСИНХРОННОМ 

ПОТОКЕ СОБЫТИЙ В ОСОБОМ СЛУЧАЕ 

 
Рассматривается обобщенный асинхронный поток событий (обобщенный MMPP-поток), являющийся рас-

пространенной математической моделью потока элементарных частиц, информационных потоков заявок, 

функционирующих в телекоммуникационных и информационно-вычислительных сетях связи, и относящийся 

к классу дважды стохастических потоков событий. Функционирование потока рассматривается в условиях 

случайного непродлевающегося мертвого времени, распределенного по равномерному закону на отрезке [0, T*]. 

Рассматривается особый случай, когда на параметры потока накладываются ограничения: λ1 + α1 = λ2 + α2, p = 1. 

Производится оценивание параметра T* мертвого времени методом моментов. Приводятся результаты стати-

стических экспериментов. 

Ключевые слова: обобщенный асинхронный поток событий; непродлевающееся случайное мертвое время; 

оценка параметра; метод моментов. 

 
В связи с интенсивным развитием сетей связи модель простейшего потока событий перестала 

быть адекватной реальным информационным потокам. Требования практики послужили стимулом к 

рассмотрению дважды стохастических потоков [1–14] в качестве математической модели реальных 

потоков событий в телекоммуникационных сетях.  

Большинство авторов рассматривают математические модели потоков событий, когда события 

потока доступны наблюдению. В реальности же зарегистрированное событие создает период мертво-

го времени [15], в течение которого другие события потока становятся ненаблюдаемыми. При этом, 

чтобы оценить потери событий потока, необходимо оценить значение длительности мертвого време-

ни. Период ненаблюдаемости потока может продолжаться некоторое фиксированное время, а также 

может быть случайным. Задачи по оценке параметров и состояний потока событий в условиях мерт-

вого времени фиксированной длительности рассматривались в работах [16–23]. При этом в [16, 18, 

20–23] получены результаты для непродлевающегося мертвого времени, в [17, 19] – для продлеваю-

щегося.  

Достаточно открытым остается вопрос изучения потоков событий, когда мертвое время являет-

ся случайной величиной. Здесь отметим работу [24], в которой решается задача оценки параметров 

асинхронного потока событий в условиях случайного мертвого времени, работу [25], в которой реша-

ется задача оценки параметра распределения непродлевающегося случайного мертвого времени в 

пуассоновском потоке, и работу [26], в которой находятся формулы для начальных моментов общего 

периода ненаблюдаемости в пуассоновском потоке событий при продлевающемся случайном мерт-

вом времени.  

В настоящей статье рассматривается обобщенный асинхронный поток событий (обобщенный 

MMPP-поток) в условиях непродлевающегося случайного мертвого времени, распределенного по 

равномерному закону, когда на параметры потока накладываются ограничения: λ1 + α1 = λ2 + α2, p = 1 

(особый случай). Методом моментов находится оценка параметра равномерного распределения, при-

водятся результаты статистических экспериментов. 
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1. Постановка задачи 

 
Рассматривается обобщенный асинхронный дважды стохастический поток событий, сопровож-

дающий процесс которого есть кусочно-постоянный стационарный случайный процесс λ(t) с двумя 

состояниями λ1 и λ2 (λ1 > λ2 ≥0). В течение временного интервала, когда λ(t) = λi, имеет место пуассо-

новский поток событий с интенсивностью λi, i = 1, 2. Переход из первого состояния процесса λ(t) во 

второе (из второго в первое) может осуществляться в произвольный момент времени. При этом дли-

тельность пребывания процесса λ(t) в i-м состоянии распределена по экспоненциальному закону  

с параметром αi, i = 1, 2. При переходе процесса λ(t) из первого состояния во второе инициируется  

с вероятностью p (0 ≤ p ≤ 1) дополнительное событие во втором состоянии. Наоборот, при переходе 

процесса λ(t) из второго состояния в первое инициируется с вероятностью q (0 ≤ q ≤ 1) дополнитель-

ное событие в первом состоянии. В сделанных предположениях λ(t) – скрытый (принципиально нена-

блюдаемый) марковский процесс. После каждого зарегистрированного события в момент времени tk 

наступает период мертвого времени случайной длительности, и другие события исходного потока, 

наступившие в течение этого периода мертвого времени (периода ненаблюдаемости), недоступны 

наблюдению и не вызывают его продления (непродлевающееся мертвое время). Принимается, что 

случайная длительность мертвого времени распределена по равномерному закону с плотностью  

p(T) = 1/T*, 0 ≤ T ≤ T*. 

Рассматривается стационарный режим функционирования наблюдаемого потока. Необходимо в 

момент времени t на основании выборки t1, t2, …, tn наблюденных на полуинтервале (t0, t] моментов 

наступления событий оценить методом моментов параметр T*. В настоящей работе рассматривается 

особый случай, когда на параметры потока накладываются ограничения: λ1 + α1 = λ2 + α2, p = 1. 

Заметим, что задача оценки параметра T* методом моментов без указанных ограничений на па-

раметры потока решена в статье [27].  

 
2. ММ-оценка параметра T* 

 
Обозначим τk = tk+1 – tk, k = 1, 2, …, – значение длительности k-го интервала между соседними 

событиями наблюдаемого потока (τk ≥ 0). Плотность вероятности значений длительности k-го интер-

вала есть ( ) ( )T k Tp p    , τ ≥ 0, для любого k, т.е. момент наступления события есть τ = 0. В [20] по-

лучено выражение для плотности p(τ|T) в особом случае (λ1 + α1 = λ2 + α2, p = 1), когда длительность 

мертвого времени является детерминированной величиной:  

 ( | ) 0p T  , 0 T   ,   1 1( )( )
1 1 2 1 1 2( | ) (1 )[1 ( )( )] ( ) Tp T q T T e                 p , τ ≥ T; (1) 

  1 2( )
2 2 2 2( ) [ 0 | ] TT T e  p  p  p  p ,   1 2 1 2( ) ( )

2 12 20 | ( [1 ]) /(1 )T TT p e e     p   p    , 

2
1 2 1 2 1 1( ) /( )q          , 2 1 1 2/( )p      , 12 1 1 1/( )p      . 

Тогда плотность ( )Tp    примет вид (для упрощения индекс T* опустим): 
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Подставляя в (2) выражение (1), учитывая, что p(T) = 1/T*, находим 
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В точке τ = T* имеем: 1) 1 2( ) ( )p T p T  , 2) 1 2( ) ( )p T p T   , – т.е. плотность p(τ) в точке τ = T* 

непрерывна, но имеет излом. 

Подчеркнем, что обобщенный асинхронный поток событий, функционирующий в условиях не-

продлевающегося случайного времени, при λ1 + α1 = λ2 + α2, p = 1 является коррелированным пото-

ком. 

Получим оценку параметра T* методом моментов [28]. Математическое ожидание длительности 

τ интервала между соседними событиями наблюдаемого потока есть 

 
*

*

*
1 2

0 0
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T
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M T p d p d p d
 

              . (5) 

Подставляя в (5) выражения (3), (4), получаем 
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где ( )sJ  , *( )sJ T  определены в (4), 1,4s  . 

Оценка *T̂ находится численно из уравнения моментов *
1( | )M T Сτ , 11 1(1/ ) ( )n

k k kС n t t   ; 

значение C1 находится путем имитационного моделирования наблюдаемого потока. Можно показать, 

что * *( ( | ) / ) 0dM T dT τ , 0 ≤ T* < ∞. Последнее означает, что *( | )M Tτ – возрастающая функция пе-

ременной T*. Отсюда следует, что уравнение моментов имеет единственное решение. 

Особый случай λ1 + α1 = λ2 + α2, q =1 симметричен рассмотренному: нужно только в формуле 

для *( | )M Tτ  заменить q на p. Наконец, особый случай λ1 + α1 = λ2 + α2, p =q = 1 приводит к формуле 

*
1 1 1

ˆ 2[ 1/( )]T C     . 

 

3. Результаты статистических экспериментов  
 

С целью установления качества получаемых методом моментов оценок параметра T* поставле-

ны статистические эксперименты. 
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Первый статистический эксперимент (установление стационарного режима). Отдельный  

j-й эксперимент (j = 1, …, N) заключается в следующем: 

1) при заданных значениях параметра потока λi, i = 1, 2, α1, α2 = λ1 – λ2 + α1, p = 1, q, T*, Tm осу-

ществляется имитационное моделирование наблюдаемого потока; выходом имитационной модели  

в отдельном j-м эксперименте является последовательность значений τ1, τ2, …, τn;  

2) численно решается уравнение *
1( | )M T Сτ , т.е. находится оценка *ˆ

jT ;  

3) осуществляется повторение N раз шагов 1, 2.  

Результатом алгоритма является выборка ( * *
1
ˆ ˆ,..., NT T ), на основании которой вычисляются 

,   .
 

T* – известное из имитационной модели значение параметра. 

При проведении статистического эксперимента выбраны следующие параметры имитационной 

модели: λ1 = 3, λ2 = 2, α1 = 0,5, α2 = 1,5, p = 1, q = 0,5, T* = 1. В табл. 1 приведены результаты экспери-

мента (N = 100). 
Т а б л и ц а  1  

Первый статистический эксперимент при λ1 = 3, λ2 = 2, α1 = 0,5 α2 = 1,5, p = 1, q = 0,5, T* =1  

Tm 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1 000 

*ˆ ˆ( )M T  0,9966 1,0038 0,9997 0,9978 0,9978 0,9977 0,9993 0,9991 0,9992 0,9997 

*ˆ ˆ( )V T  0,0055 0,0025 0,0029 0,0013 0,0011 0,0011 0,0008 0,0007 0,0008 0,0004 
 

Второй статистический эксперимент (исследование влияния параметра T* на качество 
оценок). Второй статистический эксперимент организован аналогично первому и поставлен при  

фиксированном времени моделирования Tm = 500, которое соответствует (см. табл. 1) времени уста-

новления стационарного режима, и при тех же значениях параметров потока, что и первый статисти-

ческий эксперимент, за исключением значений T*. Сначала второй статистический эксперимент реа-

лизуется для T* = 1, затем для T* = 2, …, затем для T* = 5. В табл. 2 приведены результаты второго 

статистического эксперимента (N = 100, Tm = 500).  
Т а б л и ц а  2  

Результаты второго статистического эксперимента  

T* 1 2 3 4 5 

*ˆ ˆ( )M T  0,9950 2,0025 2,9825 3,9700 5,0143 

*ˆ ˆ( )V T  0,0153 0,0155 0,0348 0,0352 0,0576 
 

Анализ численных результатов показывает, что в смысле введенного критерия *ˆ ˆ( )V T  увеличе-

ние параметра T* отрицательно сказывается на качестве оценок *T̂ , что является вполне естествен-
ным: увеличение параметра T* приводит к увеличению числа потерянных событий исходного потока. 

 

Заключение 
 

По результатам проведенного исследования можно сделать следующие выводы:  

1) аналитически показано, что уравнение моментов имеет единственное решение;  

2) результаты имитационного моделирования показывают, что качество оценок в смысле вве-

денного критерия (выборочная вариация оценки *T̂ ) вполне удовлетворительное; при этом смещение 

оценок *T̂  относительно истинного значения параметра T*, как это видно из результатов второго ста-

тистического эксперимента, не превышает сотых долей. 
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We consider a generalized asynchronous flow of events (a generalized MMPP flow), which is a common mathematical model of 

a flow of elementary particles, information flows of applications operating in telecommunication and information-computer commu-

nication networks, and belongs to the class of doubly stochastic flows of events. The functioning of the flow is considered under the 

conditions of a random unextendable dead time distributed according to the uniform law on the interval [0, T*]. A special case is 

considered when restrictions are imposed on the flow parameters: λ1 + α1 = λ2 + α2, p = 1. The dead time parameter T* is estimated 

using the moment method. The results of statistical experiments are presented. 

The mathematical expectation of the duration τ of the interval between adjacent events of the observed flow is given by the formula 
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The estimate *T̂  is found numerically from the equation of moments *
1( | )M T Сτ , 11 1(1 / ) ( )n

k k kС n t t   ; the value C1 is 

found by simulating the observed flow. An analysis of the numerical results shows that, in the sense of the introduced criterion, an 

increase in the parameter T* negatively affects the quality of the estimates, which is quite natural: an increase in the parameter T* 

leads to an increase in the number of lost events in the initial stream. 

Based  on the results of the study, the following conclusions can be drawn: 1) it is analytically shown that the equation of mo-

ments has a unique solution; 2) the results of simulation modeling show that the quality of the estimates in the sense of the introduced 

criterion (sampling variance of the estimate *T̂ ) is quite satisfactory; in this case, the bias of the estimates relative to the true value of 

the parameter T* does not exceed hundredth values. 
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