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АКСИОМА Ф-ГОЛОМОРФНЫХ (2r+1)-ПЛОСКОСТЕЙ
ДЛЯ ОБОБЩЕННЫХ МНОГООБРАЗИЙ КЕНМОЦУ

Изучаются обобщенные многообразия Кенмоцу, удовлетворяющие аксиоме
Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей, получена полная классификация таких
многообразий. Приведено аналитическое выражение тензора Ф-голоморф-
ной секционной кривизны обобщенных многообразий Кенмоцу точечно по-
стоянной Ф-голоморфной секционной кривизны. Выделены два класса
обобщенных многообразий Кенмоцу, дана их локальная характеризация.

Ключевые слова: почти контактная метрическая структура, структура
Кенмоцу, обобщенное многообразие Кенмоцу, специальное обобщенное мно-
гообразие Кенмоцу, аксиома Ф-голоморфных плоскостей, Ф-голоморфное
многообразие, Ф-параконтактное многообразие.

Почти контактные метрические многообразия на протяжении длительного пе-
риода являются предметом активного исследования во всем мире. Особый инте-
рес представляет изучение почти контактных метрических многообразий, удовле-
творяющих аксиоме Ф-голоморфных (2r + 1)-плоскостей [1−9], а также исследо-
вание почти контактных метрических многообразий точечно постоянной
Ф-голоморфной секционной кривизны. Например, доказано, что выполнение ак-
сиомы Ф-голоморфных (2r + 1)-плоскостей для сасакиевых и косимплектических
многообразий равносильно точечному постоянству их Ф-голоморфной секцион-
ной кривизны [1, 2].

Интересным классом почти контактных метрических многообразий, изучению
геометрии которого посвящено большое число исследований, является класс мно-
гообразий Кенмоцу. Полученные результаты свидетельствуют о ключевой роли
этих многообразий в геометрии почти контактных метрических многообразий.
Значительно меньше информации имеется о многообразиях, являющихся обоб-
щениями многообразий Кенмоцу.

В данной работе исследуются обобщенные многообразия Кенмоцу, удовлетво-
ряющие аксиоме Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей. Также выделены для изуче-
ния два класса обобщенных многообразий Кенмоцу, мы называем их Ф-голо-
морфными и Ф-параконтактными обобщенными многообразиями Кенмоцу.

Основной целью работы является доказательство следующих теорем.
Теорема 1.4. Ф-голоморфные обобщенные многообразия Кенмоцу совпадают

с классом почти контактных метрических многообразий, получаемых из точней-
ше косимплектических многообразий каноническим конциркулярным преобразо-
ванием точнейше косимплектической структуры.
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Теорема 1.6. Ф-параконтактное обобщенное многообразие Кенмоцу является
специальным обобщенным многообразием Кенмоцу II рода.

Теорема 2.5. Односвязное обобщенное многообразие Кенмоцу удовлетворяет
аксиоме Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей тогда и только тогда, когда оно кано-
нически конциркулярно одному из следующих многообразий: 1) CPn×R; 2) Cn×R;
3) CHn×R, снабженных канонической косимплектической структурой.

Работа организована следующим образом. В первом пункте даются необходи-
мые сведения о геометрии почти контактных метрических многообразий, опреде-
ляются обобщенные многообразия Кенмоцу, для последних приводится полная
группа структурных уравнений. Для более подробных сведений мы отсылаем
читателя к работам [10−15]. Далее получено аналитическое выражение тензора
Ф-голоморфной секционной кривизны обобщенных многообразий Кенмоцу точеч-
но постоянной Ф-голоморфной секционной кривизны. Затем определяются под-
классы Ф-голоморфных и Ф-параконтактных обобщенных многообразий Кенмоцу
и исследуется их локальное строение. Во втором пункте изучается аксиома
Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей для обобщенных многообразий Кенмоцу и
рассматривается полная классификация односвязных обобщенных многообразий
Кенмоцу, удовлетворяющих аксиоме Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей.

1. Ф-голоморфные и Ф-параконтактные обобщенные
многообразия Кенмоцу

Пусть М – гладкое многообразие, размерности (2n+1), X(M) – C∞-модуль глад-
ких векторных полей на многообразии М. В дальнейшем все многообразия, тен-
зорные поля и т.п. объекты предполагаются гладкими класса C∞.

Определение 1.1 [6]. Почти контактной структурой на многообразии М
называется тройка (η, ξ, Ф) тензорных полей на этом многообразии, где η – диф-
ференциальная 1-форма, называемая контактной формой структуры, ξ – век-
торное поле, называемое характеристическим, Ф – эндоморфизм модуля X(M),
называемый структурным эндоморфизмом. При этом

1) η(ξ) = 1;    2) η◦Ф = 0;   3) Ф(ξ) = 0;   4) Ф2 = –id+η⊗ξ. (1.1)
Если, кроме того, на М фиксирована риманова структура ,g = ⋅ ⋅ , такая, что

( ) ( ), ,X Y X Y X YΦ Φ = − η η , , ( )X Y M∈X ,  (1.2)

то четверка ( ), , , ,gη ξ Φ = ⋅ ⋅  называется почти контактной метрической (ко-
роче, АС-) структурой [6].

Многообразие, на котором фиксирована почти контактная (метрическая)
структура, называется почти контактным (метрическим (короче, AC-)) много-
образием [6].

Кососимметричный тензор ( ), ,X Y X YΩ = Φ , , ( )X Y M∈X , называется фун-
даментальной формой АС-структуры [6].

Пусть М – AC-многообразие, размерности (2n+1), X(M) – C∞-модуль гладких
векторных полей на многообразии М.

В модуле X(M) внутренним образом определены два взаимно дополнительных
проектора m = η⊗ξ и l = id – m = –Ф2 [6]; таким образом, ( )M = ⊕X L M ,
где ( ) ( )Im ker= Φ = ηL  – контактное распределение или первое фундаментальное
распределение, dim 2n=L ; ( ) ( ) ( )Im kerm L= = Φ = ξM  – линейная оболочка
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структурного вектора или второе фундаментальное распределение, l и m – проек-
торы на подмодули L  и M  соответственно. Распределения L  и M  инвариантны
относительно Ф и взаимно ортогональны, 2 idΦ = −� , , ,X Y X YΦ Φ =� � ,

, ( )X Y M∈X , где Φ = Φ�
L , следовательно, { }| ,p pgΦ�

L
 – эрмитова структура на

пространстве pL| , здесь p∈M.
Комплексификация X(M)C модуля X(M) распадается в прямую сумму собст-

венных подпространств структурного эндоморфизма Ф, данные подпространства
отвечают собственным значениям 1− , 1− −  и 0 соответственно:

1 1 0( )CM D D D− − −
Φ Φ Φ= ⊕ ⊕X . Причем проекторами на слагаемые 1D −

Φ  и 1D− −
Φ

этой прямой суммы будут соответственно эндоморфизмы [6]:

( )21 1
2

lπ = σ = − Φ + − ΦD  и ( )21 1
2

lπ = σ = −Φ + − ΦD , где ( )1 1
2

idσ = − − Φ ,

( )1 1
2

idσ = + − Φ .

Отображения ( )1:p p p
D −

Φσ →L  и ( )1:p p p
D− −

Φσ →L  являются изоморфиз-

мом и антиизоморфизмом соответственно эрмитовых пространств. Поэтому к ка-
ждой точке p∈M2n+1 можно присоединить семейство реперов пространства Tp(M)C

вида ( )ˆ ˆ0 1 1, , ,..., , ,...,n np ε ε ε ε ε , где ( )2a p aeε = σ , ( )ˆ 2a p aeε = σ , 0 pε = ξ ; {ea} –

ортонормированный базис эрмитова пространства pL .Такой репер называется А-
репером [6]. Используемые здесь и далее индексы i, j, k… принимают значения от
0 до 2n, индексы a, b, c, d… – значения от 1 до n, и будем считать â a n= + , ˆ̂a a= ,
0̂ 0= .

Матрицы компонент тензоров Фp и gp в А-репере имеют вид

( )
0 0 0
0 1 0
0 0 1

i
j n

n

I
I

⎛ ⎞
⎜ ⎟Φ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

, ( )
1 0 0
0 0
0 0

ij n

n

g I
I

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (1.3)

где In – единичная матрица порядка n. Совокупность таких реперов определяет
G-структуру на М со структурной группой {1}×U(n), представленной матрицами

вида 
1 0 0
0 0
0 0

A
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где A∈U(n) [6].

Эта G-структура называется присоединенной [6]. Еще раз заметим, что про-
странство присоединенной G-структуры состоит из комплексных реперов, т.е. ре-
перов комплексификации соответствующих касательных пространств. Поэтому,
даже имея дело с вещественными тензорами, мы, говоря об их компонентах на
пространстве присоединенной G-структуры, подразумеваем компоненты ком-
плексных расширений этих тензоров. Также комплексный тензор является ком-
плексным расширением вещественного тензора тогда и только тогда, когда он ин-
вариантен относительно оператора комплексного сопряжения. Будем называть та-
кой тензор вещественным.
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Поскольку Ф и g – тензоры типов (1,1) и (2,0) соответственно, их компоненты
на пространстве расслоения всех реперов над М удовлетворяют уравнениям

,
i k i i k i k
j j k k j j kdΦ + Φ θ − Φ θ = Φ ω ,   ,

k k k
ij kj i ik j ij kdg g g g− θ − θ = ω ,  (1.4)

где {ωi}, { }i
jθ  – компоненты форм смещения и форм римановой связности без

кручения ∇ соответственно; { },
i
j kΦ , { },ij kg  – компоненты ковариантного диффе-

ренциала Ф и g в этой связности соответственно. Более того, в силу определения
римановой связности ∇g = 0 и, значит,

, 0ij kg = .  (1.5)

С учетом (1.3) и (1.5) соотношения (1.4) на пространстве присоединенной G-
структуры можно записать в форме [6]

ˆ 0
ˆ, 0,,0, 0, 0a a

b k kb kΦ = Φ = Φ = , ˆ ˆ
ˆ ˆ ,,

1 1, ,
2 2

a a k a a k
b b kb b k

− −
θ = Φ ω θ = − Φ ω

ˆ ˆ
0 0, 0 0,1 , 1 ,a a k a a k

k kθ = − Φ ω θ = − − Φ ω  0 0 0 0
ˆ ˆ, ,1 , 1 ,k k

a a k a a kθ = − − Φ ω θ = − Φ ω  (1.6)

ˆ 0
ˆ 00, 0.i i

j jθ + θ = θ =

Кроме того, заметим, что в силу вещественности соответствующих форм и
тензоров ˆi iω = ω , ˆ

ˆ
i i
j jθ = θ , ˆ

ˆˆ, ,
i i
j k j kΦ = Φ , где t t→  – оператор комплексного со-

пряжения.
Рассмотрим первую группу структурных уравнений римановой связности

i i j
jdω = −θ ∧ ω .  (1.7)

При i = 0 (1.7) на пространстве присоединенной G-структуры для почти кон-
тактного метрического многообразия с учетом (1.3) (1.6) примет вид

ˆ0 0 0 0 0 0
ˆ0

j a a
j a adω = −θ ∧ ω = −θ ∧ ω − θ ∧ ω − θ ∧ ω =

ˆ0 0
ˆ, ,1 1k a k a

a k a k= − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω =

ˆ0 0 0 0
ˆ,0 , ,1 1 1a b a b a

a a b a b= − Φ ω ∧ ω + − Φ ω ∧ ω + − Φ ω ∧ ω −

ˆˆ ˆ ˆ0 0 0 0
ˆˆ ˆ,0 , ˆ,1 1 1a b a b a

a a b a b− − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω =

( ) ˆ0 0 0 0 0
ˆ ˆ,0 , , ,1 1 1a b a b a

a a b a b b a= − Φ ω ∧ ω + − Φ ω ∧ ω + − Φ + Φ ω ∧ ω −

ˆˆ ˆ0 0 0
ˆˆ,0 ˆ,1 1a b a

a a b− − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω .

Базис 2-форм образован формами вида

( ){ ˆ 0, , , , ,a c a c a c a a b
b d b b b a bθ ∧ θ θ ∧ ω θ ∧ ω θ ∧ ω ω ∧ ω <

( ) }ˆ ˆˆ ˆ0 0ˆˆ , , ,a b a b a aa bω ∧ ω < ω ∧ ω ω ∧ ω ω ∧ ω ,
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поэтому последнее можно переписать так:

0 0 0 0 0
,0 , ,1 1a a b a b

a a b a b
a b a b

d
< >

⎛ ⎞
ω = − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω + Φ ω ∧ ω −⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) ˆ ˆ0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ,0, ,1 1a b a

aa b b a− − Φ + Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω −

0 0 0 0
,0 , ,1 1a a b a b

a a b b a
a b a b< <

⎛ ⎞
= − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω − Φ ω ∧ ω −⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ) ˆ0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆˆ ˆ

1 1a b a b a b
a b a b a b b a

a b a b< >

⎛ ⎞
− − Φ ω ∧ ω + Φ ω ∧ ω = − Φ + Φ ω ∧ ω −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

ˆ ˆˆ ˆ ˆ0 0 0 0
ˆ ˆˆ,0 ˆ ˆ, ,

ˆ ˆˆ ˆ

1 1a a b a b
a a b b a

a b a b< <

⎛ ⎞
− − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω −Φ ω ∧ ω =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
0 0 0

,0 [ , ]1 1a a b
a a b− Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω −

ˆ ˆˆ ˆ0 0 0 0
ˆ ˆˆ,0 ˆ( , ) [ , ]1 1 1a b a a b

aa b a b− − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω − − Φ ω ∧ ω ,

где [ , ] , ,
i i i

j k j k k jΦ = Φ − Φ , ( , ) , ,
i i i

j k j k k jΦ = Φ + Φ .

Расписывая аналогично (1.7) для i a=  и ˆi a= , получим первую группу струк-
турных уравнений почти контактного метрического многообразия [6]:

1) a b ab b a
ab a b a bd C C Cω = ω ∧ ω + ω ∧ ω + ω ∧ ω + ;a a

a aC Cω ∧ ω + ω ∧ ω

2) ;a a b ab c abc ab a b
b c b b c b bd B B B Bω = −θ ∧ ω + ω ∧ ω + ω ∧ ω + ω ∧ ω + ω ∧ ω

3) ,b c b b c b b
a a b ab c abc ab a bd B B B Bω = θ ∧ ω + ω ∧ ω + ω ∧ ω + ω ∧ ω + ω ∧ ω

где ω = ω0 = π*(η) – естественная проекция пространства присоединенной
G-структуры на многообразие М, ωi = gijωj (в частности, j

a ajgω = ω =
ˆ ˆ0

ˆ 0
b b a

ab aabg g g= ω + ω + ω = ω , аналогично ˆ
a

aω = ω ), ˆ ˆ
a ai ab
b bigθ = θ = θ ,

ˆ ˆa ai
b ib abgθ = θ = θ , где

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, [ , ]
1 1, ,

2 2
ab a a abc a a

c bc b c bc b cB B B B− −
= = − Φ = = Φ

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, ,0, ,0

1 11 , 1 , ,
2 2

ab a a a a a c a a
b b ab bc b cb b bB B B B B −⎛ ⎞= = − Φ − Φ = − Φ = = Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
, 0, ,0

1 1, 1 ,
2 2

a a a a a
abc bc b c ab b b bB B B B− ⎛ ⎞= = − Φ = = − − Φ − Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠
ˆ ˆ

ˆ ˆ0,1 ,b a a
a b bB B= = − − Φ 0 0

ˆ ˆ[ , ] ˆ ˆ[ , ]1 , 1ab
ab a b ab a bC C C= − − Φ = = − Φ ,

b b b
a a aC B B= − , 0 0

ˆ,0 ,01 , 1 .a
a a aC C= − Φ = − − Φ
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Определение 1.2 [11]. AC-структура, характеризуемая тождеством
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),X YY X Y X X Y∇ Φ + ∇ Φ = −η Φ + η Φ  , ( ),X Y M∈X

называется обобщенной структурой Кенмоцу. AC-многообразие, снабженное
обобщенной структурой Кенмоцу называется обобщенным многообразием Кен-
моцу (коротко, GK-многообразием).

Полная группа структурных уравнений GK-многообразия на пространстве
присоединенной G-структуры имеет вид [12, 14]

1) ;a b ab
ab a bd F Fω = ω ∧ ω + ω ∧ ω

32) ;
2

a a b abc ab a b
b b c b bd C Fω = −θ ∧ ω + ω ∧ ω − ω ∧ ω + δ ω ∧ ω

33) ;
2

b b c b b
a a b abc ab a bd C Fω = θ ∧ ω + ω ∧ ω − ω ∧ ω + δ ω ∧ ω

34) 2
2

a a c ad adh ad c
b c b bc hbc bc dd A C C F F⎛ ⎞θ + θ ∧ θ = − − ω ∧ ω +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 1 2 2
3 3 3

a a a c d
b cd c bd d bcF F F⎛ ⎞+ − δ + δ − δ ω ∧ ω +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 1 2 2
3 3 3

a cd c da d ac
b b b c dF F F⎛ ⎞+ δ + δ − δ ω ∧ ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  (1.8)

где

ˆ ˆˆ ˆ,
1

2
abc a a

bc b cC C −
= = Φ , ˆ ˆ

,
1

2
a a

abc bc b cC C −
= = − Φ ,  ˆ ˆ0,1ab a a

b bF F= = − Φ ,

ˆ 0
,1a

ab b a bF F= = − − Φ , [ ]abc abcC C= , [ ]abc abcC C= , abc
abcC C= , 0ab baF F+ = ,

0ab baF F+ = , ab
abF F= , [ ] 0ad

bcA = , [ ] 0ad
bcA = , 0dbc ad

ad dbcF C F C= = .  (1.9)

Кроме того, имеют место следующие равенства:
1) 2с с

ab сb a ac b abdF F F F− θ − θ = − ω ;

2) 2ab cb a ac b ab
c cdF F F F+ θ + θ = − ω ;

3) d d d
abc dbc a adc b abd cdC C C C− θ − θ − θ = [ ]2d d

abcd a bc d abcC F Cω − δ ω − ω ;

4) abc dbc a adc b abd c
d d ddC C C C+ θ + θ + θ = [ ]2abcd a bc d abc

d dC F Cω − δ ω − ω ;

5) ad hd a ah d ad h ad h
bc bc h bc h hc b bh cdA A A A A+ θ + θ − θ − θ = 0

ad h adh ad
bch bc h bcA A Aω + ω + ω ,  (1.10)

где

[ ] [ ]
3
2a bcd a b cdC F F= ; [ ] [ ]3

2
a bcd a b cdC F F= ; [ ] 0;a dh

bcA =  [ ] 0ad
b chA = ;

[ ] [ ]2 ;ad adh
b c gf d hb c gf dA C C C C= [ ] [ ]2 ;a d gf c ah d gf c

hbcbcA C C C C=

[ | | ] [ | | ]
3 ;
2

ad ad
b c d g b c d gA F F F F= [ | | ] [ | | ]3 .

2
a d c g a d c g

bcbcA F F F F=
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Тождество 0ad
dbcF C =  назовем первым фундаментальным тождеством

GK-многообразий. Тождество [ ] [ ]2ad adh
b c gf d hb c gf dA C C C C=  назовем вторым

фундаментальным тождеством GK-многообразий. Тождество

[ | | ] [ | | ]
3
2

ad ad
b c d g b c d gA F F F F=  назовем третьим фундаментальным тождеством

GK-многообразий. Тождество 2 ab cd ac db ad bcF F F F F F= +  назовем четвертым
фундаментальным тождеством GK-многообразий. Тождество 0gdh

abcgC C =

назовем пятым фундаментальным тождеством GK-многообразий.
Из (1.10:5) следует, что функции { }cd

abA , определенные на пространстве при-

соединенной G-структуры, симметричные по верхним и нижним индексам, зада-
ют тензор на 2 1nM + , называемый тензором Ф-голоморфной секционной кривиз-
ны GK-многообразий или структурным тензором второго рода [6]. Этот тензор
определяет отображение : ( ) ( ) ( ) ( )A M M M M× × →X X X X , которое задается соот-

ношением 
ˆˆ
ˆ ˆˆ( , , ) cd a b cd d

ab d c a b cabA X Y Z A X Y Z A X Y Z= ε + ε  . Непосредственным подсче-
том, таким же образом, как и в [9], можно проверить, что тензор Ф-голоморфной
секционной кривизны GK-многообразий обладает следующими свойствами:

1) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , );A X Y Z A X Y Z A X Y Z A X Y ZΦ = Φ = − Φ = Φ D
22) ( , , ) ( , , );A Z X Y A Z X YΦ = −

3) ( , , ) 0;A X Y Zη =D

4) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0;A Y Z A X Z A X Yξ = ξ = ξ =

5) ( , , ) ( , , );A X Y Z A Y X Z=

6) ( , , ), ( , , ), ;A X Y Z W A X Y W Z=  , , , ( )X Y Z W M∀ ∈X .  (1.11)
Теорема 1.1. Тензор Ф-голоморфной секционной кривизны GK-многообразий

точечно постоянной Ф-голоморфной секционной кривизны с имеет вид

{ 2 21( , , ) , ,
2
сA X Y Z X Y Z X Y Z+

= Φ Φ Φ + Φ Φ Φ −

( ) ( )}, ,X Y Z Y X Z−Φ Ω − Φ Ω , , , ( )X Y Z M∀ ∈X .  (1.12)

Здесь ( ), ,X Y X YΩ = Φ  – фундаментальная форма GK-структуры.
Доказательство. Напомним [12], что компоненты тензора Ф-голоморфной

секционной кривизны GK-многообразия точечно постоянной Ф-голоморфной

секционной кривизны с имеют вид 1
2

ad ad
bc bc

cA +
= δ� , где ad a d d a

bc b c b cδ = δ δ + δ δ� .

Рассмотрим равенства

( )0 0 0 01 1 0
2 2

d d d d
bc bc b c b c

c cA + +
= δ = δ δ + δ δ =� ,

( )ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 0
2 2

ad ad a d d a
bc bc b c b c

c cA + +
= δ = δ δ + δ δ =� .
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Таким образом, справедливо ( )1
2

id i d d i
bc b c b c

cA +
= δ δ + δ δ . Применим процедуру вос-

становления тождества, описанную в [6], к последнему равенству, которое можно
записать так:

( ) ( )ˆ ˆ ˆ
1, , , ,

2b c c b b cd d d
cA +

ε ε ε = ε ε ε + ε ε ε .  (1.13)

Напомним, что векторы {εa} образуют базис подпространства ( )1

p
D −

Φ , векторы

{ }âε  образуют базис подпространства ( )1

p
D− −

Φ , а проекторами модуля X(M) на

подмодули 1D −
Φ  и 1D− −

Φ  являются эндоморфизмы ( )21 1
2

π = − Φ + − Φ  и

( )21 1
2

π = −Φ + − Φ  соответственно, равенство (1.13) перепишется следующим

образом:

( )2 2 21 , 1 , 1A X X Y Y Z ZΦ + − Φ Φ + − Φ −Φ + − Φ =

( )( 2 2 21 1 , 1 1
2

c Y Y Z Z X X+
= Φ + − Φ −Φ + − Φ Φ + − Φ +

( ))2 2 21 , 1 1X X Z Z Y Y+ Φ + − Φ −Φ + − Φ Φ + − Φ , , , ( )X Y Z M∀ ∈X .

Расписывая полученное равенство по линейности и выделяя действительную и
мнимую части, получим эквивалентное тождество:

2 2 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )A X Y Z A X Y Z A X Y ZΦ Φ Φ + Φ Φ Φ + Φ Φ Φ −

(2 2 2 2 21( , , ) , ,
2
сA X Y Z X Y Z X Y Z+

− Φ Φ Φ = Φ Φ Φ + Φ Φ Φ +

2 2 2 2 2, , ,X Y Z X Y Z Y X Z+Φ Φ Φ − Φ Φ Φ + Φ Φ Φ +

)2 2 2, , , ,Y X Z Y X Z Y X Z+Φ Φ Φ + Φ Φ Φ − Φ Φ Φ  , , ( )X Y Z M∀ ∈X .  (1.14)

С учетом (1.11), равенств (1.1:4) и (1.2), определения фундаментальной формы
GK-структуры, тождество (1.14) примет вид (1.12). ■

Рассмотрим семейство функций { }i
jkC C= ; ˆ ˆ

a abc
bcC C= ; â

bc abcC C= ; все про-

чие компоненты семейства С – нулевые. Из (1.10) следует, что эта система функ-
ций, определенная на пространстве присоединенной G-структуры, задает гло-
бально определенный тензор типа (2,1) на многообразии М, который называем
первым структурным тензором GK-структуры. Аналогично, система функций

{ }i
jF F= ; ˆ

a ab
bF F= ; â

b abF F= , определенная на пространстве присоединенной

G-структуры, задает глобально определенный тензор типа (1,1) на многообразии
М, который называем вторым структурным тензором GK-структуры.
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Первый структурный тензор GK-многообразий имеет следующий вид:

( ) ( ) ( ){ }2 21, ;
4 Y YC X Y X XΦ Φ= − Φ ∇ Φ Φ + Φ ∇ Φ ΦD D  , ( )X Y M∈ X .

Второй структурный тензор GK-многообразий имеет вид
( ) ;XF X = −∇ ξ  ( )X M∈ X .

Легко проверить, что первый и второй структурные тензоры GK-многообразий
обладают следующими свойствами:

1) ( ) ( ), , 0;C X C Xξ = ξ =

2) ( ) ( ), , ;C X Y C Y X= −

3) ( ) ( ) ( ), , , ;C X Y C X Y C X YΦ = − Φ = −Φ D

4) ( ), 0;C X Yη =D

5) ( ) ( ), , , , 0;C X Y Z Y C X Z+ =

6) ( ) ( );F X F XΦ = − ΦD

7) ( ) 0;F ξ =  8) ( ) 0;F Xη =D  , , ( ).X Y Z M∀ ∈ X
Определение 1.3 [11]. GK-структура называется специальной обобщенной

структурой Кенмоцу I рода (коротко, SGK-структурой I рода), если Cdbc = 0 и
Cdbc = 0; специальной обобщенной структурой Кенмоцу II рода (коротко, SGK-
структурой II рода), если Fad = 0 и Fad = 0. Если Cdbc = 0, Cdbc = 0, Fad = 0 и
Fad = 0, то GK-структура является структурой Кенмоцу.

Напомним, что ненулевые компоненты тензора Римана – Кристоффеля GK-
многообразия на пространстве присоединенной G-структуры имеют вид [12, 14]:

001) a ac a
b cb bR F F= + δ ;

( )12) 2
3

a a a a
bcd b cd c db d bcR F F F= − δ + δ + δ ;

ˆ
13)
2

a ad adh ad a d
bc hbc bc c bbcdR A C C F F= − − − δ δ ;

ˆ [ ]4) 2 2a abh ab a b
hcd cd c dbcdR C C F F= + − δ δ ;

( )ˆ 15)
2

a
bcd acdb ab cd ac db ad bcR C F F F F F F= − + + . (1.15)

Плюс соотношения, полученные с учетом классических свойств симметрии
тензора R.

Компоненты (1.15) являются основными инвариантами римановой кривизны.
В данной работе исследуем геометрический смысл обращения в нуль инвариантов

ˆ
a
bcdR  и ˆ

a
bcdR .

Применим к равенству ˆ 0a
bcdR =  процедуру восстановления тождества. В фик-

сированной точке p∈M соотношение ˆ 0a
bcdR =  равносильно равенству

( ){ }ˆ, 0
a

c b adR ε ε ε ε = . Рассуждая, как и при доказательстве теоремы 1.1, получим
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( ) ( )2 2 2 2 2 2, ,R X Y Z R X Y ZΦ Φ Φ Φ + Φ Φ Φ Φ −D D

( ) ( )2 2 2 2, ,R X Y Z R X Y Z−Φ Φ Φ Φ + Φ Φ Φ Φ −D D

( ) ( )2 2 2 2, ,R X Y Z R X Y Z−Φ Φ Φ Φ + Φ Φ Φ Φ −D D

( ) ( )2 2, , 0,R X Y Z R X Y Z−Φ Φ Φ Φ − Φ Φ Φ Φ =D D  , , ( )X Y Z M∈X .  (1.16)

Поскольку компонента ˆ
a
bcdR  тензора римановой кривизны используется при

исследовании почти контактных метрических многообразий точечно постоянной
Ф-голоморфной секционной кривизны (см. предложение 12 [6]), то введем сле-
дующее

Определение 1.4. Назовем тензор римановой кривизны почти контактного
многообразия Ф-голоморфным, если он удовлетворяет (1.16).

Определение 1.5. Обобщенное многообразие Кенмоцу с Ф-голоморфным тен-
зором римановой кривизны назовем Ф-голоморфным.

Теорема 1.2. Обобщенное многообразие Кенмоцу является Ф-голоморфным
тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры

ˆ 0a
bcdR = .

Доказательство. Обобщенное многообразие Кенмоцу, для которого справед-
ливы тождества ˆ 0a

bcdR = , как показано выше, является Ф-голоморфным. Расписав

тождество (1.16) на пространстве присоединенной G-структуры, можно показать
справедливость тождеств ˆ 0a

bcdR = . Поскольку эти выкладки являются громоздки-

ми и не имеют большого практического значения, мы их приводить не будем. ■
Теорема 1.3. Ф-голоморфное GK-многообразие является SGK-многообразием

II рода.
Доказательство. Согласно теореме 1.2, для Ф-голоморфного GK-много-

образия имеем ˆ 0a
bcdR = . Последнее равенство с учетом (1.15:3) равносильно сле-

дующему: 1 0
2

ad adh ad a d
bc hbc bc c bA C C F F− − − δ δ = . Симметрируя данное тождество

сначала по индексам a и d, а затем по индексам b и c, получим с учетом (1.9),
( ) ( )
( ) ( )

ad a d
bc b cA = δ δ , т.е. 1

2
ad ad
bc bcA = δ� , где ad a d d a

bc c b c bδ = δ δ + δ δ� . Тогда третье фундамен-

тальное тождество запишется в виде [ [ | | ]
1 3 0
2 2

ah ah
b c b c h dF F F⎛ ⎞δ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
� , т.е.

( )3a a a a ah
b cd c bd b dc d bc bc hd bd hcF F F F F F F F Fδ + δ − δ − δ = − . Свернем полученное равен-

ство по индексам a и b, тогда получим 2(n+1)Fcd = 3Fhg(FhcFgd – FhdFgc), т.е.,

с учетом (1.9), ( )3
2( 1)

hg
cd hc gd dh gcF F F F F F

n
= +

+
. В силу четвертого фундамен-

тального тождества последнее тождество примет вид 3
( 1)

hg
cd cd hgF F F F

n
= −

+
,
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т.е. 31 0
( 1)

hg
cd hgF F F

n
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

. Из полученного равенства имеем, что Fcd = 0.

И по определению 1.3 Ф-голоморфное GK-многообразие является SGK-много-
образием II рода. ■

Определение 1.6 [16]. АС-структура называется точнейше (closely) косим-
плектической, если ее контактная форма замкнута и ( ) 0X X∇ Φ = , X∈X(M).

Используя результаты о SGK-многообразий II рода, полученные в [11, 12],
теорему 1.3 можно сформулировать в следующем виде:

Теорема 1.4. Ф-голоморфные GK-многообразия совпадают с классом почти
контактных метрических многообразий, получаемых из точнейше косимплекти-
ческих многообразий каноническим конциркулярным преобразованием точнейше
косимплектической структуры.

Рассмотрим на пространстве присоединенной G-структуры равенство ˆ 0a
bcdR = .

Как и выше, применив процедуру восстановления тождества к этому равенству,
получим

( ) ( )2 2 2 2 2 2, ,R X Y Z R X Y ZΦ Φ Φ Φ + Φ Φ Φ Φ +D D

( ) ( )2 2 2 2, ,R X Y Z R X Y Z−Φ Φ Φ Φ − Φ Φ Φ Φ +D D

( ) ( )2 2 2 2, ,R X Y Z R X Y Z−Φ Φ Φ Φ − Φ Φ Φ Φ −D D

( ) ( )2 2 2 2, ,R X Y Z R X Y Z−Φ Φ Φ Φ − Φ Φ Φ Φ −D D

( ), 0;R X Y Z−Φ Φ Φ Φ =D  , , ( )X Y Z M∀ ∈X .  (1.17)

Поскольку равенство нулю ˆ
a
bcdR  является одним из определяющих условий

паракелеровых многообразий [17], то тензор римановой кривизны АС-
многообразия, удовлетворяющий условию (1.17), назовем Ф-параконтактным.

Определение 1.7. Обобщенное многообразие Кенмоцу назовем Ф-паракон-
тактным, если его тензор римановой кривизны является Ф-параконтактным.

Теорема 1.5. Обобщенное многообразие Кенмоцу является Ф-параконтактным
тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры

ˆ 0a
bcdR = .

Доказательство. Пусть М – Ф-параконтактное обобщенное многообразие
Кенмоцу. Расписывая тождество (1.17) на пространстве присоединенной G-
структуры, получим, что ˆ 0a

bcdR = . В силу громоздкости вычислений мы приво-

дить их не будем.
Обратно, если для обобщенного многообразия Кенмоцу выполнено ˆ 0a

bcdR = ,

то как показано выше, применение процедуры восстановления тождества к этому
равенству приводит нас к тождеству (1.17). ■

Замечание. В силу свойств тензора римановой кривизны, т.е. в силу
ˆ ˆ ˆ 0a a a

bcd cdb dbcR R R+ + = , из теорем 1.2 и 1.5 следует, что Ф-голоморфное обобщенное
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многообразие Кенмоцу является Ф-параконтактным обобщенным многообразием
Кенмоцу.

Теорема 1.6. Ф-параконтактное GK-многообразие является SGK-много-
образием II рода.

Доказательство. Пусть М – Ф-параконтактное GK-многообразие. Тогда
ˆ 0a
bcdR =  и с учетом (1.15:4) [ ]2 2 .abh ab a b

hcd cd c dC C F F+ = δ δ  Проальтернируем

последнее тождество по индексам a и b, тогда с учетом (1.10) имеем
[ ]
[ ]2 2 .abh ab a b

hcd cd c dC C F F+ = δ δ  Полученное тождество свернем с объектом Fdf,

тогда с учетом первого фундаментального тождества ab df a bf b af
cd c cF F F F F= δ − δ .

Полученное равенство свернем по индексам c и f, тогда 2 2ab ab
cd cdF F FΣ = .

Из последнего равенства следует:
1) Fab = 0, т.е. многообразие М является SGK-многообразием II рода;
2) 2 2cd cdFΣ = .
Во втором случае рассмотрим третье фундаментальное тождество, т.е.

[ | | ] [ | | ]
3
2

ah ah
b c h d b c h dA F F F F= . Свернем это равенство по индексам a и d, тогда

( )3
2

ad ad ad
bc da ba dc bc da ba dcA F A F F F F F F− = − . Альтернация последнего тождества по

индексам b и c, в силу (1.9), дает

[ | | ] [ | | ]
3
2

ad ad
a b d c a b d cA F F F F= − . (1.18)

Свернем третье фундаментальное тождество по индексам a и b, тогда имеем

( )3
2

ad ad ad
ac dg ag dc ac dg ag dcA F A F F F F F F− = − . Переобозначая индексы в полученном

равенстве,

[ | | ] [ | | ]
3
2

ad ad
a b d c a b d cA F F F F= .  (1.19)

Из (1.18) и (1.19) следует, что [ | | ] 0ad
a b d cF F F = . Полученное равенство, в силу

четвертого фундаментального тождества, можно записать в виде 0ad
ad bcF F F = ,

которое, в силу условия 2 2cdcd F =∑ , запишется в виде 2Fbc = 0. Таким образом,

Fbc = 0, т.е. многообразие является специальным обобщенным многообразием
Кенмоцу II рода. ■

Учитывая, что SGK-структура II рода получается каноническим конциркуляр-
ным преобразованием точнейше косимплектической структуры, и используя ло-
кальное строение точнейше косимплектического многообразия [18], теорему 1.6
можно сформулировать в следующем виде:

Теорема 1.7. Односвязное Ф-параконтактное GK-многообразие канонически
конциркулярно произведению приближенно келерова многообразия на вещест-
венную прямую.
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2. Аксиома Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей

Определение 2.1 [4, 5]. (2n+1)-мерное почти контактное метрическое много-
образие удовлетворяет аксиоме Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей, 1≤r≤n, если
через каждую точку p∈M для всякого (2r+1)-мерного подпространства L⊂Tp(M)
инвариантного относительно действия структурного оператора Фp, проходит
(2r+1)-мерное вполне геодезическое Ф-инвариантное подмногообразие N⊂M,
такое, что Tp(N) = L.

Теорема 2.1. GK-многообразие, удовлетворяющее аксиоме Ф-голоморфных
(2r+1)-плоскостей, является многообразием Кенмоцу.

Доказательство. Будем рассуждать так же, как и в [4−9].
Пусть M – (2r+1)-мерное обобщенное многообразие Кенмоцу, удовлетворяю-

щее аксиоме Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей, для любой точки p∈M,
L⊂Tp(M) – (2r+1)-мерное Ф-инвариантное подпространство, N⊂M – соответст-
вующее вполне геодезическое Ф-инвариантное подмногообразие. В силу нечет-
номерности N модуль X(M) содержит ненулевой элемент ядра эндоморфизма Ф|N,
а значит, и векторное поле ξ|N, которое мы по-прежнему будем обозначать через ξ.

Фиксируем точку p∈N. Пусть β = (p, β0 = ξp, β1, …, βr, β1, …, βr) – А-репер
комплексификации пространства Tp(N). Если j:N→M, N⊂M – естественное вложе-
ние, то, отождествляя векторы с их образами при отображении (j∗)p – дифферен-
циале отображения j в точке p, получаем в произвольном А-репере пространства
Tp(M) с учетом вещественности j , ,a a a

a a aC C C Cα α α
α α αβ = ε β = ε = .

Здесь и далее греческие индексы пробегают значения от 1 до r, латинские – от
1 до n.

Двойственные отношения задаются уравнениями
1) ,     2) ,      3) a a

a aC Cα α
α αω = θ ω = θ ω = θ , (2.1)

где ρ = (p, θ, θ1, …, θr, θ1, …, θr) – корепер, дуальный реперу β.
Продифференцируем внешним образом (2.1:1) a a ad dC C dα α

α αω = θ + θ , с учетом
(1.8:2) последнее равенство запишется в виде

3
2

a b abc ab a b a a
b b c b bC F dC C dα α

α α−θ ∧ ω + ω ∧ ω − ω ∧ ω + δ ω ∧ ω = θ + θ .

С учетом (2.1) полученное равенство примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
2

a b abc ab a b
b b c b bC C C C F C Cα α β α α

α α β α α−θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ + δ θ ∧ θ =

a adC C dα α
α α= θ + θ

или

( ) 3 .
2

a a b a a abc ab
b cb bC d dC C C C C C F Cα α β γ β

α α α α β γ βθ = − + θ − θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ (2.2)

Поскольку ( ) ( ), , ,a a b
a a bC C C C j jγ γ γ γ γ

α α α α α= ε ε = β β = β β = δ . Поэтому свер-

тывая (2.2) с aC γ , получим

( ) 3
2

a b a a abc ab
a a b a a b c a bd C dC C C C C C C C C F C Cγ γ γ γ α γ α β γ β

α α α α β βθ = − + θ − θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ
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или
3 ,
2

abc ab
a c ab bd C C C C F C Cα α β α β γ α β

β β γ βθ = −θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ  (2.3)

где .a b a
a a bC dC C Cα α α α

β β β βθ = + θ − δ θ

Продифференцируем внешним образом (2.1:2): a a ad dC C dα α
α αω = θ + θ . В по-

лученное равенство подставим (1.3:3):
3
2

b b c b b
a a a b abc ab a bdC C d C Fα α

α αθ + θ = θ ∧ ω + ω ∧ ω − ω ∧ ω + δ ω ∧ ω .

Последнее равенство с учетом (2.1) перепишем в виде
3
2

b b c b
a a a abc ab abdC C d С C С С F С Cα α γ β γ β α

α α γ β γ β αθ + θ = θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ + θ ∧ θ

или

( ) 3 .
2

b b c b
a a b a a abc abC d dC C C C С С F Сα α α α β γ β

α α β γ βθ = − − θ − θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ

Свертывая последнее равенство с aСγ  получим

( )a a b
a b ad C dC C Cα α α

γ γ γ γ αθ = − − θ − δ θ ∧ θ +

3
2

a b c a b
abc abC C С С F C Сβ α β

γ β α γ β+ θ ∧ θ − θ ∧ θ .  (2.4)

Дифференцируя внешним образом соотношение a
aC Cα α

γ γ= δ , получим

0a a
a aC dC C dCα α

γ γ+ = , поэтому (2.4) можно переписать как

( ) 3
2

a a b a b c a b
a a abc abbd C dC C C C C С С F C Сγ γ γ β γ β

α α α α γ α β γ α βθ = − + θ + δ θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ

или 3 ,
2

a b c a b
abc abd C C С С F C Сγ β γ β

α α γ α β γ α βθ = −θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ  (2.5)

где a a b
a abC dC C Cγ γ γ γ

α α α αθ = + θ + δ θ .
Далее, с учетом (2.3) соотношение (2.2) можно записать в виде

3
2

a dbc cb
d c cb bС C C C C F C Cα β α β γ α β

α β β γ β
⎛ ⎞−θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) 3
2

a b a a abc ab
b cb bdC C C C C С F Cα β γ β

α α α β γ β= − + θ − θ ∧ θ + θ ∧ θ − θ ∧ θ

или ( ) (a b a a a dbc a
b d cbdC C C C C C C C Cβ α α β γ

α α β α α α+ θ − θ − θ ∧ θ + −

 ) ( )3 0
2

abc cb a ab
c cb b bC C С F C C C F Cβ γ α β β

β γ α β− θ ∧ θ − − θ ∧ θ = .

Отсюда, с учетом линейной независимости базисных форм {θ, θβ, θβ} и леммы
Картана существует набор функций { }aCαβ , таких, что
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1) 0dbc a abc
d c cb bC C C C C C C Сα β γ β γ

α − = ;

2) 0cb a ab
c b bF C C C F Cα β β

α − = ;  (2.6)

3) a b a a a a
bdC C C C Сβ β

α α β α α αβ+ θ − θ − θ = θ ,

где a aC Cαβ βα=  – компоненты второй квадратичной формы вложения N⊂M. Так как

N вполне геодезично, 0aCαβ =  и, значит,

0a b a a a
bdC C C Cβ

α α β α α+ θ − θ − θ = .  (2.7)

Рассмотрим уравнение (2.6:1). Перепишем его в виде

 ( ) 0dbc a abc
d cbC C C C C Cα β γ

α − = .

Поскольку это равенство должно выполняться тождественно относительно { }aCα ,

то получаем, что 0dbc a abc
dC C C Cα

α − = . Продифференцируем полученное равенст-

во по переменным aCα : 0dbc
dC Cα = . Откуда следует, что Cabc = 0. Из уравнения

(2.6:2) следует, что Fab = 0. И, с учетом определения 1.3, многообразие является
многообразием Кенмоцу. ■

В частности, имеем следующие следствия этой теоремы.
Следствие 1. SGK-многообразие I рода, удовлетворяющее аксиоме Ф-

голоморфных (2r+1)-плоскостей, является многообразием Кенмоцу.
Следствие 2. SGK-многообразие II рода, удовлетворяющее аксиоме Ф-

голоморфных (2r+1)-плоскостей, является многообразием Кенмоцу.
Теорема 2.2. GK-многообразие удовлетворяет аксиоме Ф-голоморфных

(2r+1)-плоскостей тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной
G-структуры компоненты тензора Ф-голоморфной кривизны удовлетворяют со-

отношениям 
( )

1
1

ad ad
bc bcA A

n n
= δ

+
� , где bc

bcA A= .

Доказательство. Пусть M2n+1 – GK-многообразие, удовлетворяющее аксиоме
Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей. Продифференцируем соотношение (2.7)
внешним образом: 0b a b a a a a a

b bdC C d dC C d dC C dγ γ
α α γ α γ α α α∧ θ + ∧ θ − ∧ θ − θ − ∧ θ − θ = .

Подставим сюда значения из (2.1), (2.7), (1.8:1) и (1.8:4), тогда, принимая во вни-
мание теорему 2.1, получим

a a ad b c
bc dC d C A C C Cβ β γ δ γ

β α β γ α α γ δθ + θ ∧ θ = θ ∧ θ . (2.8)

С учетом теоремы 2.1. уравнения (2.3) и (2.5) примут вид
;  d α α β

βθ = −θ ∧ θ  d γ
α α γθ = θ ∧ θ .  (2.9)

Дифференцируя внешним образом (2.9) получим
d α α γ αϕ γ

β γ β βγ ϕθ + θ ∧ θ = λ θ ∧ θ .  (2.10)

Подставим (2.10) в (2.8), тогда a ad b c
bc dC A C C Cβϕ γ δ γ

β αγ ϕ α γ δλ θ ∧ θ = θ ∧ θ , т.е.

a ad b c
bc dC A C C Cβϕ ϕ

β αγ α γλ = .  (2.11)
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Из единственности определения вполне геодезического подмногообразия по
его начальным данным в какой-либо точке следует, что из выполнимости аксио-
мы Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей (r≥1) на данном многообразии вытекает
выполнимость на нем аксиомы 3-плоскостей. Но тогда (2.11) примет вид

a ad b c
bc dC A C C Cλ = .  (2.12)

Из последнего равенства следует, что λ является однородной функцией первой
степени по переменным Ch. Продифференцируем (2.12) по этим переменным:

a a ad b c ad c b
h bc h d bc h dhC A C C A C C

C
∂λ

λδ + = δ + δ
∂

. Свернем полученное соотношение по

индексам a и h. С учетом теоремы Эйлера об однородных функциях и соотноше-

ний [ ]
[ ] 0ad ad
bc bcA A= = , получим: 2

1
d c
c dA C C

n
λ =

+
, где d hd

c hcA A= . Подставим это со-

отношение в (2.12): 2 0
1

ad d a b c
bc c b dA A C C C

n
⎛ ⎞− δ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

. В силу произвола в выборе

Cb, Cd, находим отсюда, что ( )1
1

ad a d a d
bc b c c bA A A

n
= δ + δ

+
. Свернем полученное соот-

ношение по индексам a и b: 1d d
c cA A

n
= δ , где a

aA A= , а значит,

( )1
ad ad
bc bc

AA
n n

= δ
+

� , (2.13)

где ad a d d a
bc b c b cδ = δ δ + δ δ� .

Обратное очевидно: система Пфаффа, задающая Ф-голоморфную (2r+1)-
плоскость, при выполнении (2.13), вполне интегрируема, а ее интегральные мно-
гообразия являются вполне геодезическими подмногообразиями. ■

Согласно теореме 3.5 [12], GK-многообразие М является многообразием
точечно постоянной Ф-голоморфной секционной кривизны с тогда и только
тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры тензор ad

bcA  имеет вид
1

2
ad ad
bc bc

сA +
= δ� .

Следовательно, справедлива
Теорема 2.3. GK-многообразие удовлетворяет аксиоме Ф-голоморфных

(2r+1)-плоскостей тогда и только тогда, когда оно является многообразием точеч-

но постоянной Ф-голоморфной секционной кривизны 
( )

2 1
1

с A
n n

= −
+

.

Из теорем 2.1, 2.2 и 2.3 следует
Теорема 2.4. GK-многообразие точечно постоянной Ф-голоморфной секцион-

ной кривизны, удовлетворяющее аксиоме Ф-голоморфных (2r+1)-плоскостей, яв-
ляется многообразием Кенмоцу.

Используя классификацию полных односвязных многообразий Кенмоцу по-
стоянной Ф-голоморфной секционной кривизны [13] приходим к основному ре-
зультату.
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Теорема 2.5. Односвязное GK-многообразие удовлетворяет аксиоме Ф-голо-
морфных (2r+1)-плоскостей тогда и только тогда, когда оно канонически концир-
кулярно одному из следующих многообразий 1) CPn×R; 2) Cn×R; 3) CHn×R,
снабженных канонической косимплектической структурой.

Авторы выражают искреннюю благодарность рецензенту, чьи замечания каче-
ственно улучшили данную статью.
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In this paper we study generalized Kenmotsu manifolds (shortly, a GK-manifold) that satisfy
the axiom of Φ-holomorphic (2r+1)-planes. After the preliminaries we give the definition of
generalized Kenmotsu manifolds and the full structural equation group. Next, we define Φ-
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ОБ ОЦЕНКЕ СНИЗУ В ЗАДАЧЕ
ПРИБЛИЖЕННОГО ВОССТАНОВЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ
ПО ИХ ЗНАЧЕНИЯМ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ РАДОНА1

Изучается задача приближенного восстановления функций по значениям их
преобразований Радона. В контексте компьютерного (вычислительного) по-
перечника на данном этапе научного исследования получены оценки снизу
для погрешности восстановления функций из пространств Соболева и Коро-
бова по значениям их преобразований Радона.

Ключевые слова: функция, восстановление, преобразование Радона, класс
Соболева, класс Коробова, оценки снизу.

Важную роль при проведении экспериментов (физических, химических, тех-
нических и т.п.), требуют выяснения вопросы типа: «Где разместить измеритель-
ные приборы (в каких точках снимать информацию)?; как по полученным данным
приближенно описать весь процесс (построение интерполяционной формулы)?;
какими приборами и в каком количестве пользоваться?; где эти приборы расста-
вить и как переработать полученные экспериментальные данные?» и т.д.

Математическую основу подобного рода проблем составляет постановка зада-
чи, впервые предложенная в 1996 году в работе [1] и окончательно сформулиро-
ванная в течение 1996−2003 гг. в работах [2−8] под названием «Компьютерный
(вычислительный) поперечник» (далее, К(В)П), с применением на отдельных кон-
кретизациях. Например, в случае Tf f=  общая задача в определении Компью-
терного (вычислительного) поперечника есть задача восстановления функций.
Конкретизация числовой информации в виде функционалов и алгоритмов их пе-
реработки порождает многочисленные постановки задач, исследованию которых
посвящен ряд работ (см. например, [1−10] и имеющуюся в них литературу). Наи-
более изученной является случай функционалов – значений функций в точках.
Здесь основная проблема заключается в построении сеток, оптимальных в том
или ином смысле. К таковым относятся сетки, предложенные Коробовым[11],
Фроловым[12], Смоляком[13] и Шерниязовым[14]. Разумеется, помимо значений
в точках, можно привлекать и другие функционалы. И здесь наиболее изученны-
ми являются тригонометрические коэффициенты Фурье (см. также работу авторов
[10], где использовались коэффициенты Фурье по системе Хаара). В данной рабо-
те, в продолжение уже известных точных порядковых оценок погрешности вос-
становления функции, исследуются аппроксимативные возможности других кон-
кретных вычислительных агрегатов – значений преобразований Радона. Обзор
основных сведений о преобразовании Радона может быть найден в монографиях
[15−20]. Одной из первых работ по приближению функций на основе значений их
некоторых преобразований Радона является работа Марра [21]. В ней найдено
                                                          
1 Данное исследование финансируется Комитетом по науке Министерства образования и науки Рес-
публики Казахстан (грант № AP05132938)
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значение наилучшего приближения преобразования Радона алгебраическими
многочленами. В работе [22] решается задача нахождения «интерполяционного»
многочлена (т.е. имеющего те же преобразования Радона, что и интерполируемая
функция) с минимальной L2-нормой. В работе [23] решается задача о возможно-
сти построения интерполяционных многочленов, в том же смысле что и в [22],
для гармонических функций и получена оценка сверху их погрешностей на неко-
тором классе гармонических функций. Отметим также серию работ [24−30, и
имеющуюся в ней литературу] об аппроксимации функций, которая близка к дан-
ной тематике. Здесь представлены результаты в виде оценки снизу для погрешно-
сти восстановления функций из пространств Соболева и Коробова по значениям
их преобразований Радона, полученные в ходе реализации грантового проекта
МОН РК №AP05132938 «Преобразование Радона в задачах дискретизации».

Постановка задачи и необходимые определения

Сформулируем конкретизированную постановку задачи, в рамках которой по-
лучены соответствующие результаты. Пусть даны нормированные пространства
X  и Y  числовых функций, определенных на множествах XΩ  и YΩ  соответст-
венно. Пусть F X⊂  и :Tf F Y→ . Для каждого целого положительного N  вы-

бирается набор функционалов ( )
1( ,..., ), ( ) : ( 1,..., )N

N jl l l l F j N= ⋅ → =^  и функция

1 1( ,..., ; ) : N
N N yϕ τ τ × Ω →^ ^ .
Каждую функциюTf Y∈  будем приближать в метрике Y  функцией

( )1( ),..., ( );N Nl f l f yϕ ,

построенной по числовой информации объема N , полученной о функции ( )f x
посредством функционалов 1,..., Nl l  и переработанной по правилу Nϕ .

Пусть ( ){ }( ) ,N
Nl ϕ  есть множество всевозможных пар ( )( ) ,N

Nl ϕ , состоящих из

набора N  функционалов ( )
1( ,..., )N

Nl l l=  и функции 1( ,..., ; )N N yϕ τ τ , и пусть

( ){ }( ) ,N
N ND l⊂ ϕ .

Положим

( )( ) 1
,

( ; , ) inf sup || ( ) ( ( ),..., ( ); ) ||
N

N N
N N Y N N Y

l D f F
D f F f x l f l f x

ϕ ∈ ∈
δ = − ϕ .  (1)

Задача К(В)П-1 заключается в получении оценок сверху и оценок снизу (жела-
тельно совпадающих с точностью до констант) для величины (1) (условия пред-
полагаются такими, что имеют смысл все формулируемые определения) – Ком-
пьютерного (вычислительного) поперечника по точной информации и в указании
вычислительного агрегата, реализующего оценку сверху.

Тем самым, имеем две самостоятельные задачи, одна из которых заключается
в получении оценок снизу погрешности восстановления всех вычислительных аг-
регатов из заданного множества ND , другая – в нахождении оценок сверху для
конкретных вычислительных агрегатов из ND  (построение которых, разумеется,
можно продолжить с точки зрения улучшения вычислительных характеристик).

Далее будут использоваться понятия оценки снизу и сверху, поэтому приведем
здесь необходимые сведения об используемых знаках.
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Через c(α, β,…) будем обозначать некоторые положительные величины, раз-
ные, вообще говоря, в разных формулах и зависящие лишь от указанных в скоб-
ках параметров.

Если { } 1N Na ∞
=  – последовательность положительных чисел и { } 1N Nb ∞

=  – произ-
вольная числовая последовательность, то запись 

, ,...N Nb a
α β
<<  означает, что найдет-

ся постоянная c(α, β,…), для которой при каждом целом положительном N вы-
полнено неравенство ( ), ,...N Nb c a≤ α β .

Если же { } 1N Na ∞
=  и { } 1N Nb ∞

=  – две последовательности положительных чисел,
то запись 

, ,...N Nb a
α β
;≺  означает, что одновременно выполняются соотношения

, ,...N Nb a
α β
<<  и 

, ,...N Nb a
α β
>> .

В более подробном изложении искомая задача К(В)П-1, заключаемая в доказа-
тельстве соотношения

( ); ,N N NYD Tf Fδ θ;≺ ,

состоит из двух задач, а именно, требуется найти такую положительную число-
вую последовательность { }Nθ , что выполнена

• Оценка снизу 1( ; , )N N Y ND f F Cδ ≥ θ : для некоторого числа 1 0С > , для по-
следовательности целых положительных N  и для всякого вычислительного агре-
гата ( )( ) ,N

Nl ϕ  из ND  найдется функция f F∈ , для которой

( )1 1( ) ( ),..., ( );N N NY
Tf y l f l f y C− ϕ ≥ θ ,

и одновременно
• Оценка сверху 2( ; , )N N Y ND f F Cδ ≤ θ : для некоторого 2 0С >  и для всякого

N  из достаточно плотной (в связи с необходимостью указания конкретного вы-
числительного агрегата) возрастающей последовательности целых положитель-

ных чисел найдутся вычислительный агрегат ( ) ( )( )
1, ( ),..., ( );

N
NN Nl l f l fϕ = ϕ ⋅  из

ND , такой, что для всякой функции f F∈  выполнено неравенство

( ) ( )1 1( ),..., ( ); .N NN Y
Tf y l f l f y C− φ ≤ θ

Конкретизация в ND  наборов функционалов 1,..., Nl l  и алгоритмов переработ-
ки числовой информации φN порождает многочисленные постановки задач.

В данной работе изучается следующая конкретизация задачи (1):

Через 2 2 2
1 2 1 2{ ( , ) :[ ] 1}U x x x R x x x= = ∈ = + ≤  обозначим единичный круг с

центром в начале координат, множества определены С  и Z  соответственно сле-
дующим образом:

( ) ( ){ }2 2
1 2 1 2, : 1 1,  , : 1 ,C p p= θ − ≤ ≤ θ = θ θ θ + θ =

( ) ( ){ }2 2
1 2 1 2

1Z , : 1 1,  , :  1
4

p p= θ − ≤ ≤ θ = θ θ ≤θ + θ ≤ .
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Для функции f , определенной на U , и ( , )t Cθ ∈  преобразованием Радона
( ; , )R f t θ  называется интеграл от f  вдоль отрезка

1 2 1 1 2 2: ( , ) { ( , ) : }I I t x x x x x t Uθ = = θ + θ = ∩ ,
а именно,

2

2

1
1 2 1 2 1 21

( , )

( ; , ) ( , ) ( , ) .
t

t
I t

R f t f x x ds f t s t s ds
−

− −
θ

θ = = θ − θ θ + θ∫ ∫

Заметим, что для случаев, рассматриваемых в данной работе, пределы интег-
рирования будут конечны, так как функции имеют ограниченный носитель.

Пусть ( )( ),  1q
X Y U X Y L U qΩ = Ω = = = ≤ ≤ ∞ , при q = ∞  под ( )qL U будем

иметь ввиду пространство ( )C U  всех непрерывных на U  функций.
В качестве оператора будем рассматривать единичный оператор Tf f=

ND  есть множество NR  всех пар ( )( ) ,N
Nl ϕ , состоящих из набора N  функ-

ционалов ( )
1( ,..., )N

Nl l l=  вида ( ) ( ); ,j j jl f R f t= θ  и функции 1( ,..., ; )N N xϕ τ τ ,

( )( ) ( )( )( ) ( )( )1
1 1; , ,..., ; , , ,..., ;N

N N N NR R f t R f t z z x= θ θ ϕ .

Таким образом, основной целью нашей работы является нахождение оценок
снизу для погрешности восстановления, т.е. для данной пары

( ) ( )( ) ( ){ }(1) ( )
1 1, ,..., , , ,..., ;N

N N Nt t z z xθ θ ϕ  – исходного вычислительного агрегата,

величины

( )

( ) ( )( ){
( )}

( ) ( )(1) ( )
1

1

(1) ( )
1

, ,..., , ,
,..., ;

( ; ; )

inf sup ( ; , ),..., ( ; , );
N

N

N N

N N U
N

N N Ut t f F
z z x

L

L

f F R

f R f t R f t x

∞

∞
θ θ ∈

ϕ

δ =

= − ϕ θ θ . (2)

В качестве функциональных классов рассматриваются классы Соболева

2 ( )rW U и Коробова 2 ( )rQ U .

Класс Соболева ( )( )2 0rW U r >  есть множество всех 1-периодических по каж-
дой переменной функций 1 2( ) ( , )f x f x x= , которые вместе со своими частными

производными до порядка r  включительно принадлежат 2 ( )L U  и для которых
выполнено неравенство

( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 21 2

1r

r r

W U L U r r
L U L U

f ff f
x x

∂ ∂
≡ + + ≤

∂ ∂
.

Также мы будем использовать пространство 2
2 [0,1]rW , состоящее из всех 1-

периодических по каждой переменной функций 1 2( ) ( , )f x f x x= , которые вместе
со своими частными производными до порядка  включительно принадлежат

[ ]22 0,1L и для которых выполнено неравенство
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[ ] [ ]
[ ] [ ]

2 22
2 2 22 2

0,1 0,1
1 20,1 0,1

1r

r r

W L r r
L L

f ff f
x x

∂ ∂
≡ + + ≤

∂ ∂
.

Класс Коробова ( )2
rQ U  есть сужение на круг U  функций из классов Коробо-

ва ( )2
2 0,1rE , под которыми понимается множество всех 1-периодических по каж-

дой переменной функций 1 2( ) ( , )f x f x x= , таких, что ее тригонометрические ко-
эффициенты Фурье

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2

2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

0,1

ˆ , , ,ˆ ,i m x m xf m f m m f x x e dx dx m m m Z− π += = ⋅ = ∈∫

удовлетворяют неравенству

( )
( )1 2

1 2

1ˆ , ,rf m m
m m

≤
⋅

где используется обозначение max(1, )u u= .

Основной результат и его доказательство

Нами доказана следующая
Теорема 1. Пусть дано число 1r > и 2 q≤ < ∞ . Тогда справедливы соотноше-

ния

( ) ( )

1
2 2

2( ; ; )N N U

r
r

L
WR f U N∞

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠δ >> ;  (3)

( ) ( )

1 1
2 2

2( ; ; ) q

r
r q

LN N U
W NR f U

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠δ >> ;  (4)

( ) ( )

1
2

2( ; ; )N N U

rr
L

R Nf Q U ∞

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠δ >> ,  (5)

где константы в неравенствах (3) и(5) зависит только от r , а в (4) от r  и q .

Данная теорема для 2 ( )rW U  при 2q =  была доказана Ф.Натеррером в [20].
Доказательство. Для доказательства оценок снизу (3) и (4), достаточно пока-

зать, что для любых N  прямых 1,..., Np p  найдется функция ( )2
rg W U∈ , у которой

преобразования Радона вдоль этих прямых равны 0 и соответственно

( )

( )2

1
2 2 ;

r

U

U

r
L

W

g
N

g

∞ − +
�  (6)

( )

( )2

1 1
2 2q

r

r
L U q

W U

g
N

g

− + −
� .  (7)
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Существование такой функции следует из оценки снизу в теореме 1 из [10].
Действительно, там было показано, что для любых линейных функционалов

1 2,...,l l  найдется функция [ ]2
2 0,1rf W∈ , такая, что

[ ]2
20,1 1rWf ≤ ,

при некотором ( ) [ ]2
1 2, 0,1ζ = ζ ζ ∈

[ ]20,1

1
2 2( )
r

Lf f N∞

− +
>>ζ = ,

[ ] ( )20,1

1 1
2 2

q q

r
q

L L If f N
− + −

≥ � .

Здесь, мы в качестве функционалов 1 2,...,l l  возьмем значения интегралов
вдоль заданных N прямых:

( ) ( ), 1, ,
k

k
p U

l f fds k N
∩

= = …∫ .

Пусть функция g  есть сужение f  на область U . Стало быть, первое условие

0
kp D

gds
∩

=∫

выполняется тривиальным образом. Также легко проверить и другие условия.
Действительно, 2 ( )rg W U∈ и для некоторого числа ( )c c r= выполнено нера-

венство
( )2

r UWg c≤ ,  (8)

так как область U можно покрыть конечным числом единичных квадратов.
Далее отметим, что можно считать, что ( )1 2, Uζ = ζ ζ ∈ , так как если  Uζ ∉ , то

( )1 21 1, Uζ ζ − ∈− , это следует из несложных вычислений.

Имеем 1 20 1,0 1≤ ζ ≤ ≤ ζ ≤  и 2 2
1 2 1ζ + ζ > , стало быть

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 21 1 2 2 2 2 1 ζ − + ζ − = − ζ − ζ − ζ − ζ ≤ − ζ + ζ ≤ .

Следовательно, при необходимости, учитывая 1- периодичность функции f ,
получаем неравенство

( ) [ ]20,1

1
2 2
r

L LUg f N∞ ∞

− +
= � ,

что в совокупности с (8) дает нам выполнение неравенства (6).

Аналогично, в силу того, что 
21 1, 

2 2
U⎡ ⎤− ⊂⎢ ⎥⎣ ⎦

,

( ) [ ]
2

2

1 1
2 21 1, 0,1

2 2
q q q

r
q

L U L Lg f f N
− + −

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
≥ = � ,

что в совокупности с (8) дает нам выполнение неравенства (7).
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Таким образом, оценка снизу для классов Соболева доказана.
Для доказательства оценки снизу погрешности восстановления функций из

класса Коробова ( )2
rQ U  покажем, что имеет место вложение [ ]22

2 20,1r rW E⊂ .

Действительно, пусть [ ]22
2 0,1rf W∈ . Тогда, используя соотношения между коэф-

фициентами Фурье функций и ее производных, получаем

2
1 2

2 4
1 2 1 2

( , )

( , ) ( ) r

m m Z

f m m m m с
∈

⋅ + ≤∑ ,

отсюда следует, что

1 2 2
1 2

ˆ ( , )
( ) r

сf m m
m m

≤
+

.

Далее, используя неравенство о среднем арифметическом и среднем геометри-
ческом 2a b ab+ ≥ , имеем

2
1 2 1 2( ) 2 ( )r r rm m m m+ ≥ ⋅ + .

Таким образом,

2
1 2

1 2

( )ˆ ( , )
( )r
с rf m m

m m
≤

⋅
,

что означает справедливость вложения [ ]22
2 20,1r rW E⊂ .

Теперь воспользуемся оценкой снизу, полученной нами для случая восстанов-
ления из пространств Соболева. А именно, нами была построена функция

( )2
2

rg W U∈ , которая есть сужение некоторой [ ]22
2 0,1rf W∈  на область U , что в

силу определения означает ( )2
rg Q U∈ , и такая, что преобразования Радона вдоль

этих прямых равны 0 и
1
2

r

Lg N∞

− +
� .

Таким образом, получены оценки снизу для погрешности восстановления
функций из классов Соболева 2 ( )rW U  и Коробова 2 ( )rQ U  и теорема доказана.

Заключение

В Казахстане была поставлена задача К(В)П о нахождении оптимальных по-
рядков восстановления функций. Для многих конкретных случаев поставленная
задача была решена на основе оригинальных методов построения агрегатов при-
ближения вкупе с методами доказательств их неулучшаемости. Планируется на-
хождение оптимальных порядков задач восстановления функций по значениям
преобразования Радона функций из различных классов. Последующая вычисли-
тельная реализация имеет весьма широкую сферу применения в науке и технике,
в частности в компьютерной томографии. Основные результаты Проекта (проме-
жуточные) периодически обсуждались на научных семинарах Института теорети-
ческой математики и научных вычислений ЕНУ им. Л.Н. Гумилева.
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In this paper, we study the problem of function reconstruction by values of Radon transforms
within the framework of the Computational (Numerical) Diameter (C(N)D) approach. The
meaning of C(N)D is to solve two independent problems: obtaining lower bounds of the
reconstruction error by exact information and specifying the computing tool that implements the
upper bounds (preferably coinciding with the lower bound up to constants).

The C(N)D approach is a mathematical model of experiments for describing various processes
(physical, chemical, technical, etc.). An important role in setting up such experiments is played by
types of measuring instruments, which is reflected in C(N)D as types of functionals. The next
important point is the choice of location and balancing of instruments, i.e. selection of functionals’
parameters. The final step is to build an optimal computing tool using the obtained data.

The most studied types of functionals are function values at points and Fourier coefficients.
An important difference of this work from previously obtained results is the study of the
approximation capabilities of another type of functionals – Radon transforms, i.e. mathematical
model of the use of tomography and similar technologies.

This paper is devoted to obtaining lower bounds for the error in reconstructing functions from
Sobolev and Korobov spaces.
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МЕЗОМАСШТАБНАЯ МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ TSUNM3
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ И ПРОГНОЗИРОВАНИЯ СОСТОЯНИЯ
МЕТЕОПАРАМЕТРОВ ПРИЗЕМНОГО СЛОЯ АТМОСФЕРЫ

НАД КРУПНЫМ НАСЕЛЕННЫМ ПУНКТОМ1

Для исследования и прогнозирования поведения метеопараметров атмосфе-
ры предлагается метеорологическая модель TSUNM3, которая является не-
гидростатической и включает трехмерные нестационарные уравнения гид-
ротермодинамики атмосферного пограничного слоя с параметризацией тур-
булентности, микрофизики влаги, длинноволновой и коротковолновой (сол-
нечной) радиации, адвективного и скрытого потоков тепла в атмосфере и на
границе ее взаимодействия с подстилающей поверхностью. Апробация мо-
дели TSUNM3 произведена на данных измерений, выполненных с помощью
приборов ЦКП «Атмосфера» ИОА СО РАН им. В.Е. Зуева

Ключевые слова: математическое моделирование атмосферных процес-
сов с высоким разрешением, сравнение расчетов с измерениями ЦКП «Ат-
мосфера».

В настоящее время для краткосрочного и сверхкраткосрочного прогнозирова-
ния и исследования погоды создаются и усовершенствуются численные модели
высокого пространственного разрешения (с горизонтальным разрешением от не-
скольких сотен метров до нескольких километров), позволяющие предсказывать
локальные мезомасштабные атмосферные явления для разных районов Земного
шара [1].

Во многих странах наиболее широкое распространение получила мезомас-
штабная модель WRF (Weather Research and Forecasting, США [2]), которая актив-
но применяется для решения многих практических задач. В частности, в работе
[3] представлены результаты успешного использования модели для прогноза ин-
тенсивных осадков над горной территорией Анды (Чили) с разрешением 6 км. Для
территории РФ одной из основных региональных моделей, использующихся в на-
стоящее время в Гидрометцентре России для прогноза элементов погоды, являет-
ся модель COSMO-Ru, созданная в рамках международного сотрудничества стран
Европы и России. Для Европейской территории РФ реализованы версии модели
COSMO с шагом сетки от 1.1 до 13.2 км, а для Сибирского региона функциониру-
ет технология COSMO-Ru14-Sib, численные прогнозы по которой проводятся па-
раллельно прогнозам по модели ICON в Немецкой метеослужбе [4].

Целью данной работы является описание математической постановки и чис-
ленного метода развиваемой в ТГУ мезомасштабной метеорологической модели
высокого разрешения TSUNM3 (Tomsk State University Nonhydrostatical Mesoscale
Meteorological Model) [5], а также сравнительного анализа результатов расчетов с
данными наблюдений, полученными с помощью метеоприборов, установленных в

                                                          
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №19-71-20042).
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аэропорту Томска Богашево и в г. Томске (ЦКП «Атмосфера» ИОА СО РАН
им. В.Е. Зуева).

Постановка задачи

Основные уравнения модели атмосферного пограничного слоя TSUNM3 полу-
чаются для осредненных по Рейнольдсу дифференциальных уравнений гидротер-
модинамики [6] в системе координат, связанной с поверхностью Земли, при сле-
дующих допущениях:

1. Мезомасштабные вариации плотности квазистационарные. При представле-
нии силы плавучести в уравнении для вертикальной компоненты скорости ис-
пользуется приближение Буссинеска.

2. Молекулярная диффузия полагается пренебрежимо малой по отношению к
турбулентному обмену.

3. Учитываются фазовые переходы влаги в атмосферном пограничном слое,
коротковолновый и длинноволновый радиационный теплообмен с явным пред-
ставлением в атмосфере.

Математическая модель TSUNM3 включает следующие уравнения:
Уравнение неразрывности

( ) ( ) ( ) 0.u v w
x y z

∂ ρ ∂ ρ ∂ ρ
+ + =

∂ ∂ ∂
(1)

Уравнения движения

m
H H Z

u u u u p u u uu v w fv K K K
t x y z x x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ + + + = − +ρ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; (2)

m
H H Z

v v v v p v v vu v w fu K K K
t x y z y x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ + + + = − −ρ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
; (3)

m
H H Z

w w w w p w w wu v w g K K K
t x y z z x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ + + + = − −ρ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (4)

Здесь t – время, u, v, w – продольная, поперечная и вертикальная компоненты век-
тора осредненной скорости ветра в направлении декартовых координат x, y, z со-
ответственно, ρ – плотность, f – параметр Кориолиса, KH – коэффициент горизон-
тальной диффузии, m

zK  – коэффициент вертикальной диффузии количества дви-
жения, g – ускорение свободного падения, р – давление.

Уравнение баланса энергии

( ).h
H H Z rad w

p
u v w K K K Q L

t x y z x x y y z z c T
∂θ ∂θ ∂θ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ + + + = + + + −ρ Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(5)

Здесь T – абсолютная температура, θ – потенциальная температура,
0 /

0( / ) pR cT p pθ = , cp – теплоемкость воздуха при постоянном давлении,
p0 = 101300 Н/м2, R0 – газовая постоянная, Qrad – нагрев (охлаждение) атмосферы
за счет радиационных длинноволновых и коротковолновых  потоков тепла, рас-
пространяющихся во влажной атмосфере, wLρ Φ  – изменение температуры за счет

фазовых переходов влаги в атмосфере, h
zK  – коэффициент вертикальной диффу-

зии тепла и влаги, Lw – теплота парообразования.
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Уравнение состояния

2

0
1,   .V V

air H O

q qp RT R R
M M

⎡ ⎤−
= ρ = +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
(6)

Здесь R – универсальная газовая постоянная, Mair – молярная масса воздуха,

2H OM  – молярная масса  водяного пара, qv – удельная плотность водяного пара в
атмосфере.

С х е м а  м и к р о ф и з и к и  в л а г и

Для моделирования процессов фазовых превращений водяной влаги в атмо-
сфере в данной работе используется 6-классовая схема микрофизики влаги WSM6
[7], разработанная корейскими учеными Хонгом и Лимом для известной мезо-
масштабной метеорологической модели WRF [2]. Она рассматривает шесть со-
стояний атмосферной влаги (водяной пар, облачная влага, дождевая влага, ледя-
ные частицы, снег, крупа (град)). Для каждого из параметров состояния влаги в
атмосфере используется уравнение переноса, в котором наряду с адвективным пе-
реносом включены различные параметризации физических процессов, приводя-
щих к изменению фазового состояния рассматриваемых форм состояния влаги.

Рис. 1. Диаграмма микрофизических процессов влаги в схеме WSM6 (взята из статьи [8])
Fig. 1. Diagram of moisture microphysical processes in the WSM6 scheme (taken from [8])
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Основные уравнения схемы WSM6 имеют следующий вид:

( )

;

, , , , , .

j j j j j j

j j jh
H H Z j

q q q q V q
u v w

t x y z z
q q q

K K K
x x y y z z

j V C R S I G
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ρ + + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + + ρΦ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

(7)

Здесь qV, qC, qR, qS, qI, qG – массовые концентрации водяного пара (Vapor), облач-
ной влаги (Cloud), дождевой влаги (Rain), снега (Snow), ледяных кристаллов (Ice)
и крупы (Graupel) в атмосфере. Vj – скорость осаждения j-й компоненты
(VV = VC = 0) [7]. Для негазообразных составляющих диффузионные процессы не
учитываются.

Источниковые члены уравнений Φj для j-го класса представляют собой мате-
матическую запись параметризации переходов атмосферной влаги из одного со-
стояния в другое в соответствии с рис. 1. Часть переходов осуществляется при
положительной температуре воздуха, часть – при отрицательной. В схеме WSM6
[7] рассматриваются такие процессы, как захват одних компонентов другими (ак-
креция), плавление ледяных кристаллов, снега, крупы, испарение/конденсация
дождевых капель или облачной влаги, осаждение/сублимация крупы или снега,
автоконверсия облачной влаги в дождевые капли (ледяных кристаллов в снег или
снега в крупу), испарение/плавление снега, замерзание дождевых капель с образо-
ванием крупы и т.д.

Мо д е л ь  т у р б у л е н т н о с т и

Для замыкания системы уравнений (1) – (7) используется модель турбулентно-
сти, состоящая из уравнения для кинетической энергии [9], а также алгебраиче-
ских соотношений для определения коэффициентов турбулентной диффузии:

3 2
D

k k k

k k k ku v w
t x y z

C kk k kkl kl kl P B
x x y y z z l

∂ ∂ ∂ ∂
ρ + ρ + ρ + ρ =

∂ ∂ ∂ ∂
ρ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ρσ + ρσ + ρσ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. (8)

Здесь k  – кинетическая энергия турбулентных пульсаций; l – интегральный мас-
штаб турбулентности; σk = 1.2 – числовой коэффициент; член 3 2

DC k l  отвечает
за вязкую диссипацию энергии турбулентности (CD = 0.189), а члены P и B выра-
жают генерацию турбулентности за счет сдвиговых напряжений и действия силы
плавучести:

2 2 22 2 2
2m

z
u v w u v u w w vP K
x y z y x z x y z

⎡ ⎛ ⎞ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + + + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎦
;

h
z

v

gB K
z θ

∂θ⎛ ⎞= − − γ⎜ ⎟θ ∂⎝ ⎠
,

где γθ = 0.00065 K/м.
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Коэффициенты вертикальной диффузии количества движения и тепла рассчи-
тываются как

; 0.5; ; 0.675m m m h h h
z zK c kl c K c kl c= ρ = = ρ = .

Коэффициент горизонтальной диффузии оценивается по формуле Смагорин-
ского [10]:

( )
1/ 22 221

2H Sm
u v u vK x y
y x x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= α ∆ ∆ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
,

где αSm  – коэффициент, зависящий от выбора шагов горизонтальной сетки ∆x и ∆y.
Мезомасштабная модель TSUNM3 прогнозирует составляющие скорости ветра

и температурно-влажностные характеристики в пограничном слое атмосферы на
29 вертикальных уровнях (до H = 10000 м) для площади 200×200 км и вложенной
в нее 50×50 км (шаг сетки 1 км с центром в г. Томск) на 24 ч. Инициализация мо-
дели проводится на основе результатов численного прогноза по оперативной гло-
бальной модели ПЛАВ [11] Гидрометцентра РФ (за срок 00 UTC на уровнях 1000,
925 и 850 гПа).

Граничные условия для уравнений (1) – (7) имеют следующий вид:

при z = H: 0, 0,jqu v k w
z z z z z

∂∂ ∂ ∂ ∂θ
= = = = = = γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
; (9)

при x = 0, x = Lx:  

0 0 ,

0, 0, 0;j

c c
t x t x

qw k
x x x

φ φ
∂φ ∂φ∂φ ∂φ⎧ + = +⎪⎪ ∂ ∂ ∂ ∂

⎨ ∂∂ ∂⎪ = = =⎪⎩ ∂ ∂ ∂

при y = 0, y = Ly: 

0 0 , , , , ;

0, 0, 0.

V

j

c c u v q
t y t y

qw k
y y y

φ φ
∂φ ∂φ∂φ ∂φ⎧ + = + φ = θ⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎪

⎨ ∂∂ ∂⎪ = = =
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

(10)

Индекс ( )0  соответствует динамическим и термодинамическим параметрам
синоптического масштаба, cφ – фазовая скорость. Граничные условия вида (10)
часто называются условиями «радиационного» типа [12]. Фазовая скорость cφ
рассчитываются численно из пространственных и временных тенденций внутри
сеточной области вблизи ее границ.

Вблизи подстилающей поверхности ставятся условия, соответствующие ос-
новным соотношениям теории подобия Монина – Обухова [13, 14].  Согласно
этой теории, значения турбулентных потоков динамических и термодинамиче-
ских параметров в приземном слое атмосферы постоянны и определяются в зави-

симости от значения масштаба длины Обухова: ( )
3
*

S

vL
g w

θ
= −

′ ′κ θ
.

Значения горизонтальных компонент скорости, температуры и влажности, а
также турбулентных характеристик (кинетической энергии турбулентности k  и
масштаба турбулентности l ) в первом над поверхностью Земли вычислительном
уровне 1z , находящемся в приземном слое, выражаются функциями безразмерной
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высоты 1 1z Lζ = :

( )*
1 01 ,m

vW f= ζ ζ
κ

,  ( )*
1 1 0, ,S Tfθ

θ
θ − θ = ζ ζ

κ

 ( )*
1 1 0, ,S T

q
q q f

M θ− = ζ ζ
κ    

( )2
1 * 1 .kk v f= ζ (11)

Здесь индекс ( )1  соответствует первому расчетному узлу, расположенному
вблизи поверхности, а индекс ( )S  – на высоте шероховатости z0T,  0,41κ =  –
константа фон Кармана. Динамическая скорость *v , динамическая температура

*θ  и динамическая влажность *q  являются характерными масштабами скорости,
температуры и влажности и выражаются через турбулентные потоки импульса,
тепла и влаги на поверхности следующим образом:

( ) ( ) ( ) ( )
1/ 22 2 2

* * * * *; ;
S S S S

u w v w v w v q w v q⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ = − θ = θ − =⎢ ⎥⎣ ⎦
. (12)

Эмпирические функции ,mf fθ  имеют вид [14]

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ 2 2 0

0 0

, 0,
ln 4.7 , 0;m

f ff ζ − ζ ζ <
ζ =

ζ ζ + ζ − ζ ζ ≥

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ 4 4 0

0 0

, 0,
ln 5 , 0;

T

T

f ffθ
ζ − ζ ζ <

ζ =
ζ ζ + ζ − ζ ζ ≥

( ) ( )
( )

( )( )
( )

22
1

2 4
1 1

11ln 16 2arctan ln
f

f
f f

⎛ ⎞+ ζ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ζ = − ζ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ζ ζ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;

( ) ( ) ( )
( )

2
1

4 2
1

1
ln 16 2ln

f
f

f
⎛ ⎞+ ζ

ζ = − ζ − ⎜ ⎟
ζ⎝ ⎠

;

( ) ( ) 0,25
1 1 16f −ζ = − ζ ; 0 0z Lζ = ; 0 0T Tz Lζ = ,

где z0 и z0T – параметры динамической и термической шероховатости.
Для расчета приземных значений параметров по формулам (12) необходимо

знать значения масштабов длины L, скорости v*, температуры θ* и влажности q*, а
также значения потенциальной температуры воздуха θS и абсолютной влажности
qS  вблизи подстилающей поверхности.

При определении температуры поверхности Земли θg используется поток теп-
ла через поверхность, обусловленный радиационным нагревом (выхолаживанием)
и турбулентными потоками тепла и влаги на поверхности; также учитывается из-
менение температуры влагосодержания нижних слоев почвы (глубина ≈ 2 м, пери-
од моделирования несколько суток).

Поток тепла на поверхности Земли определяется формулой

( )( ) ( ) ( )1 in in out
w s shortw longw longw p ww ww

Q A Q Q Q c w L q w′ ′ ′ ′= − + − − ρ θ − ρ , (13)

где in
shortwQ , in

longwQ  и out
longwQ  – потоки коротковолнового излучения, приходящего и

уходящего длинноволнового излучения соответственно; sA  – альбедо поверхно-
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сти; ( )w
w′ ′θ  и ( )w

q w′ ′  – турбулентные потоки тепла и влаги вблизи подстилаю-

щей поверхности.
Для моделирования процессов обмена тепла и влаги между нижним уровнем

атмосферы, растительностью и почвой используется схема параметризации ISBA
(Interaction Soil Biosphere Atmosphere), разработанная Noilhan и Planton [15]. Эта
схема учитывает изменение теплового режима почвы, содержания влаги в почве,
осадки, накапливающие на растительности и аэродинамические процессы перено-
са в приземном слое атмосферы. Схема использует модель восстановления тепла
и содержания влаги в почве и модель испарения.

Модель ISBA включает в себя пять прогностических уравнений для темпера-
туры почвы на глубине, T2, содержания воды в почве на глубине, w2, температуры
на поверхности почвы/растительности, Tg, содержания воды на поверхности поч-
вы, wg и перехвата воды, задержавшейся на поверхности, Wr .

( ) ( ) ( ) ( )4
2

24

21g in in
T S shortw longw S g p w g

T
C A Q Q T c w L q w T T

t
∂ π⎡ ⎤′ ′ ′ ′= − + −ε σ −ρ θ −ρ + −⎣ ⎦∂ τ

; (14)

22

24

gT TT
t

−∂
=

∂ τ
; (15)

( ) ( )1 2

1 24
,0g

g g g geq g sat
w

w C CP E w w w w
t d

∂
= − − − ≤ ≤

∂ ρ τ
; (16)

( ) ( )32
2 2

2 2 24

1 max 0, ,0g g tr fc sat
w

Cw P E E w w w w
t d d

∂
= − − − − ≤ ≤

∂ ρ τ
; (17)

( ) max,0r
v tr r r r

W vegP E E R W W
t

∂
= − − − ≤ ≤

∂
. (18)

Здесь 24τ  = 86400 c,  Eg – испарение с поверхности почвы, Ev – испарение с расти-
тельности (E = Eg+Ev), P – интенсивность жидких осадков, Pg – осадки, достигшие
поверхности Земли, Etr – поток влаги в почву, veg – доля поверхности, покрытой
растительностью, CT, C1, C2, C3, d1, d2, wgeq, wfc, Rr – параметры модели почвы [15].

При отсутствии облачности коротковолновая составляющая радиационного
потока, достигающего поверхности Земли, а также длинноволновое излучение
атмосферы на верхней границе расчетной области определяются по формулам
[16−18]:

( )( )( )
( )

cos , cos 0;
0, cos 0;

in g w slope o
shortw clear sky

a a h x S SQ −
⎧ − χ χ >

= ⎨
χ ≤⎩

(19)

6 0.5
( ) 259.38 113.7( / 273.15) 96.96( ( ( , )) / 25)in

l clear skyQ T r h x y− = + + . (20)

Здесь χ – зенитный угол Солнца; 1367oS = Вт/м2 – солнечная постоянная;

( )0.485 0.515 1.041 0.16 cosga = + − χ ; ( ) ( )( )0.30.039 / coswa z r z= χ  – коэффици-

ент ослабления потока солнечного тепла за счет поглощения содержащейся в ат-

мосфере парообразной влагой; ( )
H

V
z

r z q dz= ρ∫  – количество влаги в столбе возду-
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ха от высоты z до высоты верхней границы расчетной области H; h(x,y) – высота
поверхности Земли над уровнем моря; Sslope – степень наклона поверхности к па-
дающему солнечному потоку.

Изменение температуры воздуха при рассеивании излучения водяным паром,
содержащимся в воздухе, определяется следующей зависимостью [17]:

( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )

4 4
( )

4 4

cos ,

, ,

w
rad clear sky o SB

SB

a
Q S T z T h x y

z z

T h x y T z
z

↑

−

↓

∂ ∂ε
= − χ − σ − −

∂ ∂
∂ε

− σ −
∂

где 85,67 10−σ = ⋅ Вт/м2К4 – постоянная Стефана – Больцмана, а степень черноты

столба воздуха выше ( ↓ε ) и ниже ( ↑ε ) высоты z: ( , )h x y z H≤ ≤  [17].
При учете влияния облачности используется предположение Стефенса [19],

согласно которому допускается, что ясные и облачные участки неба могут давать
вклад в суммарный радиационный баланс по отдельности. Коротковолновая и
длинноволновая составляющие излучения модифицируются облачными участка-
ми согласно эмпирическим соотношениям, определяющим степень пропускания и
рассеивания излучения в зависимости от содержания конденсированной влаги в
атмосфере [16, 19]:

( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )

2
exp 16 13 , 0.11,

0.2, 0.11;

in in in

Transmission
in

W z W z W z
z

W z

⎧ − + ≤⎪Ψ = ⎨
⎪ >⎩

( ) ( ) ( )
( )

0.3 , 0.11,
0.1 , 0.11 ;

in in

Absorption in
W z W zz

W z

⎧⎪ ≤Ψ = ⎨
>⎪⎩

( )( )( )min 0.9; 1 exp 158in in
l W zε = − − ;  ( )( )( )min 0.9; 1 exp 130out out

l W zε = − − ;

( ) ( )min 0.0003;
H

in
c

z

W z q dz= ρ∫ ;  ( ) ( )min 0.0003,
z

out
c

h

W z q dz= ρ∫ .

Приходящее коротковолновое излучение, а также приходящее и уходящее
длинноволновое излучение трансформируются согласно формулам:

( ) ( )( )
in in
shortw shortw clear sky TransmissionQ z Q z−= Ψ ;

( ) ( )( ) ( ) ( )4
( ) 1 ;in in in in

longw longw clear sky l lQ z Q z z T z−= − ε + ε σ

( ) ( )( ) ( ) ( )4
( ) 1 .out out out out

longw longw clear sky l lQ z Q z z T z−= − ε + ε σ

Изменение температуры воздуха с учетом наличия облачности определяется
следующей зависимостью [16]:

( )
Heat

rad rad clear skyQ Q
z−

∂Ψ
= +

∂
,

где ( ) ( ) ( ) ( )( )
in in out

Heat shortw clear sky Absorption longw longwz Q z Q z Q z−Ψ = Ψ + − .
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Численный метод решения

Для системы уравнений перед ее численным решением методом сеток приме-
нялось преобразование координат вида

,                      
,                      

( , ) .
( , )

x
y

z h x yH
H h x y

ξ =⎧
⎪η =⎪
⎨ −⎪ σ =
⎪ −⎩

(21)

Преобразование (21) позволяет отобразить трехмерную область с криволиней-
ной границей на параллелепипед. Аппроксимация построенной выше дифферен-
циальной задачи с выполненным преобразованием (21) осуществляется на основе
метода конечного объема [20]. Основная идея этого метода заключается в разбие-
нии расчетной области на непересекающиеся, граничащие друг с другом конеч-
ные объемы так, чтобы один узел расчетной сетки содержался только в своем ко-
нечном объеме. Для дискретизации используется равномерная по горизонтальным
направлениям сетка со сгущением сеточных плоскостей при приближении к по-
верхности Земли. После разбиения расчетной области каждое дифференциальное
уравнение математической модели интегрируется по каждому конечному объему.
Значения компонент скорости определяются на гранях конечных объёмов, а ска-
лярные характеристики – в их центре. При вычислении интегралов используются
кусочно-полиномиальные приближения для зависимых величин. Аппроксимация
конвективных членов уравнений переноса выполняется с использованием моно-
тонизированной линейной противопотоковой схемы MLU Ван Лира [21, 22]. В ре-
зультате такого приближенного интегрирования получается дискретный аналог
системы дифференциальных уравнений – система линейных алгебраических
уравнений. Для дискретизации по времени желательно использование схемы вто-
рого или более высокого порядка аппроксимации. Для этих целей в данной работе
применяются явный метод Адамса – Бэшфорда и неявный метод Кранка – Никол-
сона второго порядка аппроксимации:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

3 1
2 2

1 1 3 1
2 2 2 2

n n n n
h h n h h h h

n n n n
n h h h h n h h h h

t L L

t t S S

+ −

+ −

⎛ ⎞Φ = Φ + ∆ Φ − Φ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+∆ Λ Φ + Λ Φ + ∆ Φ − Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (22)

Здесь Lh – конечно-разностный аналог конвективно-диффузионного оператора в
уравнениях (2) – (5), (7), (8) за исключением вертикальной диффузии вдоль оси
Oz, Λh – разностный аналог дифференциального оператора вертикальной диффу-
зии, S(Φ) – источниковые члены уравнений (2) – (5), (7), (8). Заметим, что вы-
бранный способ аппроксимации для конвективно-диффузионных уравнений по-
зволяет использовать при их численном решении экономичный метод прогонки
вдоль вертикальных сеточных линий.

В гидродинамической части модели для согласования полей скорости и давле-
ния использовалась схема предиктор – корректор, в соответствии с которой
явно-неявная схема (22) для уравнений движения (2) – (4) выполняла функцию
предиктора для компонент скорости, а коррекция поля скорости с целью удовле-
творения сеточного аналога уравнения неразрывности (1) осуществлялась на ос-
нове итерационного решения дискретного уравнения Пуассона для поправки к не-
гидростатической части давления 1n n

h h hp p p+′ = − .
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П а р а л л е л ь н ы й  а л г о р и т м

В качестве основного подхода распараллеливания для мезомасштабной метео-
рологической модели TSUNM3 выбрана геометрическая декомпозиция сеточной
области на подобласти: каждому процессорному элементу вместе с выделенной
сеточной подобластью распределяются все значения сеточной функции, принад-
лежащие этой подобласти [23]. Из-за используемого шаблона явно-неявной раз-
ностной схемы для вычисления очередного приближения в приграничных узлах
каждой подобласти необходимо знать значения сеточной функции с соседнего
граничащего процессорного элемента. Для этого на каждом вычислительном узле
создаются фиктивные ячейки для хранения данных с соседнего вычислительного
узла и организуются пересылки этих граничных значений, необходимых для
обеспечения однородности вычислений [23]. Для передачи данных другим про-
цессорным элементам и получения необходимых для продолжения вычислений
данных от них в данной работе используется стандарт передачи сообщений MPI
(Message Passing Interface).

В данной работе для решения разностного уравнения (22) используется метод
прогонки, для разностного уравнения для поправки давления hp′  применяется по-
линейный метод Зейделя с красно-черным упорядочиванием узлов вычислитель-
ной сетки [23, 24], параллельная реализация которого при проведении расчетов
показывает независимость скорости сходимости итерационного процесса от ко-
личества применяемых процессорных элементов. Важно, что такая реализация ал-
горитма на многопроцессорной вычислительной системе целиком сохраняет
свойство последовательного алгоритма и очень хорошо масштабируется на любое
разумное количество вычислительных узлов.

Некоторые результаты и их обсуждение

Разработанная мезомасштабная модель была применена к исследованию  ме-
теорологических условий над г. Томск (85.0оE 56.5оN, центр города) и аэропортом
Богашево (85.21оE, 56.38оN).

Результаты расчетов по мезомасштабной метеорологической модели TSUNM3
сравнивались с измерениями, полученными с помощью метеорологических при-
боров Центра коллективного пользования «Атмосфера» Института оптика атмо-
сфера СО РАН им. В.Е. Зуева для различных сезонных условий [25].

Ниже представлены сравнительные данные расчета метеовеличин по модели и
фактические наблюдения в районе размещения датчиков за 25 ноября 2016 г. По
метеосводкам, в этот день в районе Томска на протяжении всех суток наблюдался
интенсивный снегопад, за сутки выпало более 10 мм осадков. Ветер юго-юго-
восточного направления, постепенно переходящий в юго-юго-западное. Скорость
ветра составляла 3–5 м/с, погода характеризовалась высокой влажностью и тем-
пературой, близкой к климатической норме (минимальная ночью −11 °С, макси-
мальная – днем –5 °С). Рис. 2 является прекрасной иллюстрацией описанных про-
цессов. Расчеты по модели практически в точности повторяют изменение основ-
ных метеорологических параметров, улавливая их изменения в течение времени:
суточный ход температуры воздуха, высокая относительная влажность, незначи-
тельное увеличение скорости ветра при приближении фронта в период 06–09 ч) и
изменение его направления. Различие прогностических метеоданных от измерен-
ных находится в пределах погрешности измерительных приборов.
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25 ноября 2016 г.
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Рис. 2. Рассчитанные с помощью мезомасштабной модели TSUNM3
и измеренные ультразвуковой метеостанцией «Метео-2» приземные
значения температуры и относительной влажности воздуха, а также
скорости и направления ветра для 25 ноября 2016 г. в районе разме-
щения приборов ЦКП «Атмосфера»
Fig. 2. Surface temperature and relative humidity values, as well as wind
speed and direction calculated with the use of the TSUNM3 mesoscale
model and measured by the Meteo-2 ultrasonic weather station for No-
vember 25, 2016 in the area where the instruments of the Atmosfera Col-
lective Use Center are located.
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Вертикальный профиль температуры воздуха смоделирован также очень точно
на всех высотах (рис. 3): суточные изменения у земли и высотный ход, различие с
профилемером не превышает на отдельных высотах 1.5 °С.
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Рис. 3. Рассчитанные с помощью мезомасштабной модели TSUNM3 и измеренные темпе-
ратурным профилемером МТР-5 вертикальные профили температуры для 25 ноября 2016 г.
в районе размещения приборов ЦКП «Атмосфера»
Fig. 3. Vertical temperature profiles calculated with the use of the TSUNM3 mesoscale model
and measured by the MTR-5 temperature profile meter for November 25, 2016 in the area where
the instruments of the Atmosfera Collective Use Center are located.

Результаты сравнения прогностических и измеренных метеовеличин за 21 мая
2018 г. представлены на рис. 4–6. По метеосводкам (http://rp5.ru), исследуемый
район находился в теплом секторе циклона, расположенного северо-восточнее.
Отмечалась облачная с прояснениями погода, местами в районе осадки. Преобла-
дала погода с выраженным суточным ходом температуры, влажности, преоблада-
нием южного – юго-западного ветра.

Моделью TSUNM3 были предсказаны эти особенности. Различие в температу-
ре не превысило 2 °С, по скорости ветра погрешность составила не более 2 м/с,
рассчитанные относительная влажность и направление ветра были незначительно
завышены (максимальное различие составило соответственно 15 % и 60°).

Прогноз вертикального профиля температуры оказался менее удачен ночью и
рано утром (00 и 06 ч). В ночной срок модель не предсказала температурную ин-
версию в слое до 200 м и более резкое понижение температуры выше этого слоя,
хотя значения температуры у земли и на высоте 1 км совпали. В утренний срок
модель также не «увидела» изотермию. Но при этом различия в показаниях
не превысили 1.5 °С. В остальные сроки вертикальный профиль был предсказан
верно (включая и следующий ночной срок, когда наблюдалась инверсия темпера-
туры).

Сравнение рассчитанных по модели и фактических данных по скорости и на-
правлению ветра на высотах в приземном слое показало, что на высотах скорость
ветра незначительно занижается, а направление – завышается. При этом с увели-
чением заблаговременности ошибки возрастают (по скорости различие с измере-
ниями не более 4 м/с, по направлению – не более 40°).



Мезомасштабная метеорологическая модель TSUNM3 47

21 мая 2018 г.
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Рис. 4. Рассчитанные с помощью мезомасштабной модели TSUNM3
и измеренные ультразвуковой метеостанцией «Метео-2» приземные
значения температуры и относительной влажности воздуха, а также
скорости и направления ветра для 21 мая 2018 г. в районе размеще-
ния приборов ЦКП «Атмосфера»
Fig. 4. Surface temperature and relative humidity values, as well as wind
speed and direction calculated with the use of the TSUNM3 mesoscale
model and measured by the Meteo-2 ultrasonic weather station for May
21, 2018 in the area where the instruments of the Atmosfera Collective
Use Center are located.
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Рис. 5. Рассчитанные с помощью мезомасштабной модели TSUNM3 и измеренные темпе-
ратурным профилемером МТР-5 вертикальные профили температуры для 21 мая 2018 г. в
районе размещения приборов ЦКП «Атмосфера»
Fig. 5. Vertical temperature profiles calculated with the use of the TSUNM3 mesoscale model
and measured by the MTR-5 temperature profile meter for May 21, 2018 in the area where the in-
struments of the Atmosfera Collective Use Center are located.
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Рис. 6. Рассчитанные с помощью мезомасштабной модели TSUNM3 и измеренные содаром
«Волна-4М» вертикальные профили скорости и направления ветра для 21 мая 2018 г. в
районе размещения приборов ЦКП «Атмосфера»
Fig. 6. Vertical profiles of wind speed and direction calculated with the use of the TSUNM3
mesoscale model and measured by the Volna-4M sodar for May 21, 2018 in the area where the
instruments of the Atmosfera Collective Use Center are located.
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Результаты прогнозирования осадков

Способности модели TSUNM3 по предсказанию осадков в условиях Сибир-
ского региона были оценены также для нескольких выбранных исторических дат
в период 2016–2018 гг. (11.07.2016, 24.11.2016, 27.06.2016, 5.08.2017, 6.08.2017,
25.01.2017, 29.12.2017, 2.05.2018, 8.05.2018, 21.05.2018), когда наблюдались ин-
тенсивные осадки на территории аэропорта Богашево и которые фиксировались
стандартными метеонаблюдениями.

На рис. 7 представлены рассчитанные по модели TSUNM3 осадки в районе аэ-
ропорта г. Томск – Богашево во время 25 ноября 2016 г. и 8 мая 2018 г. Из рисун-
ка видно, что первый период времени характеризуется осадками в виде снега. На-
блюдения в аэропорту (http://rp5.ru) указывают на непрекращающиеся снежные
осадки в течение суток с усилением в интервалы времени: 7:00−9:30, 17:00−18:30.
Во второй период времени до 10:30 метеорологами фиксировалось выпадение
снега, затем до 17:00 наблюдались исключительно жидкие осадки. После 17:00
шел слабый снег и дождь. В целом, модель TSUNM3 удовлетворительно предска-
зала наблюдаемый характер изменения осадков в течение суток для каждого вы-
бранного периода.
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Рис. 7. Предсказанные значения накопленных за 1 ч осадков
на 25 ноября 2016 г. и на 8 мая 2018 г. в районе аэропорта Богашево

Fig. 7. Predicted values of precipitation accumulated for 1 hour
as of  November 25, 2016 and May 8, 2018 in the area of Bogashevo Airport
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Результаты оценки качества численного прогноза осадков по факту их выпа-
дения даны в таблице. Последний столбец отражает характеристики для всех слу-
чаев выпадения осадков (дождь, снег, град). Качество численных прогнозов осад-
ков устанавливается по факту их наличия или отсутствия и количеству осадков
путем сравнения рассчитанных данных об осадках с фактическими наблюдения-
ми. При оценке прогноза осадков по факту рассчитывается общая оправдываемость
U, оправдываемость прогноза «осадки» U+ и «без осадков» U−, предупрежденность
случаев с осадками P+, без осадков P− (все значения рассчитываются в %) и крите-
рий качества Пирси – Обухова T. Для получения этих характеристик строится таб-
лица сопряженности, показывающая соотношение между количеством случаев
прогноза и фактом выпадения осадков.

При оценке качества прогноза осадков по факту их выпадения использованы
ежечасные прогностические и фактические данные об осадках для рассмотренных
выше дат.

Характеристики качества прогноза осадков по факту их выпадения

№
п/п Характеристики Прогноз

дождя
Прогноз
снега

Прогноз
осадков
в целом

1 Общая оправдываемость U 77 68 74
2 Оправдываемость прогноза наличия осадков  U+ 34 68 57
3 Предупрежденность факта наличия осадков Р+ 59 98 87
4 Оправдываемость прогноза факта отсутствия осад-

ков U−
92 – 91

5 Предупрежденность факта отсутствия осадков Р− 80 – 67
6 Критерий Пирси – Обухова T 39 – 54

Из таблицы можно сделать следующие выводы:
- общая оправдываемость всех видов осадков по модели TSUNM3 составляет

74 %;
- для всех осадков характеристики 1, 2, 4 и 6 соответствуют качеству совре-

менных мезомоделей;
- предупрежденность факта наличия осадков выше, а факта отсутствия осадков

несколько ниже, чем для известных моделей;
- общая оправдываемость дождя несколько выше, чем снега;
- модель TSUNM3 лучше прогнозирует факт отсутствия дождя, а по снегу

лучше прогнозируется факт его наличия, что связано, возможно, с особенностями
выборок;

- модель точно прогнозирует фазовое состояние осадков: только в одном слу-
чае дождь был дан в прогнозе как снег;

- из 6 случаев выпадения града модель не спрогнозировала его.
Что касается оценки модели по прогнозу количества осадков, то в связи с от-

сутствием фактических ежечасных данных по их количеству получить численные
характеристики не удается. Однако можно предварительно сказать, что по факту
«дождь» и «ливневой дождь» модель прогнозирует на соответствующий час ко-
личество осадков от 0.2 до 1.0 мм. В случае выпадения снега по факту «снег» рас-
четы по модели TSUNM3 дают количество осадков до 1 мм/ч, при осадках «лив-
невой снег» прогнозы по модели дают от 1 до 5 мм/ч.
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Заключение

Рассмотрены математическая постановка и параллельный алгоритм реализа-
ции создаваемой в ТГУ мезомасштабной метеорологической модели высокого
разрешения TSUNM3, для которой в качестве «ведущей» глобальной модели про-
гноза погоды использовались расчеты по модели оперативного прогноза погоды
ПЛАВ Гидрометцентра РФ.

Представлены результаты численного прогнозирования основных метеороло-
гических параметров атмосферы (температура, влажность воздуха, скорость и на-
правление ветра) и осадков в различные сезоны в Сибирском регионе. Модель
была применена для заранее выбранных исторических дат, характеризующихся
интенсивным выпадением осадков в виде дождя, снега или крупы в Томском рай-
оне. В качестве параметризации микрофизики атмосферной влаги использовалась
модель Хонга и Лима WSM6 [7] и параметризация взаимодействия атмосферного
пограничного слоя с почвой ISBA [15], предсказывающая изменение температуры
и влажности поверхности. Апробация моделей проведена на наблюдениях, полу-
ченных с помощью содара «Волна-4М», температурного профилеметра MTP-5 и
ультразвуковых метеостанций «Метео-2» ЦКП «Атмосфера». Кроме того, резуль-
таты численного прогноза сравниваются с фактическими погодными наблюде-
ниями в аэропорту г. Томска Богашево.

Результаты расчетов, направленные, в первую очередь, на валидацию разраба-
тываемой авторами мезомасштабной метеорологической модели TSUNM3, пока-
зали следующее. В целом, усовершенствованная модель TSUNM3 адекватно от-
ражает время выпадения и интенсивность осадков, при этом однако в отдельных
случаях время начала и окончания их не всегда совпадают, различие может дости-
гать нескольких часов. Достоверно отображается фазовое состояние осадков. Бо-
лее 70 % случаев выпадения осадков подтверждено численными расчетами. Мо-
дель удовлетворительно прогнозирует температурно-влажностные характеристи-
ки. Качество модели по прогнозу осадков сопоставимо с современными моделями
мезомасштаба, например с моделью Weather Research and Forecasting (WRF).
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The paper describes the mathematical formulation and numerical method of the TSUNM3
high-resolution mesoscale meteorological model being developed at Tomsk State University. The
model is nonhydrostatic and includes three-dimensional nonstationary equations of
hydrothermodynamics of the atmospheric boundary layer with parameterization of turbulence,
moisture microphysics, long-wave and short-wave (solar) radiation, and advective and latent heat
flows in the atmosphere and at the boundary of its interaction with the underlying surface.

The numerical algorithm is constructed using structured grids with uniform spacing in
horizontal directions and condensing to the Earth surface in the vertical direction. When
approximating the differential formulation of the problem, the finite volume method with the
second order approximation in the spatial variables is used. Explicit-implicit approximations in
time (Adams–Bashforth and Crank–Nicolson) are used to achieve second-order accuracy in time.

The paper presents results of numerical forecasting of the main meteorological parameters of
the atmosphere (temperature, humidity, wind speed and direction) and precipitation in different
seasons in the Siberian region. The models were tested with the help of observations obtained
using the Volna-4M sodar, MTR-5 temperature profile meter, and Meteo-2 ultrasonic weather
stations of the Atmosfera Collective Use Center.

The improved TSUNM3 model is shown to adequately reflect the precipitation time and
intensity. However, in some cases, the times of its beginning and end do not always coincide, the
difference can reach several hours. The precipitation phase state is reflected reliably. Over 70% of
precipitation cases are confirmed by numerical calculations. The model satisfactorily predicts
temperature and humidity characteristics. The quality of the precipitation forecast model is
comparable to the modern mesoscale models, such as the Weather Research and Forecasting
(WRF) model.
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ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ МОДУЛЕЙ НАД CSP-КОЛЬЦАМИ1

Исследуется тензорное произведение модулей над csp-кольцами. Получены
критерии равенства такого произведения нулю. Полностью описаны чистые
подмодули и плоские модули в категории модулей над csp-кольцом.

Ключевые слова: csp-кольцо, тензорное произведение, чистый подмодуль,
плоский модуль.

1. Введение

Через Z и Jp мы обозначаем кольцо целых чисел и кольцо целых p-адических
чисел соответственно; ■ – символ конца доказательства или его отсутствия.

Пусть L – некоторое бесконечное множество простых чисел. Для числа p ∈ L
зафиксируем кольцо Rp, которое совпадает либо с Jp, либо с некоторым кольцом
вычетов Z /pkZ (для разных p число k > 0 может быть разным). Обозначим

p
p L

K R
∈

= ∏  и p
p L

T R K
∈

= ⊂⊕ ;

очевидно, что T – идеал кольца K.
Назовём csp-кольцом всякое содержащее T подкольцо R кольца K, такое, что

факторкольцо R0 = R /T есть поле. Если L совпадает с множеством всех простых
чисел и Rp = Jp при всех p, а R0 изоморфно полю рациональных чисел Q, то соот-
ветствующее csp-кольцо (оно определено однозначно) называют кольцом псевдо-
рациональных чисел. Это кольцо было независимо введено в работах Фомина [1] и
Крылова, Пахомовой и Подберезиной [2] для исследования ряда важных классов
смешанных абелевых групп. Позже Крылов предложил рассматривать csp-кольца
(как обобщение кольца псевдорациональных чисел).

Зиновьев [3] дал описание инъективных модулей над csp-кольцами; в работах
[4] и [5] автором были получены структурные теоремы для проективных модулей
над такими кольцами. В настоящей статье полностью описаны чистые подмодули
и плоские модули над произвольным csp-кольцом R.

Напомним основную терминологию, касающуюся чистых подмодулей.
Определение. Подмодуль B правого S-модуля A называется:
– чистым (говорят также «чистым в смысле Кона»), если для каждого левого

S-модуля F индуцируемый естественным вложением модуля B в A гомоморфизм
B ⊗S

 F → A ⊗S
 F является мономорфизмом;

– ∩-чистым, если B ∩ Ax = Bx при всех x ∈ S.
Известно, что каждое прямое слагаемое модуля является чистым и ∩-чистым

подмодулем; для ∩-чистой подгруппы (абелевой) группы используется и термин

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (соглашение №

075-02-2020-1479/1).
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«сервантная подгруппа». Из того, что кольца Z и Jp являются областями главных
идеалов, можно вывести (см. [6]) следующее утверждение:

Теорема 1. а) Подгруппа абелевой группы чиста в том и только в том случае,
когда она сервантна (т.е. ∩-чиста).

б) Если A есть Jp-модуль, то его подмодуль B чист в том и только в том случае,
когда B ∩ pkA = pkB для всех k > 0 (т.е. когда B является ∩-чистым подмодулем). ■

Для p ∈ L кольца Rp и их единичные элементы ep естественным образом ото-
ждествляются с соответствующими идеалами и идемпотентами кольца R, в этом
случае Rp = Rep. Заметим, что кольцо Rp ( p ∈ L) допускает ровно одну модульную
структуру как над самим собой, так и над кольцом R; поэтому в дальнейшем мы
рассматриваем все Rp как R-модули, не оговаривая это дополнительно.

Если A – модуль над R, будем писать A0 = A /AT и Ap = Aep для p ∈ L (заметим,
что это согласуется с обозначениями R0 и Rp). Очевидно, Ap является Rp-модулем
при любом p ∈ L0, где L0 = L ∪{0}. Для всякого R-модуля A можно рассматривать
точную последовательность R-модулей

00 0AT A A⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ , (1)

при этом справедливы равенства

p p p
p L p L p L

AT A Re Ae A
∈ ∈ ∈

= ⋅ = =⊕ ⊕ ⊕ . (2)

Утверждения следующей леммы устанавливаются непосредственно.
Лемма 2. Пусть A – модуль над кольцом R. Тогда:
а) A = Ap

 ⊕ A(1 − ep) для любого p ∈ L;
б) для любых различных p, q ∈ L0 выполнено (Ap)q = 0;
в) (A0)0 ≅ A0 и для любого p ∈ L выполнено (Ap)p = Ap;
г) A = 0 в том и только в том случае, когда Ap = 0 для всех p ∈ L0. ■
Напомним, что если дан кольцевой гомоморфизм ε: S → Σ, то каждый правый

(левый) Σ-модуль G можно рассматривать как правый (левый) S-модуль, полагая
gs = gε(s) (соответственно sg = ε(s)g) при всех g ∈ G, s ∈ S. Отсюда вытекает, что
для любых правого и левого модулей A и F над Σ мы можем задать канонический
эпиморфизм A ⊗S

 F → A ⊗Σ
 F, переводящий все элементы a ⊗S f в элементы a ⊗Σ f

(здесь a ∈ A и f ∈ F ). Известно [7], что если гомоморфизм S → Σ сюръективен, то
указанный канонический эпиморфизм будет изоморфизмом при любых A и F.

Замечание 3. Обе абелевых группы A ⊗S
 F и A ⊗Σ

 F по определению являются
факторгруппами одной и той же свободной абелевой группы (свободным базисом
которой служит множество A × F ). Таким образом, инъективность канонического
эпиморфизма A ⊗S

 F → A ⊗Σ
 F эквивалентна равенству A ⊗S

 F = A ⊗Σ
 F.

2. Условия равенства тензорного произведения нулю

Замечание 4. Для произвольного p ∈ L0 в силу существования гомоморфизма
колец R → Rp всякий Rp-модуль естественным образом превращается в R-модуль.
При этом ввиду сюръективности данного гомоморфизма тензорные произведения
двух произвольных Rp-модулей над R и над Rp совпадают (см. замечание 3).

Предложение 5. Пусть A и F – модули над R, и пусть αp: Ap
 ⊗R

 F → A ⊗R
 F, где

p ∈ L, – гомоморфизм, индуцируемый естественным вложением модулей Ap → A,
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а гомоморфизм α0: A ⊗R
 F → A0

 ⊗R
 F индуцируется естественным эпиморфизмом

A → A0. Тогда:
а) αp является мономорфизмом при всех p ∈ L;
б) при всех p ∈ L выполнено (A ⊗R

 F )p = Im αp;
в) Ker α0 = (A ⊗R

 F )T;
г) при всех p ∈ L0 выполнено (A ⊗R

 F )p ≅ Ap
 ⊗R

 F ≅ Ap
 ⊗R

 Fp.
Доказательство. Утверждение а) следует из того, что Ap – прямое слагаемое

(и, значит, чистый подмодуль) модуля A, если p ∈ L.
б) Пусть p ∈ L. Для произвольных элементов a ∈ Ap и f ∈ F в R-модуле A ⊗R

 F
выполнено a ⊗R f = aep

 ⊗R f = (a ⊗R f )ep ∈ (A ⊗R
 F )ep, откуда получаем, что модуль

Im αp содержится в модуле (A ⊗R
 F )ep = (A ⊗R

 F )p. Обратно, если a ∈ A и f ∈ F, то
(a ⊗R f )ep = aep

 ⊗R f ∈ Im αp. Тем самым доказано, что (A ⊗R
 F )p ⊂ Im αp, а значит,

справедливо равенство (A ⊗R
 F )p = Im αp.

в) Рассмотрим точную (см., например, [8]) последовательность
0

0 0R R RAT F A F A Fαα⊗ ⎯⎯→ ⊗ ⎯⎯→ ⊗ ⎯⎯→ , (3)

индуцированную последовательностью (1). Ввиду (2) мы имеем

0( ) ( ) Im Im KerR R p p
p L p L

A F T A F
∈ ∈

⊗ = ⊗ = α = α = α⊕ ⊕ .

г) Из утверждений а) и б) следует, что (A ⊗R
 F )p = Im αp ≅ Ap

 ⊗R
 F. Поскольку

последовательность (3) точна, то выполнено
(A ⊗R

 F )0 = (A ⊗R
 F ) / (A ⊗R

 F )T = (A ⊗R
 F ) / Ker α0 ≅ A0

 ⊗R
 F.

Наконец, для любого p ∈ L0 имеем (A ⊗R
 F )p ≅ ((A ⊗R

 F )p)p ≅ (Ap
 ⊗R

 F )p ≅ Ap
 ⊗R

 Fp,
что завершает доказательство предложения. ■

Учитывая лемму 2, приходим к такому результату.
Теорема 6. Для R-модулей A и F эквивалентны следующие условия:
1) A ⊗R

 F = 0;
2) A ⊗R

 Fp = 0 при всех p ∈ L0;
3) Ap

 ⊗R
 F = 0 при всех p ∈ L0;

4) Ap
 ⊗R

 Fp = 0 при всех p ∈ L0. ■
Кроме того, из леммы 2 и предложения 5 следует, что для любых R-модулей A

и F и любых различных p, q ∈ L0 выполнено Aq
 ⊗R

 Fp ≅ Aq
 ⊗R

 (Fp)q = Aq
 ⊗R

 0 = 0.
С учётом замечания 4 и условия 4) теоремы 6 вопрос о равенстве A ⊗R

 F нулю
сводится теперь к вопросу о том, при каких условиях равно нулю тензорное про-
изведение в категории модулей над кольцом S, равным Jp, Z /pkZ или R0. Известен
следующий факт (через t(G) обозначаем периодическую часть группы G):

Лемма 7. Для модулей U и V над кольцом S = Jp справедливы утверждения:
а) если t(U ) = U = pU ≠ 0, то U ⊗S

 V = 0 тогда и только тогда, когда выполнено
p(V/t(V )) = V/t(V );

б) если t(U ) = U ≠ pU, то U ⊗S
 V = 0 тогда и только тогда, когда pV = V;

в) если t(U ) ≠ U и t(V ) ≠ V, то U ⊗S
 V ≠ 0. ■

Напомним, что в ситуации S = Z /pkZ категория S-модулей совпадает с катего-
рией pk-ограниченных абелевых групп; поскольку кольцевой гомоморфизм Jp → S
сюръективен, то (см. замечание 3) тензорное произведение двух S-модулей будет
одним и тем же над кольцом Jp и над кольцом S. С учётом леммы 7 и того факта,
что для любого ненулевого S-модуля G выполнено t(G) = G ≠ pG, получаем такое
утверждение: U ⊗S

 V = 0 тогда и только тогда, когда U = 0 или V = 0. Ясно также,
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что указанная эквивалентность остаётся верной и в том случае, когда S является
полем. Приведённые рассуждения вместе с теоремой 6 и леммой 7 дают полный
ответ на вопрос, когда для R-модулей A и F справедливо равенство A ⊗R

 F = 0.

3. Плоские модули и чистые подмодули

Предложение 8. Пусть A, B, F – некоторые R-модули, причём B – подмодуль
модуля A, и пусть гомоморфизмы βp: Bp

 ⊗R
 F → B ⊗R

 F, λp: Bp
 ⊗R

 F → Ap
 ⊗R

 F, где
p ∈ L, и гомоморфизм λ: B ⊗R

 F → A ⊗R
 F индуцированы соответственно естест-

венными вложениями модулей Bp → B, Bp → Ap и B → A. Справедливы следующие
утверждения:

а) Ker (Ker )p p
p L∈

λ = β λ⊕ ;

б) λ является мономорфизмом в том и только в том случае, когда λp является
мономорфизмом при всех p ∈ L.

Доказательство. а) Легко показать, что B ∩ AT = BT, а значит, можно задать
естественное вложение модуля B0 = B /BT в модуль A0 = A /AT; это вложение обо-
значим через μ. Пусть λ0: B0

 ⊗R
 F → A0

 ⊗R
 F есть гомоморфизм, индуцированный

вложением μ, а α0: A ⊗R
 F → A0

 ⊗R
 F и β0: B ⊗R

 F → B0
 ⊗R

 F – это гомоморфизмы,
индуцированные естественными эпиморфизмами A → A0 и B → B0. Диаграмма

0

0

0

0

R R

R R

B F B F

A F A F

β

α

⊗ ⎯⎯→ ⊗
↓ ↓

⊗ ⎯⎯→ ⊗

(вертикальные отображения – λ и λ0) коммутативна, так как и гомоморфизм λ0β0,
и гомоморфизм α0λ переводят каждый элемент b ⊗R f, где b ∈ B и f ∈ F, в элемент
(b + AT ) ⊗R f. Заметим, что μ(B0) – подпространство R0-пространства A0, а значит,
μ(B0) служит для A0 прямым слагаемым (и как R0-пространство, и как R-модуль).
Следовательно, μ(B0) – чистый подмодуль R-модуля A0, а λ0 – мономорфизм.

Пусть y ∈ Ker λ, тогда ввиду предложения 5 имеем

0 0 0 0Ker( ) Ker( ) Ker ( ) ImR p
p L

y B F T
∈

∈ α λ = λ β = β = ⊗ = β⊕ .

Поэтому для подходящего конечного подмножества X ⊂ L справедливо равенство
( )p p

p X
y y

∈
= β∑ , где yp ∈ Bp

 ⊗R
 F.

Пусть αp: Ap
 ⊗R

 F → A ⊗R
 F – это гомоморфизм, индуцируемый естественным

вложением Ap → A. Зафиксируем p ∈ X и рассмотрим коммутативную диаграмму

0

0

p

p

p R R

p R R

B F B F

A F A F

β

α

⎯⎯→ ⊗ ⎯⎯→ ⊗

↓ ↓

⎯⎯→ ⊗ ⎯⎯→ ⊗

(вертикальные отображения – λp и λ; строки диаграммы являются точными ввиду
предложения 5). Так как ypep = yp, то ( ) ( )p p p p p p

p X p X
y y e y e

∈ ∈
= β = β∑ ∑ ; отсюда

0 = λ( y)ep = λ( yep) = λ(βp( yp)ep) = λ(βp( ypep)) = λ(βp( yp))
и, следовательно, yp ∈ Ker(λβp) = Ker(αpλp) = Ker λp (при любом p ∈ X ).
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Тем самым мы доказали, что справедливо включение
Ker (Ker )p p

p L∈
λ ⊂ β λ∑ . (4)

Стоящая в правой части (4) сумма является прямой (поскольку прямой является
сумма подмодулей Im βp ⊂ B ⊗R

 F по всем p из L). Верно и обратное включение,
так как βp(Ker λp) = βp(Ker(αpλp)) = βp(Ker(λβp)) ⊂ Ker λ для любого p ∈ L.

Утверждение б) сразу вытекает из а) в силу инъективности гомоморфизмов βp
при всех p ∈ L. ■

С учётом замечания 4 и условия 4) теоремы 9 вопрос об инъективности гомо-
морфизма B ⊗R

 F → A ⊗R
 F, индуцированного естественным вложением модулей

B → A, сводится к аналогичному вопросу для Rp-модулей.
Теорема 9. Пусть A, B, F – некоторые R-модули, причём B ⊂ A. Эквивалентны

следующие условия:
1) гомоморфизм B ⊗R

 F → A ⊗R
 F инъективен;

2) гомоморфизм Bp
 ⊗R

 F → Ap
 ⊗R

 F инъективен для всех p ∈ L;
3) гомоморфизм B ⊗R

 Fp → A ⊗R
 Fp инъективен для всех p ∈ L;

4) гомоморфизм Bp
 ⊗R

 Fp → Ap
 ⊗R

 Fp инъективен для всех p ∈ L.
Доказательство. Эквивалентность 1) и 2) уже установлена в предложении 8.

Поскольку справедлива импликация 1) ⇒ 2), то из инъективности гомоморфизма
B ⊗R

 Fp → A ⊗R
 Fp для какого-то p ∈ L немедленно следует, что инъективен также

гомоморфизм Bp
 ⊗R

 Fp → Ap
 ⊗R

 Fp – а это даёт нам импликацию 3) ⇒ 4).
4) ⇒ 3). Допустим, что гомоморфизм Bp

 ⊗R
 Fp → Ap

 ⊗R
 Fp, где p ∈ L, является

инъективным. Для произвольного q ∈ L \ {p} имеем Aq
 ⊗R

 Fp = Bq
 ⊗R

 Fp = 0. Таким
образом, при всех q ∈ L гомоморфизм Bq

 ⊗R
 Fp → Aq

 ⊗R
 Fp инъективен. Поскольку

справедлива импликация 2) ⇒ 1), получаем, что гомоморфизм B ⊗R
 Fp → A ⊗R

 Fp
также инъективен.

Установим теперь эквивалентность условий 2) и 4). Зафиксируем p ∈ L; пусть
αp: Ap

 ⊗R
 Fp → Ap

 ⊗R
 F и βp: Bp

 ⊗R
 Fp → Bp

 ⊗R
 F – гомоморфизмы, индуцированные

вложением Fp → F. Рассмотрим коммутативную диаграмму

0

0

p

p

p R p p R

p R p p R

B F B F

A F A F

β

α

⎯⎯→ ⊗ ⎯⎯→ ⊗

↓ ↓

⎯⎯→ ⊗ ⎯⎯→ ⊗

(вертикальные отображения индуцируются вложением модулей Bp → Ap). В силу
предложения 5 строки диаграммы являются точными и, кроме того, выполняется
Ap

 ⊗R
 F = (Ap

 ⊗R
 F )ep = (Ap

 ⊗R
 F )p = Im αp, а значит, αp – изоморфизм (аналогичное

утверждение верно и для βp). Отсюда ясно, что первое вертикальное отображение
будет инъективным тогда и только тогда, когда инъективно второе вертикальное
отображение. ■

Теорема 10 по сути обобщает данное в работе [9] описание плоских модулей
над кольцом псевдорациональных чисел.

Теорема 10. Для R-модуля F эквивалентны следующие условия:
1) F – плоский R-модуль;
2) Fp – плоский R-модуль для всех p ∈ L;
3) Fp – плоский Rp-модуль для всех p ∈ L;
4) Fp является Rp-модулем без кручения для всех p ∈ L, таких, что выполнено

Rp = Jp, и свободным Rp-модулем для всех p ∈ L, таких, что Rp ≠ Jp.
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Доказательство. Импликация 1) ⇒ 2) получается из того факта, что каждый
модуль Fp, где p ∈ L, служит прямым слагаемым R-модуля F.

2) ⇒ 3). Пусть Fp – плоский R-модуль; зафиксируем некоторый модуль A над
кольцом Rp и подмодуль B ⊂ A. Гомоморфизм B ⊗R

 Fp → A ⊗R
 Fp, индуцируемый

естественным вложением B → A, инъективен, откуда в силу замечания 4 следует,
что Fp – плоский Rp-модуль.

3) ⇒ 1). Пусть A – произвольный R-модуль и B – его подмодуль. Из условия 3)
и замечания 4 вытекает, что индуцированный естественным вложением модулей
Bp → Ap гомоморфизм Bp

 ⊗R
 Fp → Ap

 ⊗R
 Fp является мономорфизмом для всякого

p ∈ L, а значит, ввиду теоремы 9 индуцируемый вложением B → A гомоморфизм
B ⊗R

 F → A ⊗R
 F – тоже мономорфизм. Получаем, что F – плоский R-модуль.

Эквивалентность условий 3) и 4) следует из двух хорошо известных фактов:
– Jp-модуль G является плоским тогда и только тогда, когда t(G) = 0;
– модуль над кольцом Z /pkZ является плоским тогда и только тогда, когда он

свободен. ■
Теорема 11. Пусть B – подмодуль R-модуля A. Тогда эквивалентны условия:
1) B – чистый подмодуль R-модуля A;
2) B ∩ AI = BI для любого идеала I кольца R;
3) B есть ∩-чистый подмодуль R-модуля A;
4) Bp – чистый подмодуль Rp-модуля Ap при всех p ∈ L;
5) Bp

 ∩ Ap
 I = Bp

 I для любого p ∈ L и любого идеала I кольца Rp;
6) Bp есть ∩-чистый подмодуль Rp-модуля Ap при всех p ∈ L.
Доказательство. Известно, что импликация 1) ⇒ 2) имеет место для модулей

над произвольным кольцом R (см. [6]).
2) ⇒ 3). Полагая I = Rr для произвольного элемента r ∈ R, получаем требуемое

равенство B ∩ Ar = Br.
3) ⇒ 6). Поскольку мы договорились отождествлять Rp с идеалом кольца R, то

всякий элемент x ∈ Rp можно считать принадлежащим R. Ввиду условия 3) имеем
Bp

 ∩ Ap
 x ⊂ B ∩ Ax = Bx = B(ep

 x) = Bp
 x; следовательно, Bp

 ∩ Ap
 x = Bp

 x (включение
Bp

 x ⊂ Bp
 ∩ Ap

 x очевидно).
Импликации 4) ⇒ 5) ⇒ 6) доказываются так же, как 1) ⇒ 2) ⇒ 3).
6) ⇒ 4). Из условия 6) вытекает, что Bp – сервантная подгруппа группы Ap для

каждого p ∈ L. По теореме 1 получаем, что Bp – чистый подмодуль Rp-модуля Ap
(как в случае Rp = Jp, так и в случае Rp ≠ Jp).

4) ⇒ 1). Пусть F – некоторый R-модуль. Из условия 4) и замечания 4 следует,
что для каждого p ∈ L гомоморфизм Bp

 ⊗R
 Fp → Ap

 ⊗R
 Fp будет мономорфизмом;

применяя теорему 9, получаем, что гомоморфизм B ⊗R
 F → A ⊗R

 F тоже является
мономорфизмом. Таким образом, B – чистый подмодуль R-модуля A. ■
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Let us fix an infinite set L of primes. For every p ∈ L, let Rp be either the ring Jp of p-adic
integers or the residue class ring Z /pkZ (the number k > 0 may depend on p). Define

p
p L

K R
∈

= ∏  and p
p L

T R K
∈

= ⊂⊕ ;

it is clear that T is an ideal of the ring K. By a csp-ring we mean any subring R of the ring K such
that T ⊂ R and the quotient ring R /T is a field.

For any p ∈ L the ring Rp and its identity ep can be identified with the corresponding ideal and
idempotent of R (then Rp = Rep). If A is an R-module, then we write A0 = A /AT and Ap = Aep for
p ∈ L (in particular, R0 = R /T ). It is obvious that Ap is an Rp-module for any p ∈ L ∪{0}.

Theorem 6. Let A and F be R-modules. The following conditions are equivalent:
1) A ⊗R

 F = 0;
2) A ⊗R

 Fp = 0 for all p ∈ L ∪{0};
3) Ap

 ⊗R
 F = 0 for all p ∈ L ∪{0};

4) Ap
 ⊗R

 Fp = 0 for all p ∈ L ∪{0}.
If S coincides with Jp, with Z /pkZ or with a field, then the criteria under which U ⊗S

 V = 0 are
well-known. Thus Theorem 6 gives a full answer to the question of when A ⊗R

 F = 0.
The last two theorems provide a complete description of flat modules and pure submodules in

the category of modules over an arbitrary csp-ring R.
Theorem 10. Let F be an R-module. The following conditions are equivalent:
1) F is a flat R-module;
2) Fp is a flat R-module for all p ∈ L;
3) Fp is a flat Rp-module for all p ∈ L;
4) Fp is a free Rp-module for all p ∈ L with Rp ≠ Jp, and is a torsion-free Rp-module for all

p ∈ L such that Rp = Jp.
Definition. We say that a submodule B of a right S-module A is
– pure if for every left S-module F the homomorphism B ⊗S

 F → A ⊗S
 F induced by the inclu-

sion map B → A is a monomorphism;
– ∩-pure if B ∩ Ax = Bx for every x ∈ S.
Theorem 11. For a submodule B of an R-module A, the following are equivalent:
1) B is a pure submodule of the R-module A;
2) B ∩ AI = BI for every ideal I of R;
3) B is a ∩-pure submodule of the R-module A;
4) Bp is a pure submodule of the Rp-module Ap for every p ∈ L;
5) Bp

 ∩ Ap
 I = Bp

 I for every p ∈ L and every ideal I of Rp;
6) Bp is a ∩-pure submodule of the Rp-module Ap for every p ∈ L.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ БЕГУЩИЕ ВОЛНЫ
И «ОТРИЦАТЕЛЬНАЯ ТЕПЛОЁМКОСТЬ» В СРЕДЕ

С КОНКУРИРУЮЩИМИ ИСТОЧНИКАМИ

Получены новые точные решения волнового уравнения с нелинейными ис-
точниками. Построены уединенные бегущие волны и кинк-решения, форми-
рующиеся при конкуренции двух источников. Определены условия возник-
новения аномального температурного отклика среды на тепловое воздейст-
вие («отрицательная теплоемкость»). Дан пример физической интерпрета-
ции одного из решений: вычислена скорость роста кристалла как функция
переохлаждения расплава.

Ключевые слова: волновое уравнение; нелинейный источник энергии; тем-
пературный отклик среды; переохлажденный расплав.

В современной математической физике важное место занимают волновые урав-
нения с нелинейными источниками (уравнения Клейна – Гордона). Такие источни-
ки позволяют моделировать сложные явления в различных областях естествозна-
ния. В данной работе для определенности будем говорить о процессах волнового
теплопереноса в системе «среда – источник энергии». Волновые задачи являются
важным элементом динамической теории неравновесных состояний вещества [1].

Гиперболическое уравнение теплопроводности, получаемое с помощью вариа-
ционных принципов [2, 3] и учитывающее конечную скорость распространения
тепловых возмущений, имеет вид

2 2

2 2c q
t t x υ

⎛ ⎞∂τ ∂ τ ∂ τ
+ γ = λ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,    (1)

где t – время; x – декартова координата; 0T Tτ = −  есть отклонение температуры
Т от ее отсчетного значения 0 constT ≡ ; с – объемная теплоемкость; λ – коэффи-
циент теплопроводности; γ – время релаксации теплового потока; qυ – мощность
внутренних источников и стоков энергии; скорость распространения тепловых
возмущений равна ( )1 2w c= λ γ . Физические аспекты обоснования уравнения (1)
изложены в [4]. Частным случаем модели (1) является волновое уравнение

( )
2 2

2
2 2w k ,x,t

t x υ
∂ τ ∂ τ

= + τ
∂ ∂

,    (2)

где ( )k q cυ υ= γ ; c,γ – const. Это уравнение характеризует быстрые процессы, в
которых волновой механизм переноса тепла преобладает над диффузионным:

1/ tγ∂ ∂ >> . Основные предпосылки данной работы состоят в следующем:
1. Можно выделить два вида знакопеременных источников ( )q q Tυ υ= . Пусть

1( ) 0q T Tυ = = , где Т1  – пороговая температура, при переходе через которую
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функция qυ(Т) меняет знак. Источник технического происхождения (далее для
краткости tech-источник) обладает следующими свойствами: он положителен в
области «высоких» температур Т  >Т1 , где происходит подвод тепла, и отрицате-
лен в области «низких» температур Т<Т1 , где тепло отводится, например вслед-
ствие теплообмена между элементом технического устройства и окружающей
средой. Таким образом, ( ) 1 0T Tdq dTυ = > .

Источник, типичный для биологической ткани (далее для краткости bio-
источник), обладает свойствами, отличающими его от объектов неживой природы
[5]. Такой источник выполняет уравновешивающую роль компенсатора: в области
«высоких» температур Т>Т1  идет теплоотвод qυ < 0; в области «низких» темпе-
ратур Т<Т1  происходит тепловыделение qυ > 0 в биоткани. Значит, в этом случае
наклон функции источника при пороговой температуре отрицателен:
( ) 1 0T Tdq dTυ = < .

2. Неклассическое явление «отрицательной теплоемкости» (ОТ) состоит в том,
что подвод/отвод тепла дает снижение/рост температуры. Обзор эксперименталь-
ных и теоретических работ по этой проблеме и примеры ОТ в задачах конвекции
стратифицированных двухкомпонентных жидкостей в поле силы тяжести даны в
[6]. Некоторые нелинейно-волновые аспекты явления ОТ представлены в [7].

Будем рассматривать автомодельные решения волнового уравнения, применяя
аргумент типа «бегущая волна»:

( )τ = τ ζ , 'x Mtζ = − , ' /x x w= ,
2

2 2 1
kd

d M
υτ

=
ζ −

,  (3)

где M  =  N /w – тепловое число Маха; N – скорость перемещения волны ζ = 0,
x0 = Nt, N > 0; N, w – const. Процесс «дозвуковой» при M 2 <1, процесс «сверхзву-
ковой» при M 2 >1. Таким образом, переход «дозвук»↔«сверхзвук» означает ин-
версию знака правой части (3). Предметом исследования является случай, когда

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2 1k , M f g ,υ τ ζ = − τ − τ ζ , ( )2g Q= τ ζ , (4)

причем Q2 (ζ = 0) > 0, Q 2→0 при ζ→±∞. Далее источник τQ2  называем сосредото-
ченным, потому что при всех конечных τ(ζ) его воздействие проявляется главным
образом в окрестности волны ζ = 0. Кроме того, мы рассматриваем пример перио-
дической зависимости Q2 (ζ) от волновой координаты. Источник f (τ) нелинеен по
температуре и может быть знакопеременным.

Цель работы: 1) построить функции Q2 (ζ), f (τ), допускающие точное аналити-
ческое решение волновой задачи; 2) изучить конкурентное взаимодействие сосре-
доточенного и нелинейного источников (4) и указать примеры существования ОТ.

Алгоритм построения решения

Возьмем за основу дифференциальное уравнение для неизвестной функции
θ = θ(ζ):

( ) ( )2
2

2
dFd F

dd
ζθ ⎡ ⎤= ζ + θ⎢ ⎥ζζ ⎣ ⎦

.    (5)

Здесь F(ζ) – произвольная функция. Одно из частных решений этого уравнения
имеет вид [8]



66 О.Н. Шабловский

( )0
0

exp F d
ζ⎡ ⎤

θ = τ ζ ζ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ,  τ0 ≡ const.   (6)

Выполним преобразование F = iQ, θ = θ1+iθ2 и тогда, выделяя в (5) действитель-
ную и мнимую части, получим систему уравнений

2
21

1 22
d dQQ

dd
θ

= − θ − θ
ζζ

,  
2

22
2 12

d dQQ
dd

θ
= − θ + θ

ζζ
,   (7)

которой удовлетворяют функции θ1 = τ0cosJ, θ2 = τ0sinJ, dJ/dζ = Q. Очевидно,
что здесь θ2Q = –dθ1/dζ, θ1Q = dθ2/dζ. Переобозначим θ1→τ и запишем первое
уравнение (7) в виде

2
2

2
1d dQ dQ
Q d dd

τ τ
= −τ +

ζ ζζ
.  (8)

Аналогичным образом можно поступить с уравнением для θ2; новых результатов
это не дает. В уравнении (8) примем связь

( )1 dQ d f
Q d d

τ
= τ

ζ ζ
,

которая означает переход к источнику вида (4); см. также (3). С учетом решения

0 cos Jτ = τ ,  dJ d Qζ =   (9)

получаем ( ) ( ) ( )2 2
0 sin J d J d f−τ ζ = τ . Теперь возьмем

( ) ( ) ( )2 2
0f Dτ = τ − τ τ . (10)

В итоге имеем дифференциальное уравнение для функции J = J(ζ):
2

02 sind J D J
d

= −τ
ζ

,  ( )0 cosD D J= τ = τ .   (11)

Выбор отдельных частных зависимостей D(τ) дает возможность получить точные
решения уравнения (11). А это значит, что решение (9) будет удовлетворять урав-
нению (3) с источником (4), (10). Таким образом, в данном классе решений влия-
ние сосредоточенного источника на градиент температуры описывается формулой
( ) ( )2 2 2 2

0d d Qτ ζ = τ − τ . Конкуренция источников f и g наблюдается там, где эти

функции одного знака; на рисунках области конкуренции отмечены звездочкой.
При анализе ОТ-ситуаций рассматриваем температурные интервалы, где кон-

куренция отсутствует. Кроме того, учитываем, что ∂τ/∂t = –Ndτ/dζ, N >  0. При
фиксированном x имеем аномальный температурный отклик среды, если в этой
точке dτ/dζ >  0,т.е. ∂τ/∂t <  0 и kυ >  0 либо dτ/dζ < 0 и kυ < 0. Области, где суще-
ствует явление ОТ, отмечены на рисунках черным треугольником.

Решения на основе уравнения синус-Гордона

Обсудим варианты, когда (11) можно представить в виде уравнения синус-
Гордона, определяющего автомодельное решение  J = J(ζ):

2

0 02 sind J D BJ
d

= −τ
ζ

, (12)
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где D0 – положительная постоянная; B ≥ 1 – целое число. Далее применяем из-
вестные частные решения [9] этого уравнения: если τ0 < 0, то

( ) ( )4 arctgJ B Eζ = , ( )0 0expE D B= ζ −τ ;     (13)

если τ0 > 0, то

( ) ( ) ( )4 arctgJ B B Eζ = −π + , ( )0 0expE D B= ζ τ . (14)

Из этих формул легко получаем функцию Q2 (ζ) сосредоточенного источника.
Укажем отдельные примеры точных решений вида (9).

Пусть B = 1, D(τ) ≡  D0, ( ) ( )22 4 2
0 1 6 1E E Eτ = ±τ − + + ; здесь верхний и ниж-

ний знаки «±», а также выражения Е(ζ) соответствуют (13) и (14). Функции ис-
точников такие:

( ) ( )2 2
0 0f Dτ = τ − τ ,  ( ) ( )22 2 2

0 016 1 0Q D Е Еζ = τ + >∓ ,

где Q2  → 0 при ζ → ±∞. Схематическое изображение нелинейного источника по-
казано на рис. 1, а для τ0 < 0. При τ0 > 0 решение обладает аналогичными свой-
ствами. В данном случае решение имеет структуру уединенной волны:
ζ → ±∞, τ → τ0, τ(ζ = 0) = –τ0; выпуклость линии τ(ζ) обращена вверх, рис. 1, b.
Функция τ(ζ) – знакопеременная: τ = 0 при ζ = ζ1, ζ = ζ2 = –ζ1, где

( )2 2
1 1 3 2 2E Е= ζ = ζ = − , ( )2 2

2 2 3 2 2E Е= ζ = ζ = + . Своеобразие ситуации в
том, что именно при ζ = 0 достигает максимума функция Q 2 (ζ), и в этой точке об-
ращается в ноль нелинейный источник. Конкуренция источников f > 0 и g > 0 на-
блюдается в интервале [0, −τ0). Таким образом, формирование уединенной волны
происходит под влиянием преобладающего воздействия сосредоточенного источ-
ника. После перемены знака функции τ(ζ) конкуренция отсутствует (f  >  0, g  < 0),
и профиль волны выравнивается. Нетрудно видеть, что ОТ-ситуация наблюдается
в сверхзвуковом/дозвуковом режиме слева/справа от возвышения волны, рис. 1.

* 

τ

ζ 12 0

b
(M 2 –1)f ( )τ  

– 0  τ0  0 

* 

а
 

τ τ

– 0τ

0τ

ζζ

Рис. 1. Решение (9), (12) при B = 1, τ0 < 0: а – функция нелинейного источ-
ника; b – уединенная волна; * – область конкуренции источников; ▲ – об-
ласть существования «отрицательной теплоемкости»; − − − функция источ-
ника в сверхзвуковом (М 2 >1) режиме; —— функция источника в дозвуко-
вом (М 2 <1) режиме
Fig. 1. Solution (9), (12) for B = 1, τ0 < 0: (a) nonlinear source function; (b) sole
wave; (*) the region of source competition; (▲) the negative heat capacity region;
− − − the source function in the supersonic regime; —— the source function in
the subsonic regime
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Например, в дозвуковом режиме явление ОТ существует в фиксированной точке
x = x1>ζ1 > 0 при )10,t t⎡∈ ⎣ , где t1 = (x1–ζ1)/N есть конечное время, в течение кото-

рого волна проходит расстояние x1–ζ1.
Пусть

B =  2, 02 cosD D J= , ( ) ( )2 2
0 0 02f Dτ = τ τ − τ τ .  (15)

При τ0 < 0 решения (9), (13) имеют кинк-структуру: τ(ζ) монотонно возрастает
слева направо от τ0 до (–τ0), причем τ(ζ = 0) = 0, рис. 2. Конкуренция источников
отсутствует: f  >  0, g < 0 при ( )0 ,0τ ∈ τ ; f  < 0, g >  0 при ( )00,τ ∈ −τ , рис. 2, а.
ОТ-ситуация существует при М 2 >1 в области решения, соответствующей нижней
(левой) части кинка; при М 2 <1 аномальный отклик получаем в верхней (правой)
части кинка. В дозвуковом режиме явление ОТ существует на конечном интерва-
ле времени )10, t⎡⎣  при каждом ( )1 0,x x= ∈ ∞ , t1 = x1/N. Отметим еще, что при

М 2 >1 нелинейный источник имеет вид, характерный для биоткани: подвод/отвод
тепла происходит в «холодной»/«горячей» температурных областях.

 

 0

b  а

0 τ0 – 0τ τ

(M 2 –1)f ( )τ  
 – 0τ

0 τ

 ζ

Рис. 2. Решение (9), (12) при B = 2, τ0 < 0: а – функция нелинейного источника;
b – кинк-структура. Обозначения такие же, как на рис. 1

Fig. 2. Solution (9), (12) for B = 2, τ0 < 0: (a) nonlinear source function;
(b) kink structure. Notations are the same as for Fig. 1

При τ0 > 0 из (9), (14) получаем уединенную волну: ( ]00,τ ∈ τ , τ(ζ→±∞)→0,
τ(ζ = 0) = τ0. График функции f (τ) (он здесь не приводится) обращен выпуклостью
вверх: имеется конкуренция, f  > 0, g > 0 при ( )00,τ ∈ τ , см. (15). В заключитель-
ной части статьи будет дан пример физической интерпретации этого решения:
движение фазовой границы кристаллизации переохлажденного расплава.

Пусть B = 3, ( )2
0 4cos 1D D J= − , ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 04 / 1f D ⎡ ⎤τ = τ − τ τ τ −⎣ ⎦ . При τ0 < 0

решение имеет кинк-структуру ( )0 0, / 2τ ∈ τ −τ , причем τ(ζ = 0) = τ0/2.  Темпера-
турный интервал (τ0/2, 0), на котором происходит конкуренция источников f  < 0,
g < 0, располагается между двумя интервалами (τ0, τ0/2) и (0,–τ0/2), где конкурен-
ция отсутствует, рис. 3. ОТ существует в сверхзвуковом и дозвуковом режимах,
соответственно в левом и правом интервалах. При τ0 > 0 ситуация аналогична
случаю B = 2: в условиях конкуренции источников f  > 0, g > 0 формируется уеди-
ненная волна при ( ]0 0/ 2,τ ∈ τ τ , τ(ζ→±∞)→ τ0/2, τ(ζ = 0) = τ0. Такие же качест-
венные результаты получаются для B = 4, B = 5.
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/2 – /2 * 

* 

(M 2 –1)f ( )τ  

τ0 τ
τ0 τ0

Рис. 3. Решение (9), (12) при B = 3, τ0 < 0: перемежаемость областей
с отсутствием и наличием конкуренции источников.

Обозначения такие же, как на рис. 1
Fig. 3. Solution (9), (12) for B = 3, τ0 < 0:

alternating regions with and without source competition.
Notations are the same as for Fig. 1

Решения на основе двойного уравнения синус-Гордона

В (11) возьмем D = D0+D1τ, D1 > 0 и получим
22
0 1

0 02 sin sin 2
2
Dd J D J J

d
τ

= −τ −
ζ

.    (16)

Воспользуемся известными частными решениями [9] этого двойного уравнения
синус-Гордона. Нелинейный источник f (τ) имеет вид (10).

Если 2 2 2
0 1 0D Dτ > , то

( ) ( )2 2
0 1 1S Sτ = τ − + ,  2 2 2

2 3thS D D= ζ ,  (17)

( ) ( )2
2 0 1 0 0 1 0 1D D D D D= τ + τ − > , ( )2 2 2

3 0 1 0 12D D D D= τ − ,

( ) ( ) ( )222 2 2 2
0 1 0 1 3 2 3ch shQ D D D D D D⎡ ⎤ζ = τ + ζ + ζ⎢ ⎥⎣ ⎦

.

Параметры задачи оцениваются следующим образом: 1) τ0 > 0, D0 > 0, τ0D1>D0,
τ∞ < 0, 0∞τ < τ ; 2) τ0 < 0, D0 < 0, τ0D1<D0, τ∞ > 0, 0 0∞τ > τ > , где τ∞ = τ(ζ→±∞).
Решение имеет вид уединенной волны, функция τ(ζ) – знакопеременная;
τ(ζ = 0) = τ0. При τ0 < 0 имеем [ )0 , ∞τ ∈ τ τ , выпуклость линии f (τ)≤0 обращена
вниз; при τ0 > 0 имеем ( ]0,∞τ ∈ τ τ , выпуклость линии f (τ)≥0 обращена вверх. Ус-
ловия появления ОТ-ситуации такие же, как для варианта B = 1: см. (12) и рис. 1.

Если в (16) 2 2 2
0 0 1D D> τ , то решение выглядит так:

( ) ( )2 2
0 1 11 1S Sτ = τ − + ,  2 2 2

1 4 5tgS D D= ζ ,  (18)

( ) ( )2
4 0 0 1 0 0 1 1D D D D D= + τ − τ > , ( )2 2 2

5 0 0 1 12D D D D= − τ ,

( ) ( ) ( )222 2 2 2
0 0 1 1 5 2 5cos sinQ D D D D D D⎡ ⎤ζ = + τ ζ + ζ⎢ ⎥⎣ ⎦

.
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Параметры задачи оцениваются следующим образом: 1) τ0 > 0, D0 > 0, D0 > τ0D1;
2) τ0 < 0, D0 < 0, D0 < τ0D1. Качественные свойства функции f(τ) такие же, как для
предшествующего решения (17). Решение (18) представляет собой цуг волн.
Например, для τ0 > 0 имеем: τ = τ0 при ζD5 = πn0; τ→(–τ0) при ζD5 = πn0±(π/2),
где n0 =  0, ±1, ±2,… . Функция τ(ζ) – знакопеременная, рис. 4; τ = 0 при

( )2 2
5 4tg 1 1D Dζ = < . Каждая отдельная волна располагается по отношению к ар-

гументу ζD5 на интервалах (–π/2, π/2), (π/2, 3π/2) и т.п. Явление ОТ наблюдается в
течение конечного промежутка времени в «холодной» области ( )0 ,0τ ∈ −τ на вос-
ходящем/нисходящем участках отдельной волны при сверхзвуковом/дозвуковом
режиме.

π/2–π/2–π 0 ζD5

τ
τ0

–τ0

Рис. 4. Решение (18): цуг волн при τ0 > 0
Fig. 4. Solution (18): wave chain for τ0 > 0

Для τ0 < 0 график τ(ζ) получается из рис. 4 переворотом на 180° вокруг гори-
зонтальной оси. В этом случае имеем ОТ-ситуацию в «горячей» области на нис-
ходящем/восходящем участках отдельной волны при сверхзвуковом/дозвуковом
режиме.

В (11) возьмем ( )[ ] ( )[ ]0cos 2 cos 2D J m J= − τ  и получим
2

2 2 sin sin
2

d J Jm J
d

= −
ζ

.

Это уравнение имеет точное решение [10]:

4arctgJ u= , ( )[ ] ( )1/ 21 cos 1u m m m= − ζ − , 0<m<1.  (19)

В результате находим

( )
2

0 22

81
1

u

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥τ = τ −
⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦

;  ( )
( )

( )

2 2 1/ 2
0 0

0 0

2
1f m

⎡ ⎤τ − τ τ⎛ ⎞
τ = −⎢ ⎥⎜ ⎟τ τ + τ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

;    (20)

( )
( ) ( )

( )

2 2
2

22

16 1 sin 1

1 sin 1

m m m
Q

m m

− ζ −
ζ =

⎡ ⎤− ζ −⎣ ⎦

.    (21)

Обсудим случай τ0 > 0. Периодическое решение (19), (20) дает цуг волн, при-
мыкающих друг к другу при ( )01 / 2m nζ − = π ± π , u→∞. Каждая отдельная вол-
на обращена в своей центральной части выпуклостью вниз и расположена на ин-
тервале вида [ ]1 / 2, / 2mζ − ∈ −π π . Зависимость τ(ζ) может быть знакоперемен-



Нелинейные бегущие волны и «отрицательная теплоёмкость» 71

ной: она принимает значения от τ0 до τ0(1+8m2–8m). Размах колебаний функции
(21) равен 16m. Зависимость f (τ) в (20) примечательна тем, что именно в дозвуко-
вом режиме она представляет нелинейный источник, характеризующий биоткань,
рис. 5. Значение 1 2m =  является пороговым: слева и справа от него различа-

ются знаки величины ( ) ( )00 1 2f mτ = = τ − . При 1 2m ≠ имеется перемежае-

мость областей с наличием и отсутствием конкуренции; в отличие от рассмотрен-
ного выше случая В = 3 (см. рис. 3) здесь конкуренция отсутствует на внутреннем
температурном интервале, примыкающем к τ = 0. ОТ-ситуацию имеем там, где
нет конкуренции. Если 1 2m = , то конкуренция присутствует во всей области
определения решения. Полученные физические результаты нетрудно переформу-
лировать для случая τ0 < 0.

а b

τ0 – 0τ τ τ0 – 0τ τ

(M 2 –1)f ( )τ  (M 2 –1)f ( )τ  

Рис. 5. Решение (20): возможные варианты перемежаемости областей с отсутствием
и наличием конкуренции источников. Обозначения такие же, как на рис. 1

Fig. 5. Solution (20): possible combinations of alternating regions with and without
source competition. Notations are the same as for Fig. 1

Таким образом, решение (20), (21) говорит о том, что в дозвуковом режиме пе-
риодический по волновой координате источник τQ2  действует на фоне нелиней-
ного bio-источника и возбуждает цуг волн.

Еще одно точное решение можно получить, выполнив преобразование ζ→iζ в
формулах (3) и (19) – (21). Эти результаты здесь не приводятся. Отметим только,
что получаемая из (21) функция Q 2 (ζ) описывает дважды сосредоточенный ис-
точник, потому что она дважды достигает максимум: слева и справа от ζ = 0.

Переменная скорость распространения возмущений

Для волнового уравнения (2) рассмотрим случай переменной «скорости звука»:

( )2 2 2
0 1 0w w w= ± τ > , 2 2

1 1w a α= τ ,     (22)

α, a1 – const, ζ = (x/w0)–t, w0 = N,
где α – положительное четное число. Здесь и далее верхний/нижний знаки соот-
ветствуют положительной (p)/отрицательной (n) производной d(w2)/dτ. Уравнение
(2) принимает вид

2 2 2 2
0 1d d w k wυτ ζ = ∓ .   (23)
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Если 1 sink k Bα
υ υ= τ τ ; 1kυ , В – const, то (23) превращается в уравнение синус-

Гордона, определяющее бегущие «звуковые» волны τ = τ(ζ), см. формулы (12) –
(14). Отметим, что в этом случае источник kυ(τ) колеблется по τ с нарастающей
амплитудой – по резонансному типу. Возможны и другие варианты частных зави-
симостей kυ(τ), позволяющие преобразовать (23) к уравнению с известными точ-
ными аналитическими решениями. Изучим два примера, для которых (23) отлича-
ется по структуре от уравнения синус-Гордона. В соответствии со знаком произ-
водной d(w2)/dτ будем говорить о (p) и (n) средах.

Уединенная «звуковая» волна:
2 2

0 1/(1 )Bτ = τ + ζ ; τ0, B – const, τ0 > 0; ( ]00,τ ∈ τ ;   (24)

( )[ ]( ),( ) 2 2 2
1 0 04 / 3p nk k +α

υ = ± τ τ − τ τ , 2 2 2 2
1 1 1 06k a B w= .

Здесь 2
1a – параметр среды; 2

1B – параметр источника. Источники ( ),( ) ( )p nkυ τ – зна-

копеременные, и на периферии волны (ζ→±∞) имеем τ→0, 2 2
0w w→ , kυ→0,

(dkυ/dτ)→0. Возвышение волны, т.е. максимум функции τ(ζ), формируется в точке
ζ = 0, где τ(ζ = 0) = τ0 > 0. Для (р)-среды на возвышении имеем ( ) 0pkυ > ,

( ) 0pdk dυ τ > ; сам источник обладает tech-свойствами. Для (n)-среды на возвыше-

нии имеем ( ) 0nkυ < , ( ) 0ndk dυ τ < ; сам источник обладает bio-свойствами, рис. 6.
Таким образом, на возвышении волны для обеих сред имеем

( )( )( ),( ) 2( ) 0p ndk d d w dυ τ τ > , а кривизна линии τ(ζ) равна
2

( ),( ) 20
0 12

1

( 0) 2p n w
K k B

wυζ = = = τ .

В данном примере она не зависит от 2
1a  и определяется шириной температурного

интервала τ0 и параметром источника 2
1B .

τ–τ0 0 τ0

(n)
kυ(τ)

Рис. 6. Нелинейная среда (22), d(w2)/dτ < 0: объем-
ные источники энергии, действующие в биологиче-
ской ткани; − · − · − источник, возбуждающий уеди-
ненную волну (24); ─── источник, возбуждающий
знакопеременный кинк (25)
Fig. 6. Nonlinear medium (22), d(w2)/dτ < 0: volumetric
energy sources acting in the biological tissue: − · − · −
the source of sole wave (24); ─── the source of alter-
nating kink (25)
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Знакопеременный кинк:

0 1th Bτ = τ ζ ; τ0, B1 – const, τ0 > 0; (25)

( )( ),( ) 2 1 2 2 2
1 0 0

p nk k +α
υ = ± τ τ − τ τ , 2 2 2 2

1 1 1 02k a B w= , ( )0 0,τ ∈ −τ τ .

Аналогично только что рассмотренной уединенной волне, здесь для (р)-среды/(n)-
среды имеем tech-источник/bio-источник, рис. 6. В центральной точке кинка ζ = 0,
τ =  0, dτ/dζ = τ0B1, ( ),( ) 0p nkυ = , ( ),( ) 0p nk dυ τ = . Отметим корреляцию между на-
клоном функции источника в невозмущенных состояниях (ζ→±∞) и наклоном
кинка в его центральной точке:

2( ),( ) 2 2 2
1 0 1 1 0

2 2 2
00 0 0

4 ( ) 4 ( )p nk w B wd
d dw w

υ

ζ=ζ→±∞

⎛ ⎞ τ = τ τ = ττ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟τ ζτ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∓ ∓ .

Здесь отношение 2 2
1 0 0( )w wτ = τ дает количественную характеристику нелиней-

ных свойств среды в интервале температур (–τ0,τ0).

Фазовая граница кристаллизации

Обсудим физическую интерпретацию решения (9), (14), (15) при τ0 > 0. Пусть
линия ζ = 0 есть фазовая граница кристаллизации однокомпонентного чистого
расплава, переохлажденного до температуры T*<Tc, где Tc – равновесная темпера-
тура кристаллизации. Применение волновой модели (2) оправдано тем, что по ме-
ре увеличения переохлаждения усиливается роль локально-неравновесного теп-
лопереноса, см. [1], [11]. Будем рассматривать правую часть уединенной волны в
дозвуковом режиме: ζ≥0, N >  0, М 2 <1,

( )0 2
02 1T T E E− ≡ τ = τ + , ( )0 0exp 2E D= ζ τ , τ0 > 0, D0 > 0,  (26)

( )2
0 0( ) 2 2 1Q Е D Еζ = τ + , ( ]00,τ ∈ τ ,

 k k k+ −
υ υ υ= + ,

( )21 0k M g+
υ = − > , ( )2 1 0k M f−

υ = − < ,

( )2 2
0 0 02f D= τ τ − τ τ , 2 3

0 02g Q D= τ = τ τ .

Возьмем T0  = T*, и тогда τ(ζ→+∞) = 0, а переохлаждение расплава равно
τ(ζ = 0) = Tc–T* = τ0 > 0. Параметр D0 характеризует взаимодействие сосредото-
ченного источника k +

υ  (выделение теплоты фазового перехода) и теплоотвода k −
υ ,

обеспечивающего переохлажденное состояние расплава. Укажем размерность
этого параметра: [ ] ( ) ( )2 2

0 1D q T c t Tυ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= γ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , где [ ] [ ]q q xυ = , q – удельный

тепловой поток. Ясно, что при таком упрощенном подходе источник k+
υ  «разма-

зывает» по ζ подробности взаимодействия границы кристаллизации с жидкой фа-
зой. По отношению к координате x определим толщину слоя перехода от τ = τ0 к
τ =  0 как дробь

0 0max maxx x w d d∆ = τ ∂τ ∂ = τ τ ζ ,
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где знаменатель дроби есть максимальное значение модуля производной dτ/dζ при
[ )0,ζ ∈ ∞ . Расчеты показывают, что

( ) ( ) 0 02 2 1 2 2x w D⎡ ⎤∆ = + + τ⎣ ⎦ .

Таким образом, баланс энергии на фазовой границе можем записать в виде

( )0q x LN+
υ ζ = ∆ = ,    (27)

где LN есть тепловой поток, обусловленный выделением кристаллизационного
тепла; L – теплота фазового перехода единицы объема вещества. Левая часть
формулы (27) – это количественная оценка теплового потока, который создается
сосредоточенным источником при ζ = 0; ( )q k c+ +

υ υ= γ . После аналитических пре-
образований, основанных на решении (26), из (27) получаем

( ) ( )1 4 1 2N w M= = + Γ − Γ , (28)

где ( )2 3 4 2
0 04D w LΓ = λ τ  – положительный безразмерный параметр. В физическом

отношении основной интерес представляет зависимость скорости фазовой грани-
цы от переохлаждения: N = N(τ0). Известные в литературе (см. [11] и указанную
там библиографию) данные о высокоскоростной кристаллизации глубоко переох-
лажденных (до 300 К) расплавов чистых металлов говорят о том, что функция
N(τ0) монотонно возрастающая, dN/dτ0 > 0, и при не слишком больших переохла-
ждениях удовлетворяет условию выпуклости: 2 2

0 0d N dτ > . Например, для чис-
того никеля оба эти свойства выполнены при 0 < τ0 ≤ 150 К. Из формулы (28) ясно,
что условие монотонного роста выполняется при всех Γ > 0, а из условия выпук-
лости следует ограничение Γ ≤ 0.06. Это означает, что для данного решения теп-
ловое число Маха не превосходит 0.23. Числовые расчеты, проведенные на основе
этой оценки, показывают, что для никеля формула (26) имеет физический смысл
при  τ0 ≤ 57 К.

Заключение

Для волнового уравнения с источниками построены новые решения типа бе-
гущей волны. Результаты изложены в терминах теории теплопереноса. Рассмот-
рены два типа нелинейных источников, различающихся характером тепловыделе-
ния/теплоотвода в «горячей» и «холодной» температурных областях. Например,
источник, характерный для биологической ткани, в отличие от источника техни-
ческого происхождения, выделяет тепло при низких температурах. Представлены
примеры аномального температурного отклика среды: подвод/отвод тепла дает
снижение/рост температуры (так называемая «отрицательная теплоемкость»). Дан
пример нелинейной среды, допускающей точное аналитическое описание волно-
вой задачи при воздействии источника, который зависит от температуры по резо-
нансному типу: его колебания происходят с нарастающей амплитудой. Для задачи
о фазовой границе кристаллизации переохлажденного расплава получена физиче-
ски содержательная зависимость скорости роста кристалла от переохлаждения.
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expressed in terms of the heat transfer theory. We study two types of alternating volume energy
sources qυ with a nonlinear temperature dependence T. Let qυ(Т = Т 1 ) = 0 where Т 1  is the
temperature of the source sign change. The source is positive at Т>Т 1  (heat input) and negative at
Т<Т 1  (heat output) when is has technical origin. A source of biological origin differs from
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out. Three types of analytical solutions are obtained: the sole wave, the kink structure, and the
wave chain. Subsonic and supersonic wave processes are studied with respect to the rate of heat
perturbations. The examples for a non-classical phenomenon of "negative heat capacity" are given
when heat input/output leads to a temperature decrease/increase. We have considered a nonlinear
medium liable to an exact analytical description of a wave problem with a having a resonance
type of the temperature dependence: its oscillations have a crescent amplitude. As an example of
physical interpretation for one solution, the rate of crystal growth is calculated as a function of the
melt undercooling.
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ОСАЖДЕНИЕ БИДИСПЕРСНОГО КЛАСТЕРА
ТВЕРДЫХ СФЕРИЧЕСКИХ ЧАСТИЦ1

Представлены результаты экспериментального исследования гравитацион-
ного осаждения бидисперсного кластера твердых сферических частиц в вяз-
кой жидкости. Разработана экспериментальная установка для исследования
осаждения сферического полидисперсного кластера равномерно переме-
шанных частиц с нулевой начальной скоростью осаждения и с контроли-
руемым значением начальной объемной концентрации частиц. Получены
качественные и количественные данные по движения бидисперсного кла-
стера твердых сферических частиц. Проведен сравнительный анализ харак-
теристик осаждения моно- и бидисперсного кластера частиц.

Ключевые слова: бидисперсный кластер частиц, гравитационное осажде-
ние, коэффициент сопротивления, экспериментальное исследование.

Исследование характеристик движения кластера частиц при осаждении в поле
силы тяжести представляет интерес в задачах экологии (в частности, очистка во-
ды от угольной пыли в открытых разрезах) и метеорологии, в теплоэнергетике, в
химической технологии и в ряде других отраслей техники и технологии [1, 2].

Для определения эволюции формы и скорости осаждения кластера частиц ис-
пользуются, как правило, результаты экспериментальных исследований, так как
теоретический анализ задачи не позволяет однозначно определить данные пара-
метры [3−7]. Результаты экспериментальных исследований закономерностей гра-
витационного осаждения совокупности твердых частиц приведены в работах
[8−16]. Анализ известных экспериментальных методов показал, что одним из оп-
ределяющих факторов, влияющих на характеристики осаждения частиц, является
способ введения частиц в жидкость.

В настоящей работе представлены метод и результаты экспериментального
исследования гравитационного осаждения с нулевой начальной скоростью бидис-
персного кластера твердых сферических частиц в вязкой жидкости.

Описание установки и методика проведения эксперимента

Схема установки [17] для исследования осаждения кластера твердых частиц
приведена на рис. 1. Установка состоит из прозрачной кюветы с жидкостью, вы-
полненной в виде прямоугольной призмы размером 300×300×900 мм, погружен-
ного в вязкую жидкость сферического контейнера, наполненного твердыми сфе-
                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного фонда (проект № 15-19-

10014) и Минобрнауки РФ в рамках государственного задания No. 0721-2020-0036..
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рическими частицами и системы визуализации. Контейнер состоит из неподвиж-
ной 1 и подвижной 2 водонепроницаемых оболочек, заполненный частицами 3.
Подвижная оболочка закреплена на оси 4, установленной в подшипниках 5 с воз-
можностью ее вращения. Заполненный частицами контейнер закрывают поворо-
том подвижной оболочки и помещают в кювету 6 с жидкостью 7. После этого
контейнер наполняют водой через патрубок 8 с вентилем 9 из емкости 10, изли-
шек воды вытесняется через дренажную трубку 11. Перемешивание частиц с во-
дой в контейнере производится воздействием ультразвуковых колебаний от гене-
ратора 12 типа УЗГМ-10-22МС. В процессе перемешивания постепенно вода вы-
тесняется вязкой жидкостью, подаваемой в контейнер из емкости 13 через вен-
тиль 14 и патрубок 15. После полного замещения воды вязкой жидкостью контей-
нер открывают, и сферический кластер частиц начинает осаждаться в кювете с
жидкость. Визуализация осаждения проводится в двух ракурсах с использованием
видеокамер 16 типа «Citius C 100» и «Panasonic HDC-SD60».
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Рис. 1. Схема экспериментальной установки
Fig. 1. Schematic diagram of the experimental setup
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Время открытия контейнера, обеспечивающее минимальную деформацию кла-
стера в период открытия, определяется формулой [17]

( ) 2
max

0.45 с l

p l

D
t

D g
μ

∆ ≤
ρ −ρ

, (1)

где Dс – диаметр контейнера; μl – коэффициент динамической вязкости жидкости;
ρp – плотность материала частиц; ρl – плотность жидкости; Dmax – диаметр наибо-
лее крупных частиц в кластере; g – ускорение свободного падения.

Начальная объемная концентрация частиц в кластере определяется формулой
3

0 3
1

1 n

i i
ic

C N D
D =

= ∑ , (2)

где Ni, Di – количество и диаметр частиц i-й фракции.

Результаты экспериментального исследования

Экспериментальное исследование гравитационного осаждения бидисперсного
кластера твердых сферических частиц в вязкой жидкости проводилось с исполь-
зованием смеси шариков из стали марки 95Х18 диаметром 2 и 3 мм. Плотность
материала частиц ρp = 7748 кг/м3 измерялась взвешиванием на аналитических ве-
сах набора из 100 шариков. Для ввода частиц в вязкую жидкость использовался
контейнер диаметром Dс = 28 мм. В качестве жидкости использовалось силиконо-
вое масло ПМС-10000. Плотность жидкости ρl = 972 кг/м3 измерялась ареометром
при температуре эксперимента. Коэффициент динамической вязкости жидкости
μl = (9.78 ± 0.03) Па·с при T = 23.5 °C измерялся по скорости стационарного осаж-
дения в стоксовском режиме (при числах Рейнольдса Re << 1) стального шарика
диаметром 3 мм. Время открытия контейнера, рассчитанное по формуле (1), со-
ставляло ∆t = 0.2 с.

Предварительно определялись характеристики осаждения одиночных частиц
диаметром Di, входящих в кластер (D1 = 2 мм, D2 = 3 мм). В табл. 1 приведены
измеренные и рассчитанные значения скорости осаждения ui. Расчет скорости
осаждения проводился для стоксовского режима (Rei << 1) по формуле [18]

( ) 2

18
p l

i i
l

u gD
ρ − ρ

=
μ

. (3)

Здесь же приведены значения чисел Рейнольдса для одиночных частиц:

Re l i i
i

l

u Dρ
=

μ
. (4)

Т а б л и ц а  1

Характеристики осаждения одиночных частиц, входящих в кластер

ui, см/ci Di, мм экспер. расчет Rei · 103

1 2 0.15 0.151 0.30
2 3 0.34 0.340 1.01
3 2.6 – 0.255 0.66

Для бидисперсного кластера частиц при оценке ui, Rei по формулам (3), (4) в
первом приближении использовался диаметр эквивалентной частицы диаметром
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D3, объем которой равен полусумме объемов входящих в кластер частиц разных
размеров:

( )3 33
3 1 20.5D D D= + .

Скорость осаждения кластера частиц, и пройденное им расстояние определя-
лись покадровой обработкой результатов скоростной видеосъемки. Скорость оса-
ждения на высоте hi (i  – номер кадра) рассчитывалась по формуле:

( )1 1( ) ,c i i i iu h h h t+ −= − ∆    1, 2,... ,i n=

где hi+1, hi-1 – пройденное кластером расстояние на i−1 и i+1 видеокадрах; ∆ti –
 интервал времени между i−1 и i+1 видеокадрами; n – количество видеокадров.
Расстояние hi, пройденное кластером, определялось по его центральной точке. По
полученным экспериментальным данным рассчитывалось число Рейнольдса для
кластера частиц

ρRe μ
l c c

с
l

u D= . (5)

Экспериментальное значение коэффициента сопротивления кластера рассчи-
тывалось по формуле [18]
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ρ4 1
3 ρ
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gD
С C
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⎛ ⎞
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⎝ ⎠

. (6)

Для сравнения характеристик осаждения моно- и бидисперсного кластера час-
тиц были проведены эксперименты с осаждением частиц одинакового диаметра и
их смеси. Условия экспериментов и осредненные по результатам 5 дублирующих
опытов характеристики осаждения (C0, ρc, uc, cu  = uc/ui, Rec, CD) монодисперсного
и бидисперсного кластера частиц приведены в табл. 2. Значения C0, Rec, CD рас-
считывались по формулам (2), (5), (6), плотность кластера частиц – по формуле

( )0с l p lCρ = ρ + ρ − ρ .

Т а б л и ц а  2
Условия проведения и результаты экспериментов

Di, мм СD
2 3 C0 ρc, кг/м3 uc, см/с cu Reс экспер. расчет

300 - 0.11 1717 3.26 21.7 0.09 264 267
- 300 0.37 3479 10.20 30.0 0.28 91 86Ni

150 150 0.24 2598 5.86 23.4 0.16 178 150

Здесь же приведены рассчитанные для стоксовского режима осаждения значе-
ния коэффициента сопротивления кластера:

24
ReD

c
С = . (7)

На рис. 2 приведены видеокадры гравитационного осаждения моно- и бидис-
персного кластера частиц для разных моментов времени. Анализ эксперименталь-
ных данных показал, что качественная картина осаждения сферического бидис-
персного и монодисперсного кластера частиц аналогичны. Для условий прове-
денных экспериментов процесс осаждения можно разделить на три стадии: дви-
жение сферы, формирование и движение сфероида с образованием циркуляции
периферийных частиц, деформация сфероида и отрыв частиц от его поверхности.
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a b c

Рис. 2. Видеокадры осаждения кластеров частиц: а – монодисперсный кла-
стер частиц (D1 = 2 мм); b – монодисперсный кластер частиц (D2 = 3 мм);
c – бидисперсный кластер частиц (D3 = 2.6 мм)
Fig. 2. Video frames of the particle cluster sedimentation: (а) monodisperse
particle cluster (D1 = 2 mm), (b) monodisperse particle cluster (D2 = 3 mm), and
(c) bidisperse particle cluster (D3 = 2.6 mm)
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В отличие от результатов [15, 16], стадия распада сфероида не наблюдалась, что
связано с большими значениями начальной концентрации частиц в настоящей ра-
боте. Отметим, что процесс осаждения бидисперсного кластера частиц характери-
зуется более интенсивным вытеснением с поверхности в окружающую жидкость
частиц меньшей фракции, а также более интенсивной циркуляции периферийных
частиц в направлении, противоположном движению кластера.

На рис. 3 представлены зави-
симость скорости осаждения мо-
но- и бидисперсного кластера
частиц от пройденного расстоя-
ния. Для всех проведенных се-
рий экспериментов наблюдалось
монотонное снижение на 12–
15 % скорости кластера по
траектории его движения, что
можно объяснить уменьшением
ρc за счет срыва частиц с его
поверхности.

Показано, что основным фак-
тором, влияющим на скорость
осаждения кластера частиц, яв-
ляется его начальная концентра-
ция. С увеличением C0 от 0.11
до 0.37 скорость осаждения (из-
меренная для h = 300 мм) воз-
растает от 3.26 до 10.20 см/с.
Отметим, что значения безраз-
мерной скорости осаждения кла-
стера для всех проведенных се-
рий имеют близкие значения

( cu = 23–30). Значение коэффициента сопротивления CD = 264 для монодисперс-
ного кластера с Di = 2 мм соответствует стоксовскому режиму осаждения
(CD = 24/Rec = 267). Для бидисперсного кластера частиц значение CD = 178 на
45 % превышает расчетное (CD = 24/Rec = 122).

Выводы

• Представлен способ исследования, обеспечивающий моделирование осажде-
ния сферического полидисперсного кластера равномерно перемешанных частиц с
нулевой начальной скоростью осаждения и с контролируемым значением началь-
ной объемной концентрации частиц.

• Экспериментально показано, что качественная картина осаждения бидис-
персного кластера частиц аналогична осаждению монодисперсного кластера час-
тиц и характеризуется более интенсивным вытеснением с поверхности кластера в
жидкость частиц меньшей фракции, а также более интенсивной циркуляцией пе-
риферийных частиц в направлении, противоположном движению кластера.

• Скорость движения кластера частиц монотонно уменьшается по его траекто-
рии, введение кластера с большей концентрацией частиц приводит к увеличению
скорости осаждения.
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Рис. 3. Зависимость скорости осаждения кластера
частиц от пройденного расстояния: a –монодис-
персный кластер частиц (D1 = 2 мм); b – монодис-
персный кластер частиц (D2 = 3 мм); c – бидисперс-
ный кластер частиц (D3 = 2.6 мм)
Fig. 3. Velocity of the particle cluster sedimentation
as a function of the covered distance: (а) monodisperse
particle cluster (D1 = 2 mm), (b) monodisperse
particle cluster (D2 = 3 mm), and (c) bidisperse particle
cluster (D3 = 2.6 mm)
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• Показано, что в отличие от монодисперсного кластера частиц, значение ко-
эффициента сопротивления бидисперсного кластера частиц не соответствует
формуле (5) для стоксовского режима осаждения.
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A new method for the experimental study of gravitational sedimentation of a polydisperse
cluster of solid spherical particles in a viscous fluid is presented. The method is based on the
preliminary ultrasonic mixing of the particles in a spherical container and assumes the
introduction of a spherical cluster of particles at a given concentration and zero initial velocity
into a fluid. This method is used to determine sedimentation characteristics of a bidisperse cluster
of particles (steel balls, 2 and 3 mm in diameter) in silicone oil. A qualitative pattern of the cluster
evolution, a sedimentation rate, and a drag coefficient are obtained. A comparative analysis of
sedimentation characteristics of monodisperse and bidisperse particle clusters is carried out in the
range of Reynolds numbers Re = (0.30÷0.66)·10−3. It is shown that, in contrast to a monodisperse
cluster of particles, the drag coefficient of the bidisperse cluster of particles does not correspond
to a correlation CD = 24/Rec for the Stokes sedimentation.
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ЗАКОНОМЕРНОСТИ ИЗМЕНЕНИЙ ПАРАМЕТРОВ ПРОЦЕССОВ
ПЕРЕНОСА МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ УГЛЕВОДОРОДНЫХ

ГАЗОВЫХ СРЕД В УСЛОВИЯХ СЕПАРАЦИИ

Целью исследования является выявление особенностей и установление
закономерностей эволюции локальных параметров и процессов конвектив-
ного тепло- и массообмена в нефтегазовых аппаратах (таких, как коэффици-
ент динамической вязкости, диффузии, а также их безразмерных аналогов –
чисел Прандтля, Шмидта и Льюиса), ориентированных на использование
в качестве рабочего тела многокомпонентных углеводородных газовых сред
в диапазоне термобарических условий, характерных для функционирования
оборудования подготовки нефти при сепарации – Т ≅ 273.1–363 К и
P ≅ 0.1−3.5 МПа.

Ключевые слова: коэффициенты переноса, многокомпонентная система,
углеводороды, сепарация, моделирование.

Сепарация газа — процесс разделения твердой, жидкой и газовой фаз потока с
последующим извлечением из него твердой и жидкой фаз. Сепарация газа предна-
значена для предохранения от попадания влаги и твердых частиц в промысловые
газосборные сети и технологическое оборудование газовых и газоконденсатных
месторождений.

В настоящее время проектирование, разработка и оптимизация работы техно-
логического оборудования не обходится без численного моделирования много-
мерных и многофакторных процессов в конвективном и диффузионном тепломас-
сопереносе, гидрогазодинамике, осложненных фазовыми переходами весьма чув-
ствительными к изменению режима течений и структуры теплоносителей, интен-
сивности механизмов переноса скаляра (тепла, массы) и импульса, а также осо-
бенностям распределений теплофизических свойств в сопряженной термодина-
мической системе [1]. Это связано с прогрессом в исследовании инженерных за-
дач нефтегазовой отрасли в рамках своих общих и полных постановок, опираю-
щихся на привлечение законов сохранения массы индивидуальных компонентов
(фаз) в смесях, энергии и импульса, а также в результате появления быстродейст-
вующих ПЭВМ и целого ряда программных продуктов, предназначенных для
прогноза физико-химических явлений и механизмов в рабочих системах и техно-
логических процессах. Ввиду этого, к точности прогнозирования тепло- и массо-
обмена в сплошных гомогенных и гетерогенных системах предъявляются все бо-
лее высокие требования. В частности, к методикам формулировок краевых усло-
вий для математических моделей в многокомпонентных газовых смесях. Для ус-
пешного численного интегрирования нелинейных дифференциальных уравнений
и их замыкающих соотношений требуются корректные сведения о деталях пове-
дения теплофизических свойств термодинамической системы (динамической вяз-
кости, теплопроводности и диффузии), характеризующих интенсивности проте-
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кания процессов переноса импульса, теплоты и массы [2]. Следует отметить, что
ввиду широкого многообразия рабочих смесей газов в аппаратах эксперименталь-
ный подход в решении указанных задач сопряжен со значительными сложностя-
ми. И данные теоретического анализа закономерностей и эволюции пространст-
венных распределений локальных и интегральных параметров функционирующих
объектов, аппаратов и устройств нефтегазовой отрасли обретают чрезвычайную
важность для практики.

Известно, что при определении коэффициентов переноса химически однород-
ных веществ используются два подхода: феноменологический (принцип соответ-
ственных состояний) и статистический (молекулярно-кинетическая теория газов).
Некоторые результаты сопоставления данных подходов при вычислении коэффи-
циентов динамической вязкости и теплопроводности индивидуальных веществ
были отражены в [3]. На их примере можно увидеть, что они выдают близкие ме-
жду собой значения и находятся в хорошем согласии с экспериментом. Вместе с
тем, в [3] продемонстрировано, что картина изменений указанных свойств много-
компонентных газовых смесей, полученных с помощью общепринятых методов
Уилки [4] и Мэйсона – Саксены [5], качественно коррелирует с результатами, по-
лученными в среде HYSYS. Необходимо отметить следующее: в отличие от ко-
эффициентов динамической вязкости и теплопроводности вычисление коэффици-
ента диффузии в многокомпонентных смесях требует индивидуального подхода к
каждому случаю. Поэтому в последнее время проводится множество исследова-
ний, направленных на разработку новых методов определения коэффициента
диффузии в газах [6–8]. Так, например, авторами [7, 8] проведены эксперимен-
тальные исследования диффузии в бинарных газовых смесях, в широком диапазо-
не изменений температуры и давления. Также в [6, 7] предлагаются новые методы
определения коэффициентов бинарной диффузии в смесях. Отсюда следует вы-
вод, что исследования диффузионного переноса массы в смесях далеки от завер-
шения, в особенности для многокомпонентных систем. В практике известны два
метода определения эффективного коэффициента диффузии в многокомпонент-
ных газовых смесях – бинарная постановка задачи [9] и метод Уилки [10]. При
бинарной постановке смесь разделяется на два псевдокомпонента по близким
значениям молекулярной массы, после чего рассчитывается коэффициент диффу-
зии по известным методам. В случае с методом Уилки коэффициент диффузии
вычисляется для каждой отдельной компоненты смеси. Однако в случаях смесей с
сильно различающимися по молекулярной массе компонентами использование
обоих методов приводит к большим расхождениям с экспериментом. Поэтому
оценка скорости диффузии в газах и поиск новых методов её определения являет-
ся актуальным направлением исследования.

Учитывая вышесказанное, цель представленной работы – нахождение законо-
мерностей изменения параметров процессов переноса (коэффициентов динамиче-
ской вязкости, диффузии, чисел Прандтля, Шмидта и Льюиса) многокомпонент-
ных углеводородных газовых сред в зависимости от термобарических условий се-
парации, характерных для функционирования оборудования подготовки нефти –
Т ≅ 273.1–363 К и P ≅ 0.1–3.5 МПа.



88 А.В. Дмитриев, П.Н. Зятиков

Последовательность численного моделирования

При решении тепло- и массообменных задач в сплошных средах широко ис-
пользуется метод подобия [11]. Анализ изучаемых процессов методом подобия
подразумевает приведение уравнений, описывающих исследуемый процесс и соот-
ветствующих краевых (начальных и граничных) условий, к безразмерному виду.
При всем этом количество новых безразмерных и постоянных величин, входящих
в основные уравнения и краевые условия, могут оказаться меньше числа размер-
ных величин, что значительно упрощает задачу. Так, при решении задач теплооб-
мена искомой величиной является безразмерный коэффициент теплоотдачи –
число Нуссельта (Nu), массообмена – безразмерный коэффициент массоотдачи –
число Шервуда (Sc).

С достаточной для практики точностью указанные параметры определяются
эмпирическими критериальными связями типа [11]

Nu (Re,Pr);f=  (1)

( )Sh Re,Sc .f=  (2)

Здесь Re – число Рейнольдса, Pr – число Прандтля и Sc – число Шмидта.
Число Прандтля характеризует влияние свойств жидкости на интенсивность

теплообмена, число Шмитда – относительную роль молекулярных процессов пе-
реноса количества движения и переноса массы примеси диффузией, число Льюи-
са – соотношение между интенсивностями переноса массы компонента диффузи-
ей и переноса теплоты.

Числа Прандтля, Шмидта и Льюиса (Le =  Pr/Sc) являются физическими кри-
териями подобия, независимыми от характера движения среды и определяют
тройную аналогию процессов переноса в газах, характеризуя интенсивности меж-
ду переносами теплоты, массы и импульса. В инженерной практике прикладных
расчетов тепло- и массообмена в газах зачастую указанные числа принимают как
Pr  =  Sc  =  Le  =  1, что позволяет экстраполировать результаты вычислений одно-
го процесса на другие [12]. Однако ни численно, ни экспериментально это не бы-
ло подтверждено для многокомпонентных газовых смесей, а в литературе утвер-
ждается, что данные числа подобия могут изменяться в достаточно широком диа-
пазоне значений [3]. Следовательно, уяснение распределения перечисленных па-
раметров для многокомпонентных газовых сред является немаловажной задачей.
Численное исследование зависимостей коэффициентов переноса и чисел подобия
многокомпонентных углеводородных сред от температуры и давления с учётом
изменения компонентного состава в термобарических условиях процесса сепара-
ции, характерных для аппаратов подготовки нефти, проводилось в несколько эта-
пов:

- моделирование процессов сепарации пластовых нефтей различных месторо-
ждений в указанном диапазоне изменений температур и давлений;

- расчет коэффициентов динамической вязкости углеводородных газовых сме-
сей, полученных в результате моделирования сепарации пластовых нефтей;

- выявление зависимости коэффициента диффузии веществ от давления, пред-
ложение поправочного коэффициента;

- вычисление коэффициента диффузии в углеводородных средах, а также чи-
сел подобия (Прандтля Pr, Шмидта Sc и Льюиса Le).
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Достоверное прогнозирование процесса сепарации является важной частью
исследования, поскольку коэффициенты переноса многокомпонентных газовых
смесей сильно зависят от состава. Поэтому моделирование сепарации проводи-
лось в программном пакете HYSYS с использованием в качестве термодинамиче-
ской модели уравнения состояния Peng – Robinson [13, 14]. Ранее авторы [3] про-
водили сравнительный анализ некоторых имеющихся моделей пакета HYSYS в
прогнозе покомпонентного разделения пластовой нефти, в результате чего под-
твердили, что уравнение Пенга – Робинсона действительно выдаёт надежные ре-
зультаты по сравнению с остальными моделями. Также заметим, что в [15] были
получены числа подобия (Pr, Sc, Le) для двух вариантов газовых смесей при из-
менении термобарических условий сепарации и предложенено использовать
уравнение из кинетической теории газов [16], выражающее коэффициент диффу-
зии вещества через коэффициент кинематической вязкости, соотношение инте-
гралов столкновений для переноса импульса и массы, для определения осреднен-
ной скорости диффузии в смесях:

 6
5

v
i i

D
D

Ω
= ν

Ω
,  (3)

где Di – коэффициент диффузии вещества, ΩV, ΩD – интегралы столкновений для
переноса импульса и массы, соотношение которых для газов при умеренных дав-
лениях приблизительно равно 1.1. Однако не было учтено влияние давления на
соотношение ΩV/ΩD, так как оно является функцией температуры. Поэтому в дан-
ной работе предлагается уравнение, учитывающее давление, вида

v

D

Ω
Ω

= 1.0665−0.0551P.  (4)

Здесь P – давление, МПа. В данном случае, число Шмидта не зависит от темпера-
туры, что вполне оправдано для чистых веществ и бинарных смесей газов, и с
учетом (4)

Sc = 15 (1.0665 0.0551 )
6

P −− . (5)

Таким образом, при известных данных о коэффициентах динамической вязко-
сти, плотности, коэффициентах кинематической вязкости (νi) и числе Шмидта
(Sc) многокомпонентных газовых смесей (CO2-C3H8, CH4-C2H6, N2-C2H6) при оп-
ределенных термобарических условиях можем найти их коэффициенты диффу-
зии. В целях верификации представленного метода сопоставлены результаты рас-
четов с экспериментальными данными для чистых веществ (табл. 1) и бинарных
смесей (рис. 1).

Т а б л и ц а  1

Давление P, МПа P = 0.82 МПа P = 1.54 МПа P = 2.62 МПа
Число Шмидта Sc 0.81 0.83 0.89

На рис. 1 и 2 экспериментальная информация была позаимствована из [17, 18],
при этом средняя относительная погрешность расчетных величин не превышает
3 %. Это позволяет утверждать, что предлагаемое поправочное уравнение (6) яв-
ляется вполне удовлетворительным в прогнозировании эффективного коэффици-
ента диффузии в смесях.
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Рис. 1. Экспериментальные и расчетные значения эффективного ко-
эффициента диффузии (Di ·106, м2/с) бинарных смесей в зависимости
от давления (P, МПа) при различных температурах:  – расчетные
значения при Т = 350 К, – расчетные значения при Т = 340 К,

 – расчетные значения при Т = 360 К,  – экспериментальные
значения при Т = 350 К,  – экспериментальные значения при Т = 340
К,  – экспериментальные значения при Т = 360 К. 1. Коэффициент
диффузии при Р = 0.15 МПа: 1 – 24.8·106 м2/с; 2 – 18.8·106 м2/с; 3 –
 11.1·106 м2/с
Fig. 1. Experimental and calculated values of the apparent diffusion
coefficient (Di ·106, m2/s) of binary mixtures as a function of pressure (P,
MPa) at various temperatures: – calculated values at Т = 350 К, –
calculated values at Т = 340 К, – calculated values at Т = 360 К,  –
experimental values at Т = 350 К, – experimental values at Т = 340 К,

 – experimental values at Т = 360 К. Diffusion coefficient at P = 0.15
MPa = (1) 24.8·106, (2) 18.8·106, and (3) 11.1·106 m2/s

Результаты и их обсуждение

В качестве исходных данных при численном моделировании процессов сепа-
рации углеводородных сред были выбраны компонентные составы Ямбургского и
Медвежьего месторождений. Компонентные составы представлены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Месторождение CH4 C2H6 C3H8 C4H10 C5H12 N2 CO2
Относительная
плостность

Ямбургское 88.65 4.31 1.59 0.81 2.34 0.27 0.91 0.716
Медвежье 97.92 0.15 0.09 - - 1.1 0.2 0567

Заметим, что содержание в смесях основного составляющего – метана, колеб-
лется в пределах от 25.5 до 98.0 % (об.). В связи с этим, теплофизические свойства
у каждой смеси в зависимости от T и P изменяться могут по-разному (рис. 2).
Однако в отличие от свойств, числа подобия (Pr, Sc, Le) распределяются во всех
случаях в достаточно узком диапазоне значений. Так, число Прандтля ограничи-
вается нижним пределом 0.72 и верхним – 0.84, число Шмидта варьируется в пре-
делах величин от 0.82 до 0.89, а число Льюиса – от 1.04 до 1.28 (рис. 3).
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Рис. 2. Изменение коэффициента динамической вязкости (µ·106, Па·с) в газовой смеси в за-
висимости от Т, К и P, МПа сепарации пластовой нефти: а) Ямбургского месторождения;
б) Медвежьего месторождения
Fig. 2. Variation of the dynamic viscosity coefficient (µ·106, Pa·с) of a gas mixture as a function
of temperature (Т, К) and pressure (P, MPa) of crude oil separation: (a) Yamburgskoye Field and
(b) Medvezhye Field
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Рис. 3. Изменение числа Льюиса (Le) газовой смеси в зависимости от температуры (T, К) и
давления (P, МПа) сепарации пластовой нефти: а – Ямбургского месторождения; б – Мед-
вежьего месторождения
Fig. 3. Variation of the Lewis number (Le) of a gas mixture as a function of temperature (T, К)
and pressure (P, MPa) of crude oil separation: (a) Yamburgskoye Field and (b) Medvezhye Field

Вышеизложенное позволяет утверждать, что в многокомпонентных углеводо-
родных газовых смесях, при дальнейшей сепарации в стандартных условиях (ат-
мосферном давлении и температуре от 273.1 до 363 К) существует некоторое по-
добие процессов тепло- и массопереноса. Следовательно, функции в выражениях
(1) и (2) принимают одинаковый вид, в связи с чем результаты расчета теплооб-
мена могут быть применены для расчета массообмена. Кроме того, при сепарации
в условиях давления 3.5 МПа имеем подобие процессов переноса импульса и мас-
сы, так как число Шмидта при указанном давлении находится ближе всего к еди-
нице (Sc  =  0.98). В этом случае справедливо будет выразить число Шервуда как
функцию одной переменной – числа Рейнольдса:
 Sh (Re)f= .  (6)
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Заключение
Таким образом, проведенное исследование параметров процессов переноса в

углеводородных газовых смесях в условиях сепарации в пределах рассматривае-
мых температур и давлений позволило обозначить границы применимости метода
подобия и оценить степень отклонения безразмерных параметров, характеризую-
щих аналогию процессов переноса, от единицы. Данные рекомендации полезны
при расчетах тепло- и массообмена в сплошных средах не только в нефтегазовой
промышленности, но и в химической, топливно-энергетической и т.д. Об этом
свидетельствует использование критериальных связей типа (1) и (2) в самых раз-
личных инженерных расчетах: при оценке испарений нефти из резервуаров [19],
при моделировании массопереноса в газовой фазе в скруббере Вентури [20], в
практике научного приборостроения, а также в практике прикладного моделиро-
вания процессов горения [21]. Следует отметить, что до сих пор исследования ха-
рактера массообмена в углеводородных средах далеки от завершения, в особенно-
сти при повышенных давлениях, о чём говорят современные работы [22–24].

Результаты проведенного исследования позволяют сформулировать следую-
щие выводы:

1. Исследованы зависимости теплофизических свойств (коэффициента диффу-
зии) углеводородных газовых смесей от термобарических условий с учётом изме-
нения компонентного состава.

2. Установлено влияние давления на соотношение интегралов столкновений
(соотношение этих интегралов равно 1.1) для переноса массы и переноса импуль-
са и предложено поправочное уравнение для учёта параметра давления.

3. Впервые приведены и обобщены числа Прандтля Pr ≅ 0.72 ÷ 0.84, Шмидта
Sc ≅ 0.82 ÷ 0.89 и Льюиса Le ≅ 1.04 ÷ 1.28 для многокомпонентных углеводород-
ных газовых сред в условиях сепарации пластовой нефти, определяющие характер
тепло- и массообмена в открытых термодинамических системах.
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A detailed study of the evolution of local and integral parameters of momentum, heat, and
mass transfer processes in hydrocarbon gas mixtures under separation conditions at given
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temperature and pressure values in working media is carried out within the framework of the
principles of equilibrium thermodynamics using the Aspen HYSYS software package, namely,
the Peng-Robinson equation of state for real gas mixtures, the principles of statistical mechanics,
the approaches of corresponding states, the Chapman-Enskog and the Golubev methods, and the
theory of similarity and dimensional analysis. The limits of similarity method applicability in
quantitative estimates and qualitative forecasts of the mechanisms and configurations of
convective heat and mass transfer in oil treatment units are established. The paper also discusses
results of the analog method application in separation process modeling for momentum, heat and
mass transfer processes in the problems of oil and gas industry. The conclusions about the aspects
of property changes in complex mixtures and about heat and mass transfer intensity during
separation, which violate a triple analogy in non-isothermal homogeneous and heterogeneous
media, are recommended to take into account when designing real equipment.
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АНИЗОТРОПНОЙ УПРУГОСТИ С МАССОВЫМИ СИЛАМИ1

Представлена методика определения напряженно-деформированного со-
стояния анизотропных тел вращения от одновременного действия поверхно-
стных и массовых сил. Теория представляет собой развитие метода гранич-
ных состояний. Особенность решения состоит в том, что след искомого уп-
ругого поля удовлетворяет одновременно поверхностным и массовым си-
лам, а не представляет собой сумму решений частных задач.

Ключевые слова: метод граничных состояний, анизотропия, массовые си-
лы, краевые задачи, пространство состояний, первая основная задача.

Детали из современных материалов, такие, как эластомеры, поликристалличе-
ские металлы, керамика, а также композитные материалы, обладающие значи-
тельной анизотропией свойств, применяемые в конструкциях, механизмах и ма-
шинах, часто пребывают в сложных условиях нагружения. На тело, находящееся в
таких условиях, действуют поверхностные и массовые силы. Определение напря-
женно-деформированного состояния тел от совокупности таких воздействий, а
также в силу анизотропии упругих свойств материала, составляет актуальную на-
учную задачу.

Массовые силы рассматривались в работах различного направления механики.
Например, в работе [1] установлена зависимость между критическим состоянием
твердого тела, предшествующим разрушению, и взаимным влиянием угловых и
линейных деформаций друг на друга, что сопровождается высвобождением их
внутренней энергии. В работе [2] представлено численно-аналитическое решение
плоской задачи теории упругости с использованием метода взвешенных невязок в
форме метода граничного решения. Найдены распределения напряжений и сме-
щений в упругом теле, подверженном действию заданной системы объемных сил
и заданных напряжений или смещений на границах. Авторами [3] рассмотрена за-
дача о напряженно-деформированном состоянии твердого тела с учетом ползуче-
сти и находящегося под действием объемных сил. В [4] исследовались вынужден-
ные деформации в виде суммы воздействий поверхностных и объемных сил.
В работе [5] с использованием фиктивных расчетные схем, основанных на экви-
валентности воздействий в механике деформируемого твердого тела, получены
напряженно-деформированные состояния для балки на двух опорах, находящейся
под действием массовых сил; вращающегося тонкого круглого диска; плотины
треугольного поперечного сечения, находящейся под действием объемных
фильтрационных сил. В работе [6] представлены задачи теории упругости с за-
данными объемными и поверхностными силами в функциональных энергетиче-

                                                          
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ и Липецкой области в рамках научного
проекта № 19-41-480003 "р_а".
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ских пространствах тензоров напряжений и деформаций; методом ортогональных
проекций решены конкретные задачи. Объемные силы рассматривались и в меха-
нике разрушения [7]: дается решение задачи механики разрушения о зарождении
трещин в металлическом круговом диске под действием объемных сил. Авторами
[8] для перемещений получено условие эквивалентности поверхностных и объем-
ных сил с использованием вариационного уравнения Лагранжа. Оценке вклада
гравитационных сил в возмущение напряженно-деформированного состояния уп-
ругого полупространства, вызванное шаровой неоднородностью упругих свойств,
расположенной на некоторой глубине посвящена работа [9]. В [10] приведено по-
строение поля перемещений для изотропного упругого тела, ограниченного кон-
центрическими сферами и находящегося под действием осесимметричных неста-
ционарных объемных сил. В работе [11] показано влияние силы тяжести на де-
формированное состояние идеальнопластического пространства, ослабленного
цилиндрической полостью, а в [12] получены точные аналитические решения за-
дач о равновесии толстостенных трансверсально-изотропных составных сфер с
жестко закрепленной границей и находящихся под действием массовых сил и
внутреннего давления. Для анизотропного стержня с одной плоскостью упругой
симметрии решена задача кручения с помощью метода граничных состояний [13].

Обратный метод определения напряженно-деформированного состояния изо-
тропных упругих тел от действия непрерывных непотенциальных массовых сил
приведен в работе [14].

Метод граничных состояний с участием объемных сил для изотропной среды
применен авторами [15]. В [16] разработана методика получения полнопарамет-
рических решений для анизотропных тел, где возникновение фиктивных массо-
вых сил являлось следствием применения метода Пуанкаре.

Метод граничных состояний относится к разряду энергетических методов.
C помощью метода минимизации полной энергии деформации, решена задача по
определению напряженно-деформированного состояния, возникающего при осад-
ке жесткопластической тонкой квадратной заготовки [17]. В работе [18] в осе-
симметричной постановке с помощью непрямого метода граничных состояний
показано решение уравнения Лапласа, а в [19] рассмотрены задачи контакта без
трения трансверсально-изотропного цилиндра в условиях одновременного дейст-
вия массовых и поверхностных сил.

В рамках настоящей работы предполагается развитие энергетического метода
граничных состояний на класс краевых задач теории упругости с массовыми си-
лами для трансверсально-изотропных тел вращения. Особенность искомого упру-
гого поля состоит в том, что его след одновременно удовлетворяет заданным ус-
ловиям на границе и внутри области, т.е. массовым силам, а не представляет со-
бой сумму отдельных полей в задаче эластостатики и в задаче определения на-
пряженно-деформированного состояния от действия массовых сил.

1. Постановка задачи

Рассматривается равновесие трансверсально-изотропного тела, ограниченного
одной или несколькими коаксиальными поверхностями вращения под действием
осесимметричных (не зависящих от угла θ  в цилиндрической системе координат
r , Q , z ) поверхностных усилий { , }r zp p=vp  и массовых сил { , }R Z=X , сим-
метрично распределенных относительно оси вращения z (рис. 1).
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Рис. 1. Трансверсально-изотропное тело вращения
Fig. 1. A transversely isotropic body of revolution

Решение поставленной задачи может быть проведено простым путем: сначала
решить краевую осесимметричную задачу механики от внешних сил, приложен-
ных к поверхности тела, затем отдельно решить задачу по определению упругого
состояния от массовых сил, а полученные упругие поля сложить. Однако в этом
случае сложно проводить анализ полученного результата исходя из теорий проч-
ности и жесткости. Возникает необходимость дискретно корректировать гранич-
ные условия в краевой задаче, что составляет непростую и трудоемкую задачу,
особенно если граница тела частично или полностью защемлена. Например,
естественно, что напряжения внутри тела, находящегося под действием сил
инерции со свободной границей, отличаются от напряжений в том же теле с
защемленной границей, вопрос состоит в том, каким образом происходит это
перераспределение.

Целью работы является развитие метода граничных состояний на класс крае-
вых осесимметричных задач теории упругости для анизотропных тел, в которых
упругое поле от массовых сил не просто суммируется с полем от внешней урав-
новешенной нагрузки, а входит в состав решения, позволяя получить то самое пе-
рераспределение напряжений от влияния граничных условий. Ее достижению от-
вечает система взаимосвязанных процедур: корректная постановка, обезразмери-
вание, выбор метода решения с построением определяющей теории, решение
конкретных задач.

2. Определяющие соотношения

В случае осесимметричной деформации тела вращения точки перемещаются
лишь в меридианных плоскостях и компоненты напряженно-деформированного
состояния не зависят от угла θ , т.е. напряжения rθτ , zθτ  и деформации rθγ , zθγ
равны нулю.

Для однородного трансверсально-изотропного упругого тела в цилиндриче-
ских координатах имеют место следующие соотношения [20].

Дифференциальные уравнения равновесия:

0;

0.

rzr r

z zr zr

R
z r r

Z
z r r

θσ − σ∂τ ∂σ
+ + + =

∂ ∂
∂σ ∂τ τ

+ + + =
∂ ∂

(1)
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Соотношения Коши:
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z

∂
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∂
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∂
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r z
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Обобщенный закон Гука:

[ ]1 ( )z z z r
zE θε = σ − ν σ + σ ;

1 ( ) z
r r r z

r zE Eθ
ν

ε = σ − ν σ − σ ; (3)

1 ( ) z
r r z

r zE Eθ θ
ν

ε = σ − ν σ − σ ; 1
zr zr

zG
γ = τ .

Здесь u, w – компоненты вектора перемещений u вдоль оси r и z соответственно;
rε , θε , zε , zrγ  – компоненты тензора деформаций; rσ , θσ , zσ , zrτ  – компонен-

ты тензора напряжений; R, Z – компоненты вектора массовых сил X вдоль соот-
ветствующей оси; zE  и rE  – модули упругости соответственно в направлении
оси z и в плоскости изотропии; zν  – коэффициент Пуассона, характеризующий
сжатие вдоль оси r при растяжении вдоль оси z; rν  – коэффициент Пуассона, ха-
рактеризующий поперечное сжатие в плоскости изотропии при растяжении в этой
же плоскости; rG  и zG  – модули сдвига в плоскости изотропии и перпендику-
лярной к ней.

3. Метод решения

Для решения первой основной задачи теории упругости прибегнем к понятиям
метода граничных состояний (МГС) [21]. МГС является энергетическим методом
решения задач уравнений математической физики. Он показал свою эффектив-
ность в решении краевых задач теории упругости, как для изотропных, так и для
анизотропных сред, в решении задач термоупругости, гидродинамики идеальной
жидкости, динамики (колебаний) изотропных тел и др.

Основу метода составляют пространства внутренних Ξ  и граничных Г  со-
стояний:

{ }1 2 3, , ,..., ,...kΞ = ξ ξ ξ ξ ; { }1 2 3, , ,..., ,...kГ = γ γ γ γ . (4)
Внутреннее состояние определяется наборами компонент вектора перемеще-

ний, тензоров деформаций и напряжений:
{ , , }k k k

k i ij ijuξ = ε σ . (5)

Воспользуемся при построении решения основных задач механики уравнени-
ем Клапейрона [22], [23]:

0ij ij
V S V

dV dS dV+ − σ ε =∫ ∫ ∫vXu pu , (6)

где p  и vu  – векторы поверхностных усилий и перемещения точек границы.
Скалярное произведение в пространстве Ξ  внутренних состояний выражается

через внутреннюю энергию упругого деформирования (отсюда и принадлежность
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метода к классу энергетических). Например, для 1-го и 2-го внутренних состояний
тела, занимающего область V:

1 2
1 2( , ) ij ij

V

dVξ ξ = ε σ∫ , (7)

причем в силу тождества Бетти:
1 2 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) ij ij ij ij
V V

dV dVξ ξ = ξ ξ = ε σ = ε σ∫ ∫ .

Граничное состояние kγ , в отличие от традиционного { , }k k
k vi iu pγ = , опреде-

ляемого в [21], будем формировать наборами компонент вектора перемещения
точек границы viu , поверхностными усилиями ip  и массовыми силами iX
( 1X R= , 2X Z= ). Последнее условно в силу того, что массовые силы не относят-
ся к элементу поверхности тела:

{ , , }k k k
k vi i iu p Xγ = ; k k

i ij jp n= σ ; , 1, 2i j = , (8)

где jn  – компонента нормали к границе.

В пространстве граничных состояний Г согласно (6) скалярное произведение
выражает работу внешних сил по поверхности тела S  и работу массовых сил на
перемещениях iu  внутренних точек тела, например для 1-го и 2-го состояний:

1 2 1 2
1 2( , ) i vi i i

S V

p u dS X u dVγ γ = +∫ ∫ , (9)

причем в силу тождества Бетти и соотношения Клапейрона
1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) i vi i i i vi i i
S V S V

p u dS X u dV p u dS X u dVγ γ = γ γ = + = +∫ ∫ ∫ ∫ .

В случае гладкой границы и в силу единственности решения задач линейной
теории упругости оба пространства состояний являются гильбертовыми и сопря-
жены изоморфизмом. Каждому элементу kξ ∈ Ξ  соответствует единственный
элемент k Гγ ∈ , причем это соответствие взаимно-однозначное: k kξ ↔ γ . Это
позволяет отыскание внутреннего состояния свести к построению изоморфного
ему граничного состояния.

Основную сложность формирования решения в МГС составляет конструиро-
вание базиса внутренних состояний, который опирается на общее или фундамен-
тальное решение для среды; также возможно использование каких-либо частных
или специальных решений. Здесь предлагается несколько иная методика конст-
руирования базиса внутренних состояний, которая изложена ниже.

Для формирования определяющих соотношений базисы пространств состоя-
ний необходимо проортонормировать. Ортонормирование базиса пространства Ξ
осуществляется по разработанному рекурсивно-матричному алгоритму ортогона-
лизации [24], где в качестве перекрестных скалярных произведений принимается
(7). Алгоритм основан на процессе Грама – Шмидта, переписанном в форме, ис-
пользующей лишь перекрестные скалярные произведения элементов исходного
базиса, которые сведены в матрицу Грама. Если в процессе ортогонализации на
k-м шаге встречается некоторый элемент базиса внутренних состояний kξ , алго-
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ритм на этом шаге выдаст 0 (нулевое), если этот элемент является линейной ком-
бинацией элементов 1ξ , …, 1k −ξ . Для сохранения ортогональности выходных
элементов и для предотвращения деления на ноль при ортонормировании алго-
ритм делает проверку на нулевые элементы и исключает их. На их место идут
следующие элементы исходного базиса внутренних состояний и процесс повторя-
ется.

Ортонормированный базис Г  редуцируется из ортонормированного базиса
внутренних состояний при использовании (8) и (1).

Окончательно, проблема сводится к разрешающей системе уравнений относи-
тельно коэффициентов Фурье, разложения искомых внутреннего ξ  и граничного
γ  состояний в ряд по элементам ортонормированного базиса:
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В случае первой основной задачи, где заданы массовые силы { , }R Z=X  и
усилия на границе { , }r zp p=p , коэффициенты Фурье kc  определяются из
выражения

k k
k

V S

c dV dS= +∫ ∫ vXu pu , (11)

где ku  и k
vu  – вектор перемещения в k-м базисном элементе базиса внутренних

(5) и граничных (8) состояниях соответственно.
Тестирование коэффициентов Фурье осуществляется подстановкой одного из

базисных элементов с соответствующими ГУ в качестве заданного, при этом
должны выполняться условия 1nc = , n – номер тестируемого элемента, остальные
коэффициенты Фурье должны равняться нулю.

4. Формирование базиса внутренних состояний

Авторами [20] с помощью метода интегральных наложений установлена зави-
симость между пространственным напряженным и деформированным состоянием
упругого трансверсально-изотропного конечного тела без полостей и определен-
ными вспомогательными двумерными состояниями, компоненты которых зависят
от двух координат z и y (переменных).

При установлении зависимости используется следующий прием. Упругое тело,
напряженное состояние которого требуется изучить, рассматривается как часть
некоторого бесконечного цилиндра с осью η , параллельной образующей цилинд-
ра. С телом связана система координат rzθ . Меридианное сечение тела совпадает
с плоскостью поперечного сечения бесконечного цилиндра с осями координат zy
(направление η  ⊥  плоскости zy, ось z общая для тела и цилиндра). Предполага-
ется, что цилиндр находится в некотором двумерном напряженном состоянии не
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меняющемся вдоль образующей. Компоненты этого состояния pl
yu , pl

zu , pl
yσ ,

pl
zσ , pl

zyσ , pl
ησ  определяют плоскую деформацию цилиндра в плоскости zy. Эти же

компоненты определяют напряженное состояние заданного упругого тела, так как
оно является частью цилиндра. Для того чтобы получить пространственное на-
пряженное состояние тела, рассматривается ряд цилиндров, отличающихся на-
правлением образующей или углом поворота относительно оси z. Последователь-
но представляя тело вырезанным из каждого такого цилиндра при m → ∞
(m – число цилиндров), образуется ряд напряженных состояний, суперпозиция ко-
торых и дает суммарное трехмерное состояние. Если напряженное состояние ка-
ждого цилиндра в процессе поворота не меняется, то трехмерное состояние тела
будет осесимметричным, не зависящим от координаты θ . Например, для компо-
ненты вектора перемещения w  трехмерного состояния имеет место выражение

1

1 ( )
m

pl
z k

k
w u

m =
= ∑ .

При переходе к пределу при m → ∞  сумма заменяется интегралом. При по-
следующей замене переменой интегрирования, окончательно связь между пере-
мещениями осесимметричной деформации и плоской деформации соответствую-
щего цилиндра имеет вид [20]
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В работе [25] приведены выражения для напряжений осесимметричного со-
стояния через напряжения плоского вспомогательного состояния.

Для построения поля перемещений плоских вспомогательных состояний вос-
пользуемся системой многочленов y zα β , которую можно поместить в любую по-

зицию вектора перемещения ( ),pl y zu , образуя некоторое допустимое состояние

{ } { }{ },0 , 0,pl y z y zα β α β=u .

Перебор всевозможных вариантов в пределах nα + β ≤ , (n = 1, 2, 3 …) позво-
ляет получить множество плоских состояний. Далее, согласно (12), определяются
компоненты вектора перемещения ( ),r zu  пространственного осесимметричного
состояния и по цепочке (2), (3) определяются соответствующие тензоры деформа-
ций и напряжений, образуя конечномерный базис (5).

5. Решение задач для тел вращения

Тестовая задача. Апробацию предложенной методики проведем на исследо-
вании упругого состояния трансверсально-изотропного кругового в плане цилин-
дра из горной породы алевролита крупного темно-серого [22]. После процедуры
обезразмеривания параметров задачи, аналогия которой представлена в работе
[26], цилиндр занимает область {( , ) 0 1, 2 2}V z r r z= ≤ ≤ − ≤ ≤  и имеет упругие
характеристики материала: 6.21zE = ; 5.68rE = ; 2.29rG = 2.55zG = ; 0.22zν = ;

0.24rν = .
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В тестовой задаче предполагается подбор таких граничных условий, чтобы
была возможность получения строгого решения. Зададим следующие неуравно-
вешенные усилия на границе:

10; 1, 2, 0 1r zp p S z r= = − = − ≤ ≤ ;

20; 2, 2, 0 1r zp p S z r= = = ≤ ≤ ;

30, 1, 2 2S r z= = − ≤ ≤p ,

и компоненты массовых сил 0R = , 1/ 4Z = − , последняя определена как разница
главных векторов заданных сил, деленная на объем тела и направленная противо-
положно оси z.

После построения базиса внутренних состояний, процедуры его ортонормиро-
вания и исключения линейно зависимых элементов, базисный набор для компо-
нент вектора перемещения представлен в таблице (показано 5 элементов).

Ортонормированный базисный набор
компонент вектора перемещения

u w

1ξ 0 0.263 z

2ξ 0.18528r 0.10429 z−

3ξ 0 20.11427z

4ξ 0.15544rz 20.04374z−

5ξ 0.3983rz− 2 20.32323 0.01121r z+

Искомое состояние определено пятью членами ряда Фурье с соответствующи-
ми коэффициентами (11):

1 0.79167с = , 2 0.31287с = − , 3 0.15235с = , 4 0.05832с = − , 5 0.01494с = .
Решение определяется выражениями (10), является строгим и имеет вид

0.057971 0.0096618u r rz= − + ; 2 20.0048309 0.241546 0.0201288w r z z= + + ;

0rr r z zrθθ θ θσ = σ = σ = σ = σ = ; 1.5 0.25zz zσ = + ; 0R = ; 0.25Z = − .
Расчетная задача для цилиндра. Рассмотрим теперь для этого же цилиндра

первую основную задачу механики с внешними усилиями, имитирующими одно-
родное растяжение вдоль оси z и неоднородное вдоль оси r:

10; 1, 2, 0 1r zp p S z r= = − = − ≤ ≤ ;

20; 1, 2, 0 1r zp p S z r= = = ≤ ≤ ;

2
34 ; 0, 1, 2 2r zp z p S r z= − = = − ≤ ≤

и массовыми силами 2{ , }r z=X .
Сохранение той же геометрии и физических свойств материала, что и в тесто-

вой задаче, позволяет использовать уже построенный ортонормированный базис.
При решении использовался базис из 52 элементов. Приближенное решение име-
ет аналитический вид (приведем выражения для перемещений и массовых сил):
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3 5 7 2[479558 1273.25 791.76 156.23 12190.3u r r r r rz= − − + − +
3 2 5 2 7 2 4 3 4665 393.48 1.54 281.27 40.083r z r z r z rz r z+ − + − + +

5 4 6 3 6 5 5141.88 124.87 78.874 3.105 ] 10r z rz r z rz −+ + − + ⋅ ;

2 4 6[10005.1 11670.4 135.833 88.783w z r z r z r z= + + − +
8 3 2 3 4 3 6 38.0848 100 936.646 853.594 6.3186r z z r z r z r z+ + − + − +
5 2 5 4 5 7 2 7 5153.371 191.719 139 24.56 41.8 ] 10z r z r z z r z −+ − − − + + ⋅ ;

3 5 7 2[220.8 1183.54 445.856 3.0348 4.8617R r r r r rz= + − − − +
3 2 5 2 4136.936 43.05 28.8633r z r z rz+ − − − 3 4 6 335.207 10.0678 ] 10r z rz −+ ⋅ ;

2 4 6 3[995.247 104.925 70.404 11.599 21.853Z z r z r z r z z= + − − − −
2 3 4 3 5102.278 49.768 25.2473r z r z z− + + + 2 5 7 317.1775 5.5309 ] 10r z z −− ⋅ .

Следует отметить, что сходимость в направлении поверхностных сил наблю-
дается быстрее, чем в направлении массовых сил. Поверхностные силы восста-
навливаются с достаточной точностью уже при использовании 20 элементов бази-
са. Для достижения удовлетворительной точности в отношении массовых сил та-
кого количества используемых элементов недостаточно.

При практической реализации приема решения первой основной задачи для
цилиндра и его тестирования при различных видах функций заданных массовых
сил наблюдалась следующая особенность: если область интегрирования V сим-
метрична относительно плоскости 0z = , то сходимостью решения в части вос-
становления массовых сил обладают задачи с кососимметричной относительно
этой плоскости компонентой массовых сил Z , например , 1,3,5...nZ z n= = . Это
связано с видом базисных функций и, естественно, ограничивает круг рассматри-
ваемых задач.

Рассмотрим теперь задачу для тела вращения неканонической формы (рис. 2)
из того же материала, что и цилиндр. Исследуем распределение напряжений
внутри области от действия массовых сил 2{ ,0}r=X  при условии, что след этих
напряжений на границе равен нулю 0=p .
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S 1

S 2

S 3

S 4

-1

-1

0.5-0.5

Рис. 2. Меридианное сечение тела вращения
Fig. 2. A meridian section of the body of revolution
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Сходимость решения сильно зависит от геометрии тела, поэтому для решения
данной задачи потребовался базис уже из 70 элементов; коэффициенты Фурье
приводить не будем. Проверка результата и оценка точности осуществляется со-
поставлением заданных ГУ с восстановленными в результате решения. На рис. 3
показаны массовые силы на участках 1S  и 2S . На графиках заданные ( ) и
восстановленные ( ) массовые силы изображены в масштабе. Например,
истинное значение R  на левом графике рис. 3, а равно значению на графике, ум-
ноженному на коэффициент κ .
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Рис. 3. Верификация массовых сил на участках границы:
а – на участке 1S , b – на участке 2S

Fig. 3. Verification of mass forces on the boundaries:
in the section (a) 1S and (b) 2S

Как видно из графиков, восстановленные массовые силы совпадают с задан-
ными в диапазоне определенной точности ( 10 %±  от значения заданной величи-
ны в любой точке на границе тела).

Компоненты вектора перемещения, имеющие полиномиальный вид, представ-
лены в виде изолиний (в явном виде необозримы) (рис. 4). В силу осевой симмет-
рии показана область 0 1, 1 1r z≤ ≤ − ≤ ≤ . Истинное значение показанной величи-
ны равно соответствующему значению на изолиниях, умноженному на κ .

Полученные упругие поля удовлетворяют уравнениям (1) – (3), а также урав-
нениям совместности деформаций [23].
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а b

Рис. 4. Компоненты вектора перемещения:
а – 2, 10u −κ = , б – 2, 10w −κ =

Fig. 4. Displacement vector components:
(а) 2, 10u −κ =  and (b) 2, 10w −κ =

Заключение

Таким образом, решение задач линейной теории упругости строится в виде ря-
дов, но совершенно не опирается на общее или фундаментальное решение. Здесь
задается зависимость вектора перемещения плоского вспомогательного состояния
от координат y zα β  и на его основе определяется вектор перемещения простран-
ственного осесимметричного состояния. Для такого вектора по соотношению
Коши определяется тензор деформаций, из закона Гука – тензор напряжений, из
фундаментального соотношения Коши – усилия на поверхности тела, а из уравне-
ния равновесия – массовые силы. То есть строится точное частное решение задачи,
соответствующее заданной в каждой точке тела функции перемещения. Переби-
рая nα + β ≤  (n = 1, 2, 3 …), строится множество точных частных решений задачи
линейной теории упругости: векторы перемещения ku , тензоры деформаций kε ,
тензоры напряжений kσ , векторы поверхностных сил k k= ⋅p n σ , векторы массо-
вых сил kX . Оставляя среди этих решений только линейно независимые и осуще-
ствляя их ортогонализацию в соответствии с соотношением (7), получаем базис,
по которому соответствующие векторы или тензоры разлагаются в ряды с одина-
ковыми коэффициентами (11). Поэтому изложенный подход является более ши-
роким, чем подход, основанный на общих или фундаментальных решениях [25].
В данном случае используется процедура ортогонализации, определяемая соот-
ношениями (7) и (9), позволяющая сразу строить решение задачи с заданными
массовыми и поверхностными силами, а не строить полное решение как сумму
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частного решения задачи при действии массовых сил и общего решения при дей-
ствии только поверхностных сил, как сделано, например, в работе [14].

Предложенная методика, однако, не является общей для любого класса рас-
сматриваемых областей (односвязных и многосвязных) и вида заданных функций
массовых сил. Скорость сходимости рядов зависит от граничных условий и усло-
вий внутри области, а также от геометрии тела.

Таким образом, метод граничных состояний показал свою эффективность в
решении первой основной задачи теории упругости для трансверсально-
изотропных тел вращения с массовыми силами. Результирующее упругое поле
имеет численно-аналитический вид, что позволяет легко проводить анализ полу-
ченных характеристик напряженно-деформированного состояния.
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The purpose of this work is to determine the stress-strain state of the anisotropic bodies of
revolution exposed to axisymmetric surface and mass forces. The problem is solved using the
method of boundary states. A theory for the construction of space bases of the inner and boundary
states conjugated with isomorphism is developed. Determination of the internal state is reduced to
a study of isomorphic boundary state. The elastic state components are represented as Fourier
series with quadrature coefficients. In the first fundamental problem of mechanics, determination
of the elastic state is reduced to the solution of an infinite system of algebraic equations.
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A particularity of this solution is that the pattern of the determined elastic field satisfies both the
conditions specified at the boundary and inside the body.

A rigorous solution to a test problem for a circular cylinder, as well as a solution to the
problem with inhomogeneous boundary conditions is presented. An elastic field is found in the
problem for the non-canonical body of revolution exposed to mass forces and zero boundary
conditions. The explicit and indirect indicators of problem solution convergence and a graphical
visualization of results are shown.
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Теоретически обоснован и экспериментально проверен электромагнитный
способ, позволяющий определять собственные частоты поперечных колеба-
ний стержня при различных граничных условиях. На его основе разработан
метод электромагнитной вибродиагностики для неразрушающего контроля
стержневых конструкций, а также метод экспериментального определения
коэффициента внутреннего трения электропроводных материалов.
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рации, вибродиагностика, внутреннее трение.

Переход машиностроения к цифровым методам связан, в частности, с разработ-
кой и внедрением теоретически обоснованных методов вибродиагностики различ-
ных конструкций при неразрушающем контроле. В связи с этим возникает пробле-
ма адекватного теоретического описания и создания экспериментального оборудо-
вания для исследований вибрационных процессов в различных конструкциях с уче-
том условий их закрепления [1−5]. Многие конструкционные элементы и детали,
применяемые в машино- и приборостроении, имеют стержневую форму, поэтому
актуальным является исследование поперечных вибраций стержневых конструк-
ций. Обычно при вибродиагностике стержней используются магнитострикционные
датчики [1], которые устанавливаются в определенных точках испытуемой конст-
рукции. Они фиксируют характеристики колебаний только определенных точек,
иногда этого недостаточно, чтобы сделать вывод о наличии или отсутствии дефекта
конструкции. Кроме того, присоединение датчиков к конструкции изменяет ее
инерционные и упругие свойства, что необходимо учитывать при расчете собствен-
ных частот. Возникает приоритетная идея бесконтактной вибродиагностики. Ее
предлагается [2−5] решить за счет использования внешнего магнитного поля.

Цель настояшего исследования заключается в теоретическом обосновании и
экспериментальной проверке электромагнитного метода частотного анализа стерж-
невых систем. Этот метод также можно использовать для экспериментального оп-
ределения коэффициента внутреннего трения конкретных стержневых конструк-
ций. Основное внимание уделяется теоретическому описанию поперечных колеба-
ний консольного электропроводного стержня во внешнем магнитном поле.

1. Поперечные колебания консольного электропроводного стержня
в магнитном поле

В монографии [4] детально исследованы колебания двухопорного электропро-
водного стержня в магнитном поле. Амплитудные функции в этом случае являют-
ся синусоидальными, что облегчает математическую часть исследования. Уста-
новлено соответствие между частотами собственных поперечных колебаний
стержня и частотами электрического сигнала, возникающего в цепи, замыкающей
его концы. При этом обнаружены следующие особенности:
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1) набор частот электрического сигнала зависит от ширины и расположения
активного участка 2 1z z z∆ = − , на котором действует внешнее магнитное поле;

2) выделяется группа собственных частот колебаний стержня, которые не от-
ражаются в электрическом сигнале, то есть электромагнитное воздействие обла-
дает селективным свойством;

3) магнитная сила, действующая на стержень, увеличивает фактор затухания
свободных колебаний, поэтому в каждом частном случае необходимо сравнивать
по величине механическую и электромагнитную диссипацию.

Исследуем поперечные колебания консольного электропроводного стержня
длиной l в плоскости Oxz в присутствии внешнего магнитного поля (рис. 1). Одно-
родное и стационарное магнитное
поле действует на участке

2 1z z z∆ = − , вектор магнитной ин-
дукции В направлен перпендикуляр-
но плоскости колебаний стержня.
Концы стержня замкнуты электриче-
ским контуром, обладающим импе-
дансом R.

В монографии [4] составлено
дифференциальное уравнение попе-
речных колебаний электропровод-
ного стержня, находящегося во
внешнем магнитном поле. Запишем его для случая, когда импеданс внешней цепи
значительно превышает сопротивление стержня:

2

1

4 5 2 2
*

04 4 2 0
z

z

u u u u B uEJ m dz
t R tz z t t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ β + + β + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ , (1)

где ( , )u z t  – динамическая функция смещений, зависящая от продольной коорди-
наты и времени; EJ – изгибная жесткость стержня; β – коэффициент внешнего
демпфирования, зависящий от свойств окружающей среды; β∗ – демпфирующий
коэффициент, зависящий от свойств материала стрежня; m0 – погонная масса
стержня; R – полное сопротивление электрической цепи. Последний член в урав-
нении (1) соответствует электромагнитной силе.

Интегродифференциальное уравнение в частных производных (1) обычно при
помощи процедуры Фурье сводится к системе обыкновенных дифференциальных
уравнений. Представим динамическую функцию смещений в виде бесконечного
ряда по собственным амплитудным функциям nX :

1
( , ) ( ) ( )n n

n
u z t q t X z

∞

=
= ∑ ,

где qr – обобщенные координаты системы, в качестве которых можно принять
смещения точек максимального прогиба при каждой форме колебаний, ( )nX z  –
безразмерные функции.

Используя процедуру Фурье применительно к интегродифференциальному
уравнению (1), с учетом ортогональности собственных амплитудных функций,
приходим к системе обыкновенных дифференциальных уравнений:

z

y

x

B

0

z1 z2 l

R

Рис. 1. Консольный стержень в магнитном поле
Fig. 1. Cantilever beam in a magnetic field
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( ) ( )
2

* 2 2

0 1
1,2,...r

r r r r r n n
r n

Bq p q p q q r
m R

∞

=

γ
+ β + β + = − γ =

χ ∑�� � � . (2)

Здесь rp  – собственные циклические частоты и использованы обозначения

2

0

;
l

r rX dzχ = ∫  
2

1

;
z

r r
z

X dzγ = ∫  
2

1

.
z

n n
z

X dzγ = ∫ (3)

Правые части этих уравнений соответствуют электромагнитной силе. При ус-
ловии

2

1

0
z

r r
z

X dzγ = =∫  ( )1,2...r = (4)

электромагнитное воздействие отсутствует, а следовательно, в замыкающей цепи
не генерируется электрический сигнал. Условие (4) определяет группу колеба-
тельных мод, которые не подвергаются электромагнитному воздействию и не ре-
гистрируются анализатором, включенным в замыкающую цепь.

Собственные амплитудные функции консольного стержня выражаются в орто-
гональных функциях Крылова [6]:

1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r r r rX z C K z C K z C K z C K z= α + α + α + α  ( )1,2...r = , (5)

где 1 2 3 4, , ,С С С С  – константы, подлежащие определению, rα  – волновые числа,
которые связаны с собственными частотами rp соотношениями

2
4 0r

r
p m

EJ
α =  ( )1,2...r = . (6)

Консольному стержню соответствуют граничные условия:

( ) ( )
( ) ( )
0 0; 0 0;

0; 0.
r r

r r

X X

X l X l

′= =

′′ ′′′= =

С помощью условий на закрепленном конце стержня определяются первые две
константы: 1 20, 0C C= = .

Граничные условия на свободном конце приводят к системе уравнений:

3 1 4 2

3 4 4 1

( ) ( ) ( ) 0;

( ) ( ) ( ) 0,
r r r

r r r

X l C K C K

X l C K C K

′′ = λ + λ =

′′′ = λ + λ =
(7)

где r rlλ = α . Из первого уравнения (7) получаем соотношение

2
3 4

1

( )
( )

r

r

K
C C

K
λ

= −
λ

.

Масштабируем собственные амплитудные функции, приняв 4 1С = . С учетом
этого из второго уравнения (7) получаем уравнение частот:

2
1 2 4( ) ( ) ( ) 0r r rK K Kλ − λ λ =  ( )1,2...r = , (8)

которое можно представить в форме
1cos( )
( )r

rch
λ = −

λ
 ( )1,2...r = . (9)
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Первые корни уравнения (9) имеют значения [6]: 1 21.875; 4.694.λ = λ =  Вол-

новые числа соответственно равны: 1
1 4.6875м−α = ; 1

2 11.735м−α = . Применяя
формулу (6), можно определить собственные частоты 1p и 2p  для стержня, кото-

рый используется в эксперименте при 0 0.077 кг мm = , 24.45НмEJ = :
1 1

1 2167.509 с , 1049.837 сp p− −= = .
Амплитудные функции с учетом значений констант принимают вид

( ) ( ) ( )2
4 3

1

( )
( )

r
r r r r

r

K
X z K z K z

K
λ

α = α − α
λ

  ( )1,2...r = . (10)

На рис. 2 изображены две первые амплитудные формы колебаний консольного
стержня длиной l = 0.4 м с учетом выбранного масштаба. При 1r =  электромаг-
нитное воздействие проявляется при любом расположении активного участка, так
как все точки линии изгиба смещаются в одной фазе. При 2r =  выделяются уча-
стки стержня, смещающиеся в противофазе. Следовательно, можно выбрать такое
расположение и такую ширину активного участка, при которых ток в стержне не
индуцируется и электромагнитное воздействие отсутствует. Определим положе-
ние активного участка (магнитов), при котором электромагнитное воздействие на
вторую моду отсутствует.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 l, м
–4

–2

0

2

Xr
r = 1

r = 2

Рис. 2. Амплитудные функции Х1 и Х2
Fig. 2. Amplitude functions X1 and X2

Используя условие (4), составим уравнение частот изолированных колебаний:

( )2
1 2 1 1 4 2 4 1

1

( )( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( 1,2,...)
( )

r
r r r r

r

KK z K z K z K z r
K

λ
α − α − α − α = =

λ
. (11)

Пусть магнитное поле создается плоскими магнитами шириной
2 1 0.06 мz z z∆ = − = . Условию отсутствия электромагнитного воздействия отвеча-

ет случай, при котором 2 4.694.λ =  На рис. 3 изображены два графических реше-
ния уравнения (11) при различных положениях активного участка: в первом слу-
чае 1 20.85 ,z l z l= = ; во втором случае 1 20.7 , 0.85z l z l= = . Второй случай со-
ответствует поставленному условию, поскольку график пересекает ось абсцисс
при значении близком к 2 4.694.λ =
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Рис. 3. Графические решения уравнения частот изолированных
колебаний при различных местоположениях магнитов

Fig. 3. Graphical solutions to the equation of frequency
of the isolated oscillations at different locations of magnets

Присутствие внешнего магнитного поля приводит к возникновению распреде-
ленной электромагнитной силы, которая действует на стержень. В случае собст-
венных колебаний магнитная сила является демпфирующей, что приводит к из-
менению факторов затухания парциальных колебаний. Как показано выше, элек-
тромагнитное воздействие обладает избирательностью (селективностью) по от-
ношению к колебательным модам. Очевидно, и факторы затухания различных
парциальных колебаний стержня за счет электромагнитного воздействия изменя-
ются в различной мере. Можно определить моды, факторы которых не изменяют-
ся при колебаниях стержня в магнитном поле.

Уравнения, входящие в систему (2), являются взаимосвязанными, поскольку
их правые части содержат весь набор обобщенных скоростей. С помощью метода
расщепления [4] систему уравнений (2) можно упростить. Оставим в первом
уравнении только первый член суммы, стоящий в правой части, во втором – два и
т.д. Получим систему уравнений, которые можно интегрировать последовательно,
начиная с первого:
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(12)

Используя уравнения (12), определим факторы затухания rh� и демпфирован-
ные частоты rp� нескольких первых колебаний, используя формулы

2 2
* 2 2 2

0

1 ; .
2

r
r r r r r

r

B
h p p p h

m R
⎛ ⎞γ

= β + β + = −⎜ ⎟
χ⎝ ⎠

� �� (13)
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Механическая диссипация определяется коэффициентами β  и *β . Значения
этих коэффициентов можно оценить лишь приблизительно, используя табличные
данные, например: 5 13 10 с− −β = ⋅ , * 3 16 10 с− −β = ⋅ . Однако, следует понимать, что
эти значения требуется уточнять для каждой конкретной экспериментальной ус-
тановки. Обозначим коэффициент магнитной диссипации ( ) 2 2

0( )m
r r rB m Rβ = γ χ .

В таблице приведены расчеты факторов затухания и демпфированных частот
при индукции магнитов В = 1 Тл и их расположении в соответствие с координа-
тами 1 20.7 , 0.85z l z l= = . Импеданс осциллографа 610 ОмR = . Видно, что маг-
нитная диссипация намного меньше механической и не влияет на демпфирован-
ные частоты колебаний. Этот факт можно отметить как достоинство электромаг-
нитного способа измерения собственных частот: при больших значениях импе-
данса частотного анализатора электромагнитное воздействие практически не ис-
кажает собственные частоты стержня, то есть измеряемые значения совпадают с
демпфируемыми частотами в отсутствие магнитного поля.

rp , с−1
rh� , с−1 ( )m

rβ , с−1
rp� , с−1

r = 1 167.51 42.09 77,8 10−⋅ 167.13

r = 2 1049.84 1653.24 81,9 10−⋅ Апериодич.затухание

r = 3 2939.87 12964.25 77,0 10−⋅ Апериодич.затухание

Заметим, что магнитная диссипация при r = 2 существенно меньше, чем r = 1 и
r = 3. Это объясняется выбором положения активного участка, при котором элек-
тромагнитное воздействие на вторую моду практически исключается.

2. Экспериментальная проверка теоретических результатов

Проверка теоретических расчетов произведена на специально сконструиро-
ванной установке (рис. 4, а). На массивной станине смонтирована стойка, на ко-
торой консольно закреплен алюминиевый стержень круглого сечения длиной
40 см и диаметром 6 мм. Внешнее однородное стационарное магнитное поле
создается двумя плоскими постоянными магнитами, изготовленными из сплава
неодим – бор. Такие магниты позволяют создать очень сильное магнитное поле.
При близком расположении двух плоских магнитов, как указано на рис. 4, между
ними создается магнитное поле с индукцией, близкой к 1 Тл. Вектор магнитной
индукции направлен перпендикулярно плоскости колебаний стержня, магнитное
поле создано на участке 2 1 0.06 мl z z∆ = − = . Для регистрации электрических им-
пульсов использовался электронный осциллограф OWON SDS7102V, соединён-
ный с концами электропроводного стержня.

Цели эксперимента: 1) экспериментальная проверка метода электромагнитного
частотного анализа при поперечных колебаниях консольного стержня; 2) получе-
ние экспериментальных данных для определения коэффициента внутреннего тре-
ния, возникающего в стержне.

В первой серии экспериментов стержень совершал собственные плоские коле-
бания в поле двух магнитов, при этом магнитное поле действовало на участке

1 20.7 , 0.85z l z l= = , который соответствует приведенным выше теоретическим
расчетам.
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Рис. 4. Схема экспериментальной установки (а); осциллограмма электрического сигнала (b)
Fig. 4. (а) Installation diagram of the experimental facility; (b) oscillogram of an electric signal

С помощью магнитного поля механические колебания стержня преобразовы-
ваются в электрический сигнал, считываемый осциллографом. На экране осцил-
лографа отражается затухающая периодическая кривая (рис. 4, б). Измерив пери-
од колебаний, можно вычислить частоту. В результате серии опытов определено
значение основной частоты колебаний стержня: 1 (20 3) Гцν = ± . Соответственно

циклическая демпфированная частота имеет значение 1
1 (125.6 15) сp −= ±� . Различие

теоретического значения и результата эксперимента объясняется двумя причинами:
1) невысокой точностью измерений периода колебаний из-за «шумовых» помех;
2) неточностью принятых коэффициентов механической диссипации β и β∗.

Во второй серии экспериментов применен резонансный метод: с помощью ге-
нератора сигналов специальной формы Tabor WW2571A, включенного в электри-
ческую цепь, подается электрический ток определенной частоты. Возникают вы-
нужденные колебания стержня под действием электромагнитной силы. При сов-
падении частоты электрического сигнала с собственной частотой колебаний
стержня, наступает резонанс и стержень вибрирует с максимальной амплитудой.
Эксперимент проводился с постепенным увеличением частоты входного сигнала
шагом 0.1 Гц. Максимальная амплитуда колебаний достигалась при частоте сиг-
нала 23 Гц, а при дальнейшем повышении частоты входного сигнала, амплитуда
колебаний стержня постепенно уменьшалась. Для проверки совершалось посте-
пенное понижение задаваемой частоты и максимальная амплитуда колебаний за-
мечена так же при частоте в 23 Гц. Следовательно, можно сделать вывод, что ос-
новная собственная частота колебаний стержня с достаточно высокой степенью
точности 1 (23 0.1) Гцν = ± . Соответственно циклическая демпфированная частота

имеет значение 1
1 (144.4 0.6) сp −= ±� . Используя это значение, можно более точно

оценить механическую диссипацию в данной экспериментальной установке:
2 2 1

1 1 1 84.8 ch p p −= − =� � .
Основной причиной механической диссипации при поперечных колебаниях

металлического стержня является внутреннее трение, поэтому коэффициент β∗

можно достаточно точно определить из соотношения:

* 1
2
1

2 0,006 ch
p

β ≈ =
�

.
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Таким образом, предложенный электромагнитный метод можно использовать
для исследования явления внутреннего трения конкретных электропроводных ма-
териалов и сплавов.

Заключение

Полученные в настоящем исследовании результаты можно использовать для
обоснования электромагнитного метода вибродиагностики. Его суть заключается
в экспериментальном определении собственных частот поперечных колебаний
детали, имеющей стержневую форму. Вначале определяется первая собственная
частота эталонного образца, не имеющего дефектов. В ходе испытания деталей
сравниваются их частоты с эталонной частотой. При наличии в детали трещин и
других внутренних дефектов эти частоты заметно различаются. Достоинства это-
го метода: отсутствие разрушений образца, бесконтактный способ измерений, не-
изменяемость механических свойств образца в процессе испытаний.

Эту же экспериментальную установку можно использовать для изучения внут-
ренних свойств электропроводных материалов, в частности для определения
внутреннего трения.
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Vibration-based diagnostics of constructions is an obligatory technical procedure in
mechanical engineering. In this regard, there is a problem of an adequate theoretical description of
vibration processes in various structures with account for end fixity conditions, as well as the
creation of experimental facilities for non-contact testing.

The paper presents a theoretical basis and experimental verification results for a method of
electromagnetic frequency analysis of rod systems. The essence of the method is the experimental
determination of natural oscillation frequencies and their comparison with reference values. The
main attention is paid to a theoretical description of transverse vibrations of a cantilever
conductive rod in an external magnetic field in order to determine reference frequencies of a
defect-free sample.

The presence of the external magnetic field gives rise to the distributed electromagnetic force
exerted on the rod. In the case of natural oscillations, the magnetic force is damping, which leads
to a change in damping factors of partial oscillations. The electromagnetic effect is selective
towards vibrational modes; hence, the damping factors of various partial oscillations of the rod
vary to different degrees. This fact allows one to determine an optimal location of the area with
acting magnetic field, as well as its width when measuring a given frequency of sample testing.

The proposed method has several advantages: indestructibility of the sample, non-contact
measurements, invariability of mechanical properties of the sample during the tests.

Fedor Yu. KUZNETSOV (National Research Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russian
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ВЛИЯНИЕ РЕЛАКСАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ
НА ФОКУСИРОВКУ УДАРНОЙ ВОЛНЫ В ОБЛАКЕ ГАЗОВЗВЕСИ

Исследуется взаимодействие плоского скачка уплотнения в воздухе с ци-
линдрической областью газовзвеси и влияние релаксационных процессов
для различных размеров частиц на преломление и фокусировку ударной
волны. Проведено численное моделирование в рамках неравновесного эйле-
рового подхода при описании газовой и дисперсной фаз. Для численного
решения используется высокоустойчивая схема второго порядка по про-
странству и времени. Установлено, что увеличение размеров частиц приво-
дит к уменьшению интенсивности фокусировки и перестройке ударно-
волновой конфигурации с внутреннего на внешний режим.

Ключевые слова: ударная волна, фокусировка, релаксационные процессы,
газовзвесь.

Движение ударных волн и их взаимодействие с неоднородностями (областями,
отличными по плотности и/или температуре от окружающей среды) встречается
при решении прикладных задач в технологических процессах импульсного нане-
сения порошковых покрытий, анализа взаимодействия ударных волн с загради-
тельными дисперсными образованиями, прогнозирования последствий аварий при
взрывах на угольных шахтах, изготовления ракетных двигателей на твердом топ-
ливе и др. Возникающее при этом течение сопровождается структурно-сложными
ударно-волновыми конфигурациями с рефракцией скачка уплотнения на границе
раздела сред, фокусировкой ударных волн и развитием неустойчивости на кон-
тактной поверхности.

Взаимодействию ударной волны в газах с различными показателями адиабаты,
молекулярного веса и температуры посвящены теоретические [1−3] и экспери-
ментальные [4−6] работы. Преломление скачка уплотнения на границах раздела
различных конфигураций с учетом релаксационных процессов в газах изучен в
[7]. Пространственные эффекты при взаимодействии ударной волны с продоль-
ным каналом газа пониженной плотности рассмотрены в [8].

C одной стороны, преломление скачка уплотнения на границе раздела неодно-
родных по плотности газовзвесей качественно согласуется с аналогичными явле-
ниями в газах повышенной плотности. С другой стороны, наличие частиц в газе
может приводит к «аномальным» эффектам, например формированию ударно-
волновой структуры на дозвуковом (по несущему газу) режиму течения [9−11].
В работах [12, 13] изучено ускорение облака частиц из плексигласа и бронзы в
спутном потоке за ударной волной и показано существенное влияние объемной
концентрации частиц. Авторами [14, 15] рассмотрено влияние начальной геомет-
рии и угла поворота облака на дисперсию частиц. В [16] численно в рамках одно-
скоростной и одно-температурной постановки задачи исследовано распростране-
ние плоской сильной ударной волны по воздуху, содержащему цилиндрическое
облако кварцевой пыли малой концентрации.
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Настоящая работа является продолжением исследований структурно-сложных
релаксирующих течений газовзвесей и посвящена изучению возможностей чис-
ленного моделирования влияния релаксационных процессов при изменении раз-
меров дисперсных частиц на фокусировку ударной волны в облаке газовзвеси.

Постановка задачи

Для математического описания ударно-волновых процессов в неравновесных
по скоростям и температурам смесях двухкомпонентного газа и твердых моно-
дисперсных частиц выпишем законы сохранения в следующем виде [17, 18]:

( ) ( )d dt
∂

+ + =
∂
q G B F H q∇ ∇ , (1)

[ ]T
11 12 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2, , , , , ,e E K= ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ + ρq v v ,

[ ]T
11 1 12 1 2 2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2, , , , , ,e E K= ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ + ρG v v v v v v v v v v  ,

( )[ ]T
1 1 2 20,0,0, , ,0,p p p= α + αF v v  , T0,0,0, , , ,T TQ Qμ μ= − −⎡ ⎤⎣ ⎦H F F  ,

( )diag , , , , , ,d = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇  , [ ]1 2diag 1,1,1, , ,1,1= α αB  ,

1 11 12ρ = ρ + ρ  , ( 1, 2)i i i iρ = ρ α =D  , 1 2 1α + α =  , 2 2
1 1 1 2 2/ 2,  v / 2E e K= + =v .

Здесь и далее индексы 1 и 2 внизу относятся соответственно к параметрам несу-
щей и дисперсной фаз, а вторые индексы – к компонентам газа; ∇  − оператор Га-
мильтона. Через , , , , , ,i i i i i iE e pα ρ ρ vD  обозначены объемная доля, истинная и при-
веденная плотности, вектор скорости, полная и внутренняя энергии единицы мас-
сы i-й фазы, давление газа; ,  TQμF  − соответственно вязкая составляющая силы
межфазного взаимодействия и мощность теплообмена между газом и частицами в
единице объема; t  − время.

Для замыкания системы (1) используем уравнения состояния идеального со-
вершенного газа, аддитивности и термической равновесности его компонентов, а
также несжимаемых твердых частиц:

( )( )1 1 11 ,p e= γ φ − ρD  ( )
( )
( )

1 2
1

1 2

1
1

p p p

v v v

c c c
c c c

φ + − φ
γ φ = =

φ + − φ
 ,

1 1,ve c T=  2 2 2 ,e c T=  2 2{ , } constc ρ ≡D ,

где 1 1 2 2, , , constv p v pc c c c ≡  − удельные теплоемкости при постоянном объеме и
давлении для соответствующих газов; с2 − теплоемкость частиц; Ti − температура
i-й фазы; 1γ  − показатель адиабаты смеси газов; 11 1/φ = ρ ρ  – массовая доля пер-
вого компонента.

Метод решения

Метод решения основан на расщеплении уравнений (1) по физическим про-
цессам [18]:

[ ] ( )
(0)

(0)
0

k
k

d
−

+ =
τ

q q B F H q∇ ,  [ ]
(1) (0)

(0) 0d w
−

+ =
τ

q q G∇ , (2)

где τ  − шаг по времени; k  − индекс временного слоя; (0), (1) − этапы расщепле-
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ния; [ ]0
k⋅  − оператор центральной разности; [ ](0)

w⋅  − TVD-реконструкция потоков
путем взвешенной линейной комбинации противопоточной и центральной ап-
проксимаций конвективных членов с ограничителями потоков [19].

На предварительном этапе используется адаптивная искусственная вязкость
TVD-типа [20] как скалярная добавка к давлению газа [19]. Обозначив в (2) про-
странственный разностный оператор ( )L q , используем двухшаговый TVD-метод
Рунге-Кутты:

( )(1) k kL= + τq q q ,  ( ) ( )1 (1) (1)0.5 0.5k k L+ = + + τq q q q . (3)

Разностная схема (3) с настраиваемыми диссипативными свойствами − CDP2
(Customizable Dissipative Properties) – имеет второй порядок точности по про-
странству и времени на гладких решениях [21]. Схема CDP2 является K-
устойчивой [22], т.е. условия устойчивости не зависят от интенсивности межфаз-
ных взаимодействий и размеров сетки. Число Куранта для всех задач в настоящей
работе принято CFL 0.4= .

Валидация метода

Характерными чертами рассматриваемого явления являются различия плотно-
сти и скорости распространения звука в окружающей среде и в неоднородности,
приводящие к преломлению скачка уплотнения, перестройке течения и фокуси-
ровки ударной волны. Для подтверждения вычислительных свойств схемы CDP2
рассмотрим широко применяемый тестовый пример взаимодействия ударной
волны в воздухе с пузырем газа R22 [4].

Плоская ударная волна с числом Маха 1.22 распространяется в канале с попе-
речным размером 8.9 см, заполненный воздухом с показателем адиабаты 1 1.4γ =
плотностью 10 1.225ρ =  кг/м3. Через некоторое время ударная волна встречает ци-
линдрический пузырь диаметром 5 см газа R22 (показатель адиабаты 2 1.249γ = ,
газовая постоянная 2 91R =  Дж/(кг⋅К), плотностью 20 3.863ρ =  кг/м3). Давление в
обоих газах одинаковое − 10 20 =101325p p=  Па. Задача решалась на равномерной
сетке до оси симметрии с шагом 600 ячеек на радиус пузыря. Краевые условия:
отражения − на оси симметрии и стенках; на входе − параметры за падающей
ударной волной; выходные условия − экстраполяция параметров.

Шлирен-изображения градиента плотности газа в последовательные моменты
времени представлены на рис. 1. Момент времени отсчитывается от прихода па-
дающей ударной волны на левый край пузыря. Численные результаты хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными [4]. На приведенных расчетных изо-
бражениях воспроизводятся тонкие детали ударно-волновой картины прохожде-
ния скачка уплотнения, его отражения от границы раздела сред, преломления,
дифракции и фокусировки поперечных волн. Малая численная диссипация схемы
позволяет выявить развитие неустойчивости Кельвина – Гельмгольца вдоль кон-
тактной границы. Сравнение с расчетами других авторов [23, 24] подтверждает
работоспособность (малую численную вязкость, монотонность и точность) схемы
CDP2 для данного класса задач.

Рассмотрим также тестовую одномерную задачу фокусировки ударной волны
в слое мелкодисперсной смеси: преломление ударной волны на границе раздела
сред и отражения прошедшей в газовзвесь волны от стенки. В начальный момент
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a b c

d e f

Рис. 1. Шлирен-изображения градиента плотности газа в последовательные
моменты времени: a − 111.2; b − 202.2; c − 249.2; d − 307.2; e − 401.2; f − 472.2 μs

Fig. 1. Schlieren-images of the gas density gradient at successive time instants:
(a) 111.2, (b) 202.2, (c) 249.2, (d) 307.2, (e) 401.2, and (f) 472.2 μs

времени ударная волна с числом Маха 3 движется слева направо по воздуху
с давлением 0 101325p =  Па и температурой 0 293T =  К. На расстоянии 0.4 м
расположен неподвижный слой смеси воздуха при указанных параметрах со
взвешенными сферическими частицами диаметром 0.1d =  мкм, плотностью

2 2650ρ =D  кг/м3 и объемной долей 2 0.0015α = . Начало координат 0x =  совпада-
ет с левой границей слоя, а справа в точке 1x =  м находится стенка. Задача для
ограниченного интервала времени 0t >  имеет точное предельное равновесное ав-
томодельное решение [18], к которому сходится решение (1) при уменьшении
диаметра частиц 0d → .

На рис. 2 для трех характерных моментов времени приведены распределения
плотности смеси, давления и скорости, отнесенные к соответствующим началь-
ным величинам за ударной волной ( 1 1, pρ ) и скорости звука в газе ( 0a ) перед ней.
Здесь пунктирные кривые − численные решения на сетке с шагом 1h =  мм, а
сплошные − точные автомодельные решения (рис. 2, a−f). После взаимодействия
падающей ударной волны с левой границей газовзвеси c реализуется распад раз-
рыва с прошедшим в слой s1 и отраженным s2 скачками уплотнения (рис. 2, a−c).
Точные значения давления и плотности в сжатом слое газовзвеси составляют

(1)
1/ 1.70269p p =  и (1)

1/ 10.8511ρ ρ = . После прохождения слоя смеси газа с части-
цами происходит отражение ударной волны от стенки s3 и ее движение в обратном
направлении навстречу границы разрыва сред c (рис. 2, d−f). При этом существенно
повышается давление (3)

1/ 18.2186p p =  и плотность смеси (3)
1/ 72.2291ρ ρ = . Ав-

томодельные значения скоростей D1, D2,, D3 и Dc распространения разрывов s1, s2,
s3 и с, рассчитанные по соотношениям из [18], приведены в табл. 1.
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Рис. 2. Распределения относительных значений плотности смеси, давления и скоро-
сти в последовательные моменты времени: (a−c) − 1; (d−f) − 2.18; (g−i) − 2.5 мкс.
Пунктирные кривые − расчет, а сплошные − точные автомодельные решения (a−f),
расчет на измельченной сетке (g−i)
Fig 2. Distributions of relative values of the mixture density, pressure, and velocity at
successive time instants: (a−c) 1, (d−f) 2.18, and (g−i) 2.5 μs. The dashed lines are the
calculated results; the solid lines are the exact self-similar solutions (a−f), calculations on
a refined grid (g−i)

Т а б л и ц а  1

Автомодельные значения скоростей распространения разрывов, м/с

D1 D2 D3 Dc
601.559 51.5927 − 95.4303 539.793

При взаимодействии отраженной от стенки ударной волны с контактной гра-
ницей c возникает очередной распад разрыва со скачком уплотнения s4 и волной
разрежения r. На рис. 2, g−i показаны профили параметров течения в поздний мо-
мент времени после ряда отражений волны разрежения от стенки и контактного
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разрыва. Ввиду отсутствия автомодельного решения для этого момента времени
для сравнения выбран расчет на измельченной сетке 0.5h =  мм (рис. 2, g−i:
сплошные кривые).

Численные результаты хорошо согласуются с точными решениями. Схема
CDP2 демонстрирует возможности при разрешении деталей преломления ударной
волны, ее фокусировки с возникновением пиковых профилей распределения па-
раметров.

Результаты расчета

Исследуется двумерная задача распространения плоской ударной волны с чис-
лом Маха 3 в воздухе и ее взаимодействия с цилиндрической областью газовзвеси
радиусом r = 1 м [16]. Начальные условия соответствуют приведенной выше од-
номерной тестовой задаче. Исходное положение ударной волны, отсчитываемое
от левой границы облака газовзвеси, 0 1x = −  м. Расчеты выполнены на равномер-
ной сетке с шагом 1/ 600h =  м. Граничные условия заданы на оси симметрии −
отражения; слева (входные) − параметры за падающей ударной волной; выходные
условия − экстраполяция параметров.

На рис. 3 приведены шлирен-изображения градиента плотности смеси в харак-
терные моменты времени для различных размеров частиц от 0.1, 10, 50, 100 мкм.
Пунктирной линией показано начальное положение границы газовзвеси. При
взаимодействии исходного скачка уплотнения s0 с границей облака газовзвеси c0
возникает распад разрыва с прошедшей s1, отраженной s2 ударными волнами и
комбинированным разрывом (скачком пористости) c1 между ними. Течение для
достаточно мелких частиц 0.1d =  мкм является практически равновесным по
скоростям и температурам фаз (рис. 3, a и b). Скорость звука и ударной волны s1 в
смеси меньше, чем в окружающем воздухе s0. Это приводит к формированию из-
вестной ударно-волновой структуры (двойное преломление фон Неймана) с трой-
ной точкой tr и системой сопряженных волн s0−s1− s3− s4. Фронт огибающей вол-
ны s0 обгоняет скачок уплотнения внутри облака s1. Поперечные волны и тройная
точка движутся к оси симметрии и в некоторый момент времени происходит от-
ражение от оси − фокусировка. При этом может значительно повышаться давле-
ние газа и плотность смеси. Вследствие несовпадения градиентов давления и
плотности развивается неустойчивость Рихтмайера – Мешкова и вихреобразова-
ние v (рис. 3, a и b), которое в свою очередь приводит к энтропийным (малым)
возмущениям в окружающем газе.

С увеличением размеров частиц зоны релаксации за проходящей в облаке га-
зовзвеси ударной волной и вторичными волнами становятся конечными. При этом
для достаточно малых частиц 10d ≤  мкм ударная волна вырождается в волну
сжатия с фронтом малой интенсивности, а тройная точка tr размывается до неко-
торой области сопряжения волн сжатия (рис. 3, c и d). При возрастании диаметра
частиц скорость и интенсивность скачка s1 уменьшается, но остается конечной
(рис. 3, e и f). При 50d <  мкм фронт прошедшей s1 ударной волны отстает от по-
перечного ударного разрыва s3 и точки сопряжения i, поэтому фокусировка реали-
зуется внутри облака газовзвеси в окрестности ее границы (рис. 3, a−f). Напротив,
для крупных частиц 100d =  мкм скачок s3 приходит на границу облака на оси сим-
метрии раньше, чем огибающая s0, поперечная s3 волна и точка их сопряжения i
(рис. 3, g и h). При этом режим фокусировки меняется с внутреннего на внешний.
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Рис. 3. Шлирен-изображения градиента плотности смеси в характерные моменты
времени: левая колонка − 3.8; справа − 4.1 мс. Размеры частиц: a, b − 0.1; c, d − 10;
e, f − 50; g, h − 100 мкм. Пунктирной линией показано начальное положение грани-
цы газовзвеси
Fig 3. Schlieren-images of the mixture density gradient at characteristic time instants:
left column corresponds to 3.8 μs.; right column, 4.1 μs. Size of particles: (a),(b) 0.1,
(c),(d) 10, (e),(f) 50, and (g),(h) 100 μm. A dashed line indicates an initial position of the
gas suspension boundary

Для подтверждения качественных закономерностей фокусировки ударной
волны в облаке газовзвеси проведены расчеты продольной относительной коор-
динаты fx  и безразмерные давления 1fp  и frp  фокусировки, отнесенные соот-

ветственно к давлению за исходным скачком уплотнения 1p  и давлению при пря-
мом отражении ударной волны от стенки rp  (тестовая одномерная задача фоку-
сировки, приведенная выше). Параметры фокусировки ударной волны рассчиты-
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вались следующим образом. На каждом временном шаге определялось наиболь-
шее давление газа и его координата на оси симметрии. Затем из полученных дис-
кретных значений рассчитывалось максимальное значение давления и соответст-
вующая ему координата фокусировки:

1) max max
x

p p
∀

= , ( )max arg max
x

x p
∀

= ;

2) maxmaxf t
p p

∀
= , ( )max maxarg max

t
t p

∀
= , ( )max max( ) /f cx x t x r= − .

Здесь cx  − координата центра цилиндрического облака газовзвеси.
C увеличением размеров частиц точка фокусировки смещается к правой гра-

нице облака газовзвеси, а при 100d =  мкм находится за его пределами (внешний
режим фокусировки). При этом давление фокусировки уменьшается. Максималь-
ное его значение превышает более чем в 8 раз давление за фронтом падающей
ударной волны в окружающем воздухе и составляет менее 50 % от давления пря-
мого отражения скачка уплотнения в газовзвеси от стенки.

Результаты расчетов сведены в табл. 2.

Т а б л и ц а  2

Безразмерные параметры фокусировки ударной волны

d = 0.1 мкм d = 10 мкм d = 50 мкм d = 100 мкм
xf 0.913 0.955 0.960 1.33
pf1 8.51 7.00 2.63 2.53
pfr 0.467 0.385 0.144 0.139

Выводы

В результате численного моделирования изучены особенности взаимодействия
плоской ударной волны с цилиндрическим облаком газовзвеси с учетом релакса-
ционных процессов. Установлено, что размеры дисперсных частиц оказывают
существенное влияние на преломление скачка уплотнения, фокусировку попереч-
ных ударных волн и развитие неустойчивости на границе раздела сред. Увеличе-
ние диаметров частиц при одинаковой их начальной концентрации приводит к ка-
чественным и количественным изменениям: уменьшению интенсивности фокуси-
ровки и перестройки ударно-волновой конфигурации с внутреннего на внешний
режим фокусировки.
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In this paper, the interaction of a plane shock wave in air with a cylindrical region of a gas
suspension and the effect of relaxation processes for various particle sizes on the refraction and
focusing of the shock wave are studied. In the course of numerical modeling, the Euler approach
is used to describe non-equilibrium motion of the gas and dispersed phases. A second order
accuracy method in space and time is used. Verification of the method through test problems by
comparing with exact solutions and calculations of other authors confirms a capability of
detecting shock wave refraction effects and wave focusing with the appearance of peak profiles in
a distribution of parameters. With an increase in particle sizes, the relaxation zones behind the
shock wave and secondary waves, which propagate through a gas suspension cloud, have a
significant impact on the shock wave refraction, focusing of transverse shock waves, and interface
instability evolution. A focus point is shifted towards suspension cloud boundaries, while for
sufficiently large particles, it moves beyond the boundaries (external focus mode). Thus, the
reflection pressure of transverse waves and intensity of the instability at the interface reduce.
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ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ДЛЯ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ – СТОКСА
В ЗАДАЧЕ ОБТЕКАНИЯ ТОНКОЙ ПЛАСТИНКИ

ПОТОКОМ ВЯЗКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ1

Предлагаемый итерационный метод состоит в решении на каждом шаге ин-
тегрального уравнения относительно функции вязкого трения на пластинке.
Вид интегрального уравнения на каждой итерации определяется с помощью
аналитических преобразований. Сравнение с прямым численным методом в
среде ANSYS CFX показывает, что итерационный процесс сходится для лю-
бых чисел Рейнольдса и несколько первых итераций обеспечивают высокую
точность.

Ключевые слова: уравнения Навье – Стокса, итерационный метод, вязкая
жидкость, тонкая пластинка, интегральные уравнения.

В данной статье рассматривается задача обтекания однородным стационарным
потоком вязкой несжимаемой жидкости тонкой прямолинейной пластинки, рас-
положенной вдоль набегающего потока. В 1904 году Людвиг Прандтль предло-
жил теорию пограничного слоя, которая заложила основу для решения задач об
обтекании объектов различных форм потоком вязкой жидкости. Ричард Блазиус
разработал математическую модель для вычисления силы сопротивления с помо-
щью теории пограничного слоя. Первое решение задачи обтекания плоской пла-
стинки вязкой жидкостью при нулевом угле атаки было получено им в 1908 году
в контексте теории пограничного слоя [1, 2]. В первой половине двадцатого века
интерес к данной проблеме проявили многие известные ученые в области гидро-
механики, в частности Ричард фон Мизес, Уолтер Толлмин, Герман Шлихтинг,
Сидни Голдштейн, Теодор фон Карман [3]. Проведённые в 1940-е годы экспери-
менты показали небольшие расхождения между экспериментальными данными и
решением Блазиуса для больших чисел Рейнольдса и значительные расхождения
для малых и средних чисел Рейнольдса. За последние несколько десятилетий ин-
терес к задаче возрос вследствие развития компьютерных программ и численных
методов [4]. Исследователи используют параллельные вычислительные платфор-
мы [5] и современные программы для расчета задач методом конечных элементов,
такие, как ANSYS [6], ABAQUS и другие.

Несмотря на то, что исследованием этой задачи занимаются с начала двадца-
того века, она всё ещё не решена полностью. Необходимо отметить, что в на-
стоящее время нет общих теорий для всех чисел Рейнольдса. Между тем, эта за-
дача имеет широкое практическое применение при конструировании крыльев са-
молёта или лопастей ветрогенераторов. По этим причинам продолжается развитие
эффективных подходов к данной задаче с использованием как полуаналитиче-
ских, так и вычислительных методов, на основе решения уравнений Навье – Сто-

                                                          
1 Работа выполнена в рамках базовой части государственного задания Министерства образования и
науки РФ № 9.5794.2017/БЧ.
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кса [7, 8]. Отличительной особенностью данной работы является новый подход к
решению задачи, который позволяет построить эффективное решение в широком
диапазоне изменения чисел Рейнольдса. В настоящее время решение Блазиуса
считается классическим для больших чисел Рейнольдса, поэтому мы сравниваем с
ним как результаты, полученные с помощью предложенного итерационного мето-
да, так и результаты в среде ANSYS CFX. Для малых чисел Рейнольдса получен-
ные на нескольких итерациях решения сравниваются с решением Харрисона –
Файлона [9].

1. Постановка задачи и основные гипотезы

Исследуется обтекание тонкой прямолинейной пластинки длиной l безгранич-
ным однородным потоком вязкой несжимаемой жидкости. Задача исследуется в
двумерном приближении. Скорость U0 набегающего потока постоянна. Основной
искомой величиной является полная сила трения, действующая на пластинку.
В данной работе предлагается подход, основанный на последовательных прибли-
жениях по возмущениям скорости.

-a a0

l

y

U0

x

Рис. 1. Обтекание плоской пластинки длиной l = 2a
набегающим потоком вязкой жидкости со скоростью U0
Fig. 1. Oncoming flow of a viscous fluid around a flat plate

with a length of l = 2a at velocity U0
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Течение жидкости рассматривается в декартовой системе координат Oxy, где
ось Oy направлена по нормали к поверхности пластинки, ось Ox – вдоль набе-
гающего потока (рис. 1). Пластинка занимает интервал (– a, a) на оси Ox, где
a = l/2. В силу симметрии течения рассматривается только верхняя полуплос-
кость. Течение жидкости полагается стационарным и описывается уравнением
неразрывности и уравнениями Навье – Стокса:

0,

1 0,

1 0,

yx

x x
x y x

y y
x y y

x y
p

x y x
p

x y y

∂υ⎧∂υ
+ =⎪ ∂ ∂⎪

∂υ ∂υ ∂⎪υ + υ − ν∆υ + =⎨ ∂ ∂ ρ ∂⎪
⎪ ∂υ ∂υ ∂

υ + υ − ν∆υ + =⎪
∂ ∂ ρ ∂⎩

 (1)

где ρ – массовая плотность жидкости; ν – коэффициент кинематической вязкости;
p – гидродинамическое давление; υx и υy – продольная и поперечная компоненты
вектора скорости соответственно.

Граничные условия задачи имеют следующий вид:
1) условия прилипания жидкости на поверхности пластинки:

υx = υy  = 0 при y = 0, |x| ≤ a; (2)
2) условия симметрии и отсутствия трения вне пластинки:

 υy  = 0, ∂υx /∂y при y = 0, |x| > a; (3)
3) условия на бесконечности:

при y → +∞, x ∈ (–∞, +∞): υy → 0, υx → U0. (4)

2. Построение основного алгоритма. Первая итерация

Продемонстрируем предлагаемый итерационный метод последовательных
приближений для первой итерации. Представим продольную и поперечную ком-
поненты скорости в виде суммы скорости основного потока и скорости малых на
его фоне искомых возмущений со штрихами:

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

x x

y y

x y U x y x y
x y V x y x y

′υ = + υ⎧
⎨ ′υ = + υ⎩

 (5)

При этом количество штрихов над функцией будет соответствовать номеру ите-
рации.

При введении функции тока ψ = ψ(x, y) следующим образом:

,x yy x
∂ψ ∂ψ

υ = υ = −
∂ ∂

, (6)

выражение для функции тока представляется аналогично разложению скоростей
(5) на первой итерации: ψ(x,y) = Ψ(y) + ψʹ(x, y), Ψ(y) = U0 y. После исключения
давления из системы (1) и с учётом приведённых выше представлений (5) и (6)
получившееся уравнение линеаризуется по малым возмущениям скоростей. Вид
полученного линейного дифференциального уравнения в частных производных
одинаков для всех итераций:

2 2 0U V U V V U V U
x y y x

′ ′ ′ ′∂∆ψ ∂ψ ∂∆ψ ∂ψ ′− ∆ + − ∆ + ∆ + − ∆ − ν∆ Ψ − ν∆ ψ =
∂ ∂ ∂ ∂

. (7)
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Рассмотрим первое приближение решения задачи. На нулевом шаге предпола-
гается, что вектор скорости совпадает с {U0, 0}. Таким образом, на первом шаге:
U(x, y) = U0, V(x, y) = 0. Заметим, что при построении первой итерации возмуще-
ние скорости вблизи пластинки, которое в силу условия прилипания равно
{–U0, 0}, не является величиной малой по сравнению со скоростью основного по-
тока U0. Однако в интегральной метрике по достаточно большой области потока,
охватывающей пластинку, возмущение будет малым по сравнению с аналогичной
интегральной величиной от скорости U0. Ниже будет показано, что уже для пер-
вой итерации полная скорость имеет поведение, удовлетворяющее всем требуе-
мым условиям.

К дифференциальному уравнению (7), имеющему упрощённый вид с учётом
допущенных предположений, применяется преобразование Фурье по переменной
x. Результатом является однородное обыкновенное дифференциальное уравнение
(ОДУ) с постоянными коэффициентами, решаемое аналитически:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 2

2 4 3
0 04 2

, ,
2 , 0,

d y d y
U i U i y

dy dy

′ ′ψ α ψ α
′ν + α − να + να − α ψ α =

� �
�  (8)

где ψ̃ʹ(α, y) – трансформанта Фурье функции ψʹ(x, y); α – параметр преобразования
Фурье.

Решение ОДУ четвёртого порядка (8), удовлетворяющее граничному условию
(4), содержит две произвольные постоянные:

( )
2

0

1 2,
U i

yyy С e С e
να − α

−− α ν′ψ α = +� . (9)
Из условий (2), (3), в частности, следует, что ось Ox можно принять за нулевую
линию тока, тогда C1  = – C2, следовательно

( ) ( )2
0

2,
U i

yyy С e e
να − α

−− α ν′ψ α = −� . (10)
Второе граничное условие свяжем с вязким трением, если последнее временно

считать известной функцией:

( )0
0, ,

' , ,
x

y
x a

x x ay =
′ >∂υ ⎧μ = ⎨τ ≤∂ ⎩

 (11)

где μ – коэффициент динамической вязкости, τʹ(x) – функция вязкого трения на
пластинке. Условие (11) определяет коэффициент в (10), именно: C2 = ντ̃ʹ(α) /
(iμαU0). В итоге первое граничное условие (2) для продольной компоненты воз-
мущённой скорости дает

0 0~ ( 0, )x U U y x a
y
′∂ψ′υ = − = − = ≤

∂
,

что после применения обращения преобразования Фурье приводит к граничному
интегральному уравнению относительно функции τʹ(ξ) вида

( ) ( )
2 0

0
0

| |
' ,

2

a
i x

a

i U

d e d U x a
i U

+∞
α ξ−

− −∞

α
α − α −ν ντ ξ ξ ⋅ α = − ≤∫ ∫

π μ α
. (12)

Похожее интегральное уравнение выведено в [10].
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Следует отметить, что в ходе анализа свойств ядра интегрального уравнения
(12) были выявлены следующие его свойства:

1) ядро не является ни чётным, ни нечётным, то есть решение интегрального
уравнения (12) не обладает никаким видом симметрии;

2) ядро имеет стандартную логарифмическую особенность при x → ξ. Таким
образом, решение на концах пластинки имеет корневую особенность: при при-
ближении к краям пластинки касательные напряжения неограниченно возрастают.

После того как функция τʹ(ξ) найдена путем численного решения интегрально-
го уравнения (12), на основе формулы (10) с уже найденным коэффициентом C2, в
явном виде определяются компоненты продольной υxʹ(x, y) и поперечной υyʹ(x, y)
скоростей потока на первом шаге итерации.

Полученное аналитически интегральное уравнение (12) решается методом
коллокации, в итоге в дискретном виде оно приводится к системе линейных ал-
гебраических уравнений относительно значений функции τ в выбранной системе
узлов, решаемой методом Гаусса. Важнейшими результатами численного расчёта
являются значения силы трения W1, действующей на пластинку, однако легко
также определить поле скоростей в произвольной точке потока.

3. Вторая и последующие итерации

На второй итерации искомые функции малых возмущений (обозначенные
двумя штрихами) рассматриваются на фоне функций, найденных на первом шаге:

0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

x x x x

y y y y

x y U x y x y U x y x y
x y x y x y V x y x y

′ ′′ ′′υ = + υ + υ = + υ⎧
⎨ ′ ′′ ′′υ = υ + υ = + υ⎩

 (13)

При этом на второй итерации функции U(x, y), V(x, y), как видно выше в соотно-
шениях (13), получены из первой итерации и имеют вид U(x, y) = U0 + υxʹ(x, y),
V(x, y) = υyʹ(x, y).

По аналогии с первым шагом итерации, на второй итерации выписываем ли-
неаризованное уравнение в частных производных относительно возмущённой
функции тока ψʺ(x, y). Далее «замораживаем» функции U(x, y) и V(x, y) по пере-
менной x в полученном уравнении в частных производных и применяем к нему
преобразование Фурье по переменной x. В результате получаем неоднородное ли-
нейное ОДУ четвёртого порядка с переменными коэффициентами, исследование
которого производится теми же методами, что и на первой итерации [11].

Однако расчеты показывают, что устойчивого счета практически с той же точ-
ностью при построении второй итерации можно добиться в упрощенной трактов-
ке. Она основана на том, что при больших числах Рейнольдса длина интервалов
погранслойного решения вблизи концов пластинки асимптотически мала, и в пер-
вом приближении концы можно отодвинуть на бесконечность. В этом случае
«внешнее» решение вне пограничных слоёв не зависит от переменной x, поэтому
в простейшем случае приближение для второй итерации можно построить, счи-
тая, что все функции уравнения (7) для данной итерации не зависят от x. В этом
случае приходим к следующей краевой задаче для ОДУ четвёртого порядка с пе-
ременными коэффициентами

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 34 3

4 3 2 2 2 3
1V y d V y U y d V y V y d U y d U yd d d

dydy dy dy dy dy dy
′′ ′′ ′′ψ ψ ψ

− + = − + −
ν ν ν ν

 (14)

с краевыми условиями вида



Итерационный метод для уравнений Навье – Стокса в задаче обтекания тонкой пластинки 137

( )
0 0( ) 0; 0;y y

d y
y

dy= =
′′ψ

′′ψ = =  (15)

( ) ( )0; 0,y y
d y

y
dy→+∞ →+∞
′′ψ

′′ψ → →  (16)

которая решается методом стрельбы с использованием метода Рунге-Кутты чет-
вёртого порядка. После того, как система (14) – (16) решена, вязкое трение на
пластинке находится по формуле τʺ(x)/μ = d2ψʺ(y)/dy2 |y=0, где τʺ(x) – возмущенная
функция вязкого трения на фоне функции τʹ(x), построенной в первом приближе-
нии.

Коэффициенты в виде функций U(y), V(y) и их производных в (14) находятся
из первого приближения. При этом интегралы в бесконечных пределах по пере-
менной α берутся аналитически, с применением методов, описанных в [12 – 14].
Это существенно облегчает дальнейшее решение задачи, так как время вычисле-
ния функций U(y), V(y) и их производных сокращается с нескольких часов в слу-
чае использования квадратурных формул до нескольких секунд. В итоге эти
функции представляются следующим образом:

( ) 2 2 2 22
1 02 20

;02 2

1 '( )
2 2 2

2

b b bU y be K y K y
U y

d U
y

ξ
−⎛ ⎛ ⎞ξ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= τ ξ ξ + − ξ + −⎜ ⎜ ⎟∫ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟πρ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ξ +⎝ ⎝ ⎠
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a
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(17)
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ξ
−⎛ ⎞

⎜ ⎟⎛ ⎞= τ ξ − ξ + ξ∫ ⎜ ⎟⎜ ⎟πρ ⎝ ⎠ξ + ξ +⎜ ⎟
⎝ ⎠−

a

a
 (18)

где, K0(z) и K1(z) – функции Макдональда нулевого и первого порядка соответст-
венно [13], b = U0/ν. Участвующие в уравнении (14) функции d2U(y)/dy2, d2V(y)/dy2

и d3U(y)/dy3 легко выписываются в аналогичном виде после взятия производных
от функций Макдональда в формулах (17), (18).

Заметим, что построение решения на следующих итерациях происходит по той
же схеме, что и при построении 2-й итерации.

 При этом коэффициенты, входящие в уравнение (14) на текущей итерации,
напрямую находятся в процессе решения этого уравнения методом Рунге-Кутты
на предыдущей итерации, поскольку все они являются производными некоторого
порядка от основной неизвестной функции. Более подробное решение данной за-
дачи до второй итерации включительно для больших чисел Рейнольдса с исполь-
зованием поправочных коэффициентов представлено в [15].

4. Анализ результатов численных расчетов

С целью тестирования точности предложенного в данной работе метода вво-
дится в рассмотрение следующая безразмерная величина:

2
0

0

20.664 / , 0.664 U ,
UB az B az
aνS W W W= = ρl l (19)

где W – сила трения на одной стороне пластинки, полученная с помощью числен-
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ных расчётов, WBlaz – аналогичная величина, полученная Г. Блазиусом в аналити-
ческом виде [2, 16]. Таким образом, значение безразмерного коэффициента тре-
ния S по Г. Блазиусу равно постоянной величине SBlaz  = 0.664 при любых значени-
ях параметров α, ρ, ν, U0. Решение Г. Блазиуса получено в приближении тонкого
пограничного слоя по теории Прандтля и справедливо в случае предельно боль-
ших чисел Рейнольдса Re. Полученное в данной работе решение сравнивается с
решением Г. Блазиуса при различных числах Рейнольдса Re = 2a U0/ν с помощью
параметра S.

Далее сравним построенное решение не только с погранслойным решением
Блазиуса [16] для предельно больших чисел Рейнольдса, но и с решением Харри-
сона – Файлона (см. [9, с. 775]) для предельно малых чисел Рейнольдса, которое
имеет вид

0

0

2
, 0.577216,

1 ln( / 8 )
U

W
U a

πμ
= γ =

− γ − ν
 (20)

где γ – число Эйлера.
Таблица представляет расчёты, полученные от первой до десятой итерации.

В той части, где таблица заканчивается на 4-й или 5-й итерации, это означает, что
все дальнейшие итерации совпадают между собой. В той части, где таблица за-
канчивается на 10-й итерации, это означает, что результаты 9-й и 10-й итераций
совпадают. Решение в рамках предложенного итерационного процесса сравнива-
ется как с двумя предельными асимптотическими случаями, так и с прямым чис-
ленным расчетом методом конечных объемов в среде ANSYS CFX.

Зависимость параметра S, рассчитанного различными методами,
от числа Рейнольдса

Re 0.0001 0.001 0.01 0.1 1
Лэмб [9] 50.65 19.67 8.055 3.614 1.966

1-я итерация 50.63 19.66 8.051 3.610 1.932
2-я итерация 50.72 19.69 8.064 3.616 1.964
3-я итерация 50.71 19.69 8.063 3.615 1.963
4-я итерация 50.71 19.69 8.063 3.615 1.963

Re 1 3 5 10 20 50 70 100 150
Блазиус [2] 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664

ANSYS 2.341 1.614 1.424 1.248 1.104 1.001 0.956 0.917 0.877
1-я итерация 1.932 1.582 1.476 1.371 1.298 1.234 1.217 1.202 1.188
2-я итерация 1.964 1.618 1.512 1.401 1.296 1.156 1.108 1.061 1.015
3-я итерация 1.963 1.617 1.512 1.400 1.296 1.156 1.104 1.049 0.990
4-я итерация 1.963 1.617 1.512 1.400 1.296 1.156 1.104 1.048 0.987
5-я итерация 1.963 1.617 1.512 1.400 1.296 1.156 1.104 1.048 0.986

Re 200 300 400 500 1000 1500 2000 5000 10000
Блазиус [2] 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664 0.664

ANSYS 0.856 0.832 0.817 0.806 0.768 0.752 0.742 0.717 0.702
1-я итерация 1.180 1.170 1.164 1.160 1.151 1.147 1.144 1.138 1.135
2-я итерация 0.987 0.954 0.934 0.922 0.894 0.885 0.879 0.865 0.857
3-я итерация 0.951 0.903 0.875 0.856 0.818 0.806 0.797 0.776 0.765
4-я итерация 0.945 0.891 0.858 0.835 0.791 0.778 0.766 0.742 0.728

… … … … … … … … … …
10-я итерация 0.943 0.886 0.851 0.825 0.775 0.761 0.747 0.719 0.704
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Для расчетов в пакете ANSYS CFX использовалась структурированная сетка с
гексаэдрическими элементами. Длина пластинки бралась 1 м. При этом размеры
расчетной области составляли 6 м в продольном (по отношению к потоку и пла-
стине) направлении и 2.5 м в поперечном, при толщине в 1 элемент (стандартный
способ моделирования плоских задач). При этом, в силу симметрии, расчет вы-
полнялся только для половины области (т.е. пластина была расположена на сере-
дине одной из продольных границ области). Количество элементов в сетке
~1 млн, характерный размер элементов вдали от пластины – 0.01 м, вблизи от
пластины – 0.0001 м. На рис. 2 представлен график продольных скоростей, по-
строенный предложенным методом и в программе ANSYS CFX, для трех средних
значений числа Рейнольдса.

  0.9  0.8  0.7  0.60.5  0.3 0.2   0.4  0.1   0

 0.1

 0.2

  0.3

 0.4

0.5
3

2
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x

, мy

Рис. 2. Распределение продольной скорости υx в зависимости от координаты y при
l = 2a = 1 м, ρ = 1 кг/м³, ν = 0.001 м²/с при различных значениях U0 (м/с). Сплошные
линии соответствуют расчету в среде ANSYS CFX, пунктирные линии – методу,
предложенному авторами: линии 1 – U0  = 0.1 м/с (Re = 100), линии 2 – U0  = 0.2 м/с
(Re = 200), линии 3 – U0  = 0.5 м/с (Re = 500)
Fig. 2. Distribution of the longitudinal velocity υx versus y-coordinate at l = 2a = 1 m,
ρ = 1 kg/m³, ν = 0.001 m²/s, and various U0 (m/s). Solid lines correspond to the
calculations obtained using the ANSYS CFX software; dotted lines, to the calculations
obtained using the method proposed by the authors: U0  = (1) 0.1, (2) 0.2, and (3) 0.5 m/s
at Re = 100, 200, and 500, respectively

Заключение

Таким образом, анализируя таблицу можно сделать следующие качественные
выводы:

1) Для всех чисел Рейнольдса итерационный метод сходится довольно быстро.
Решение с четырьмя значащими цифрами всегда достигается не более чем за
10 шагов итераций.
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2) Если принять, что точность численной реализации предложенного алгорит-
ма составляет три значащих цифры, то в случае очень малых чисел Рейнольдса
(до значения Re = 1 включительно) данная точность достигается за три шага ите-
рации, если сравнивать численный результат с асимптотическим решением [9].
При этом, как показывает сравнение с ANSYS CFX для случая Re = 1, сама асим-
птотика малых чисел Рейнольдса становится слишком грубой в области умеренно
малых значений.

3) При выходе числа Рейнольдса в область средних значений построенное в
данной работе решение становится больше точного (если решение методом ко-
нечных объемов считать точным). С дальнейшим ростом Re отклонение постро-
енного решения от точного уменьшается.

4) Из предыдущих выводов следует, что предложенный в данной работе ите-
рационный метод обеспечивает достаточно высокую точность в области малых и
больших значений Re. Для средних значений Re точность метода ухудшается, од-
нако при Re ≥ 400 относительная погрешность не превышает 4 %, а при Re ≥ 1000
погрешность предложенного метода менее 1 %.

5) Приближенная формула Блазиуса (19) является слишком грубой даже при
предельно больших Re. Параметр S на её основе сильно отличается как от точно-
го, так и от построенного в данной работе. В этой области два последних значения
монотонно убывают с ростом Re, стремясь к значению Блазиуса 0.664. Однако
даже для Re = 2000 погрешность теории Блазиуса составляет более 10 %.

6) Отметим также, что данный подход работает в реальном масштабе времени
на персональном компьютере. В этом смысле он имеет несомненное преимущест-
во перед решением ANSYS CFX, реализация которого требует нескольких часов,
а для больших значений Re – до суток.

7) В связи с пунктом 4), подчеркнем еще раз, что предлагаемый итерационный
метод всегда обеспечивает сходимость к некоторому решению. Не для всех зна-
чений Re это решение совпадает с точным. Однако можно показать, что первая
итерация, сводящаяся к интегральному уравнению (12), при малых значениях Re
дает явную асимптотику предельно-вязкого обтекания, если в уравнении (12) пе-
рейти к пределу при U0 → 0. Это соответствует физике процесса, при котором в
предельно медленном течении, равномерно во всем потоке, возмущения скоро-
стей малы на фоне основной продольной скорости потока U0. Итерационный ме-
тод строится так, как если бы эта же гипотеза выполнялась для всех чисел Рей-
нольдса. На деле она оказалась весьма точной и для предельно больших Re, что
также можно было предсказать a priori с физической точки зрения. В самом деле,
в условиях сверхмалой вязкости, если сохранять стационарность потока и лами-
нарность, то физически очевидно, что скорости во всей области потока, кроме
тонкого погранслоя, будут близки к основной продольной скорости U0. Это дает
надежду на сходимость итераций по малым возмущениям на фоне основного по-
тока, что и подтвердилось в процессе численных расчетов. В области средних
значений Re сходимость итерационного метода приводит лишь к некоторому
приближенному решению. Однако максимальная погрешность в 15 % показывает,
что основная физическая гипотеза, лежащая в основе итерационного процесса, и
здесь выполняется с приемлемой точностью. К сожалению, для средних значений
Re точность предлагаемого метода не может быть улучшена. Это подтверждается
также и кривыми на рис. 2, соответствующими средним значениям Re = 100, 200,
500.
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In this paper, the problem on a viscous fluid flow around a thin plate is considered using the
exact Navier–Stokes equations. An iterative method is proposed for small velocity perturbations
with respect to main flow velocities. At each iterative step, an integral equation is solved for a
function of the viscous friction over the plate. The collocation method is used at each iteration
step to reduce an integral equation to a system of linear algebraic equations, and the shooting
method based on the classical fourth-order Runge-Kutta technique is applied. The solution
obtained at each iteration step is compared with the Harrison–Filon solution at low Reynolds
numbers, with the classical Blasius solution, and with the results computed using the direct
numerical finite-volume method in the ANSYS CFX software for moderate and high Reynolds
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numbers. The proposed iterative method converges in a few steps. Its accuracy is rather high for
small and large Reynolds number, while the error can reach 15% for moderate values.
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Рассматривается построение единой вычислительной схемы решения крае-
вых задач динамического расчета гибких пластин с использованием нели-
нейной теории Лява, разработка автоматизированной системы динамическо-
го расчета гибких пластин, апробация построенной автоматизированной
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Динамический расчёт гибких пластин используется при проектировании кор-
пусов судов, самолетов, ракет и других технических объектов, которые наряду с
достаточной прочностью должны иметь наименьший вес, достигающийся путем
применения облегченных пластин и снижения запаса прочности.

В данной работе на основе метода конечных разностей разрабатывается вы-
числительной алгоритм решения динамических краевых задач теории гибких пла-
стин.

В связи с этим методы динамического расчёта пластин как в классической ли-
нейной постановке, так и в геометрической нелинейной постановке задачи посто-
янно усовершенствуются.

В настоящей работе рассматриваются следующие вопросы:
1. Построение единой вычислительной схемы решения краевых задач динами-

ческого расчёта гибких прямоугольных пластин с использованием нелинейной
теории Лява.

2. Разработка автоматизированной системы динамического расчета гибких
пластин.

3. Апробация построенной автоматизированной системы.
4. Использование напряженно-деформированного состояния гибких пластин.
Проблема создания автоматизированной системы решение задач теории упру-

гости и пластичности впервые была поставлена в монографии В.К. Кабулова [1],
где сформулированы основные задачи алгоритмизация и указаны пути их машин-
ного решения.

Задача алгоритмизации решается в четыре этапа. На первом в зависимости от
геометрических свойств объекта и физических свойств материала выбирается
расчётная схема конструкции. Второй этап связан с выводом исходных диффе-
ренциальных уравнений и соответствующих им граничных условий. Выбор вы-
числительного алгоритма и численное решение полученных уравнений составляет
третий этап исследований. Четвертый этап завершается анализом полученных
численных результатов, описывающих напряженно-деформированное состояние
рассматриваемой конструкций.
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При этом построение вычислительного алгоритма для численного решения
сформулированных краевых задач представляет собой основной этап алгоритми-
зации.

В соответствии с проведенным анализом проблем, возникающих при автома-
тизации расчета тонкостенных элементов конструкций машиностроения, целесо-
образно остановиться на нелинейной динамической расчетной схеме гибкой од-
нородной изотропной линейно-упругой оболочки произвольной формы, при опи-
сании движения которой учитываются как влияние сдвигов, так и инерции вра-
щения.

Такая модель даст возможность расчета в рамках единой достаточно гибкой и
быстродействующей схемы широкого класса динамических процессов, происхо-
дящих в разнообразных по форме и не слишком сильно ограниченных по толщине
пластинках и оболочках, которые составляют заметную часть элементов конст-
рукций.

Различные варианты динамических дифференциальных уравнений движения
пластин достаточно хорошо разработаны и апробированы. Очевидно, что при соз-
дании системы автоматизированного расчёта не имеет особого смысла построе-
ние отдельных алгоритмов для расчёта плоских пластин.

В настоящей работе рассматриваются уравнения движения гибких прямо-
угольных пластин. Уравнения приводятся к удобной для вычислений безразмер-
ной форме. Описываются конечно-разностные схемы, используемые для преобра-
зования уравнений движения к системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений, по схеме Рунге-Кутты.

1. Уравнения движения прямоугольных пластин

Уравнения движения без учета влияния сдвигов и инерции вращения в геомет-
рически нелинейной постановке в форме Лава [3, 10, 11, 12] имеют вид
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− μ
 – цилиндрическая жесткость; E  – модуль упругости; μ  – коэффи-

циент Пуассона; ρ  – плотность материала; h  – толщина пластин; q  – внешняя
нагрузка.
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в (2) получим
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где ,a b  – длина и ширина пластины.
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Система уравнений (4) решается в области
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2. Интегрирование уравнений движения
гибких прямоугольных пластин методом прямых

Система уравнений (4) с начальными и граничными условиями (5), (6) решает-
ся методом сеток в области
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γ⎡ ⎤= −μ γδ γ − + − + − −⎢ ⎥δ⎣ ⎦

{ }2 22 1
6 2 , 1 , 1 , 1 , 1 1 1, 1, 1, 1,6 ( ) ( )

4 4i j i j i j i j i j i j i j i j
N Nc N v v w w N u u w w+ − + − + − + −

γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= δ − + − +μγ − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥δ δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
с начальными и граничными условиями

0 0
0 0| , |ij t ij ij t ijy y y y= == =� � .  (8)
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В случае защемления контура

1 20, 0 1 ,0 0 1| 0, | 0, | 0, | 0j x N j x i y iN yy y y y= = = == = = = ; (9)

1 2 21, 0 1, 1, 1 1 , 1 0 ,1 , 1 1 , 1| , | , | , |j x j i j x N j i y i i N y i Nw w w w w w w w− = + = − − = + = −= = = = ,  (10)

а в случае шарнирного отпирания

1 2 21, 0 1, 1, 1 1 , 1 0 ,1 , 1 1 , 1| , | , | , |j x j T j x N j i y i i N y i Nw w w w w w w w− = + = − − = + = −= − = − = − = − .  (11)

Учитывая соответствующие разностные краевые условия, систему (7) предста-
вим в следующей форме:

,I IY MY g= +�� (12)

где

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

3 3 3 3 3

2 2 2 2

1 1 1

...........................................................................
N N N N N

N N N N N

N N N N

N N N

C D E
B C D E
A B C D E

M A B C D E
A B C D E

A B C D
A B C

− − − − −

− − − − −

− − − −

− − −

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜=
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

,

2 2

2 2

2 2

11

22

33

3, 3

2, 2

1, 1

... ... ...... ... ...i
N N

N N

N N

a
a

a

A
a

a
a

− −

− −

− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

11 12

21 22 23

32 33 34

2, 3 2, 2 2, 1

1, 2 1, 1

................................................................i

N N N N N N

N N N N

b b
b b b

b b b
B

b b b
b b

− − − − − −

− − − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

11 12 13

21 22 23 24

31 32 33 34 35

2, 4 2, 3 2, 2 2, 1

1, 3 1, 2 1, 1

...............................................................................i

N N N N N N N N

N N N N N N

c c c
c c c c
c c c c c

C

c c c c
c c c

− − − − − − − −

− − − − − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜
⎜

= ⎜
⎜
⎜
⎜
⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

,
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

11 12

21 22 23

32 33 34

3, 4 3, 3 3, 2

2, 3 2, 2 2, 1

1, 2 1, 1

...............................................................................i

N N N N N N

N N N N N N

N N N N

d d
d d d

d d d
D

d d d
d d d

d d

− − − − − −

− − − − − −

− − − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜
⎜
⎜

= ⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

,

2 2

2 2

2 2

11

22

33

3, 3

2, 2

1, 1

... ... ...... ... ...i
N N

N N

N N

e
e

e

E
e

e
e

− −

− −

− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

1 2

1 2

1 1

2 2

2 2

1 1

0
... ..., , 0 ,i j
N N

N N

g g
g g

g g g
g g
g g

− −

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ β⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(1) (2)

(1) (2)
, 1

(10) (1)

00 0 0
0 0 0 , 0
0 0 0 0

ij ij

ij ij ijj j

ij ij

a a

a b b b
c c

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,

(3) (4) (5) (6)

(3) (4) (5) (1)
, 1

(2) (3)

0 0

0 , 0

0 0 0 0

ij ij ij ij

ij ij ij ij ijj j

ij ij

a a a a

b b b b b b

c c
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,

(8)(7)

(7), 2 , 1 (8)
(11)

0 0 0 0
0 0 0 ,

00 0

ijij
i j j j

ij ij
ij

aac c
b bc

− −

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠
⎝ ⎠

,

(4) (10) (11) (12)

(9) (10) (11) (12)
, 1

(5) (6)

0 0

0 , 0

0 0 0 0

ij ij ij ij

ij ij ij j j ij ij

ij ij

a a a a

c b b c b b

c c
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,



Алгоритмизация решения динамических краевых задач 151

(13) (14)

(13) (14)
, 2 , 1

(6) (7)

00 0 0
0 0 0 , 0
0 0 0 0

ij ij

i j j j ij ij

ij ij

a a

c d b b
c c

+ −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,

(15) (16) (17) (18)

(15) (16) (17) (18)
, , 1

(8) (9)

0 0

0 , 0

0 0 0 0

ij ij ij ij

j j ij ij j j ij ij

ij ij

a a a a

d b b d b b

c c
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,

21

21

1, 1

2, 2

,
(13) 22,

11,

0 0 0
......0 0 0 , , ,

0 0

I j

I j

j j Ii j
NIN jij
NIN j

Y Y
Y Y

e Y Y
YYc
YY

−−

−−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

при 2 1 1 11, 1,( 1)i j N c c A= = − = ≠ ;

при 
1 1 11 2 1 1 11, 1,( 1) N N Ni N j N c c E− − −= − = − = ≠ ;

при (5) (5) (11)
11,( 1), 1 ij ij iji N j c c c= − = = ≠ ;

при (5) (5) (12)
1 21,( 1), 1 .ij ij iji N j N c c c= − = − = ≠

Для решения системы (12) с начальными условиями (8) применяется симмет-
ричная формула Рунге-Кутты четвертого порядка точности [4, 6, 7]. При этом
система уравнений (12) приводится к виду

Y Y b= ϒ + �� ,  (13)
где

{ } { }0 0, , .
0

I

II

Y EY b
Y M g

⎛ ⎞= ϒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

Тогда начальные условия примут вид
0 0

0 0
0 0

0 0

| , | ,
| , | .

I t I II t II

I t I II t II

Y Y Y Y
Y Y Y Y

= =

= =

⎫= = ⎪
⎬

= = ⎪⎭� � � �  (14)

С учетом (14) уравнения (13) решаются по следующей схеме:
0 ' '

0 ' '
, ,
, ,

I I II I I II

II II II II II II

Y Y Y Y Y Y
Y Y Y Y Y Y

⎫= + τα = + τβ ⎪
⎬

= + τα = + τβ ⎪⎭� �  (15)

где 0 0, , ,II I IIY Y Y Y  – соответственно текущие и начальные значения, ' ',I IIY Y  – иско-
мые функции.

После определения искомых функции методом Рунге-Кутты по формуле (15)
вычисляются расчетные величины по следующим формулам:

21 1
11 1, 1, 1, 1,( ) ,

2 4i j i j i j i j
N N

u u w w+ − + −
γ γ⎡ ⎤ε = − + −⎢ ⎥δ ⎣ ⎦
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1 2
12 2 , 1 , 1 1 1, 1, 1, 1, , 1 , 1

1 ( ) ( ) ( )( ) ,
2 2i j i j i j i j i j i j i j i j

N N
N u u N v v w w w w+ − + − + − + −

γ⎡ ⎤ε = − + γ − + − −⎢ ⎥δ δ⎣ ⎦

22 2
22 , 1 , 1 , 1 , 1( ) ,

2 4i j i j i j i j
N N

v v w w+ − + −
⎡ ⎤ε = − + −⎢ ⎥δ δ⎣ ⎦

2
1

11 1, , 1,2
( )

( 2 ),i j i j i j
N

w w w+ −
γ

χ = − +
δ

1 2
12 1, 1 1, 1 1, 1 1, 12 ( ),

4 i j i j i j i j
N N

w w w w+ − + − − + − −
γ

χ = − − +
δ

2
2

11 , 1 , , 12 ( 2 ),i j i j i j
N

w w w+ −χ = − +
δ
2

1 1
1 2, 1, 1, 2,3

2
2

1, 1 1, 1, 1, 1 1, 1 1, 1

( )
( 2 2 2 )

2

( 2 2 ) ,
2

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

N N
Q w w w w

N
w w w w w w

+ + − −

+ + + − − + + + − −

⎡γ γ
= − − + − +⎢

δ ⎣
⎤

+ − + − + + ⎥
⎦

2
2 2

2 , 2 , 1 , 1 , 23

2
1

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 , 1 , 1

( 2 2 )
2

( )
( 2 2 ) ,

2

i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

N N
Q w w w w

N
w w w w w w

+ + − −

+ + − + + − − − + −

⎡
= − − + − +⎢

δ ⎣
⎤λ

− − − − − ⎥
⎦

1 11 22 2 22 11 12, , ,T T s= ε + με = ε + με = ε

11 11 22 22 22 11 12 12( ), ( ), ,M M M= − χ + μχ = − χ + μχ = χ

11 11 11 22 22 22 12 12 12( 1) , ( 1) , ( 1) , ( 1, 2).k m k u k m k u k m k u kσ = σ + − σ σ = σ + − σ σ = σ + − σ =

3. Динамический расчёт гибких прямоугольных пластин

Исследуется напряженно-деформированное состояние защемленных и шар-
нирно-опертых по контуру гибких прямоугольных пластин, подвергаемых дейст-
вию мгновенно приложенной равномерно распределенной нагрузки с постоянной
интенсивностью. Обе задачи решаются при нулевых начальных условиях и сле-
дующих значениях параметров счета; шаг сетки по пространственным координа-
там 1 2 10N N= = ; отношение ширины пластин к длине / 1b aγ = = ; отношение
ширины пластин к толщине / 50b hδ = = ; шаг по времени τ  и интенсивности на-
грузки β  будут указаны в каждой задаче.

Задача 1. Прямоугольная пластина, защемленная по контуру. Шаг по вре-
мени 0.00125xτ = при решении задач в линейной постановке; 0.00025Hλτ = при
нелинейной, интенсивность нагрузки 400β = .

Для реализации линейных и нелинейных задач потребовалось соответственно
1 ч 10 мин и 2 ч 17 мин машинного времени. Результаты расчета оформлены в ви-
де графиков (рис. 1).
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Рис. 1. График прогиба в центре пластин с истечениям времени в линейной
(1) и нелинейной (2) постановке задачи (а); график момента в центре
(0.5, 0.5, t) и на краю (0.5, 0, t) пластин с истечением времени (b, c); график
изменения напряжения в центре (0.5, 0.5, t) и на краю (0.5, 0, t) пластин с ис-
течением времени (d, e)
Fig. 1. A chart of a deflection at the center of plates in the course of time for 1,
linear and 2, nonlinear problem formulations (a); a chart of a momentum at the
center (0.5, 0.5, t) and on the edge (0.5, 0, t) of plates in the course of time (b, c);
a chart of tension variation at the center (0.5, 0.5, t) and on the edge (0.5, 0, t) of
plates in the course of time (d, e)

Из рис. 1 видно, что прогиб в центре пластин по линейной теории достигает
максимума соответственно при 0.100t =  и 0.275 ( 1.123; 1.153)wλ = , минимума
при 0.19t =  и 0.36 ( 0.055; 0.0576)wλ = − − а по линейной – максимума соответст-
венно при 0.0725t =  и 0.2275 ( 0.87209; 0.88245)Hw λ = ; минимума при 0.155t =
и 0.3075 ( 0; 0.032)Hw λ = − .

Разница между результатами, линейной и нелинейной теориями, при 0.100;t =
0.0725Ht λ =  и 0.275; 0.2275Ht tλ λ= =  составляет соответственно 28.8k =  и

30.6 %  а при 0.0725 15.t k= =
Рис. 1, а показывает, что при решений задач в нелинейной постановке увели-

чивается частота колебаний и уменьшается период колебаний на 14.2, 33.3 %.
Изменения прогиба пластин по линейной и нелинейной теории совпадают до мо-

мента времени 0.05t = . Следовательно, при данной нагрузке до этого момента вре-
мени можно решать задачу в линейной постановке, при 0.05t >  увеличивается от-
клонения между величиной прогиба, полученной по линейной и нелинейной теории.



154 А. Юлдашев, Ш.Т. Пирматов

Задача 2. Прямоугольная пластина, шарнирно-опертая по контуру. Для
реализации линейных и нелинейных задач шарнирно-опертых по контуру гибких
пластин при 125, 0.005, 0.000225Ht tλ λβ = = =  потребовалось соответственно
1 ч 40 мин и 3 ч 0.5 мин машинного времени. Основные результаты оформлены в
виде графиков рис. 2.
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Рис. 2. График прогиба в центре (0.5, 0.5, t) пластин с истечением
времени в линейной (1) и нелинейной (2) постановке задачи (а),
график момента в точке (0.5, 0.5, t) в линейной (1) и нелинейной (2)
постановке задачи (b), график напряжения в точке (0.5, 0.5, t) с исте-
чением времени (c)
Fig. 2. A chart of a deflection at the center (0.5, 0.5, t) of plates in the
course of time for 1, linear and 2, nonlinear problem formulations (a);
a chart of a momentum at the point (0.5, 0.5, t) for 1, linear and 2,
nonlinear problem formulations (b); a chart of tension at the point
(0.5, 0.5, t) in the course of time (c)
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Изменения прогибов и моментов в сечении 1/ 2, 1/ 2x y= =  с течением вре-
мени по линейной и нелинейной теориям, приведены на рис.2. Видно, что до
момента времени 0.086t =  изменение прогиба в центре пластин по линейной и
нелинейной теории совпадает, а при 0.086t >  увеличивается отклонение между
ними.

Из рис. 2 видно, что в нелинейных постановках задачи частота колебаний уве-
личивается, а период уменьшается. Линейные прогибы в центре пластин достига-
ет максимума при 0.157; 0.470 ( 1.003; 1.015)t wλ= =  и минимума – при 0.315;t =
( 0.0175)wλ = − , а по нелинейной – максимума при 0.1275; 0.3725t =
( 0.7470; 0.7488)Hw λ =  и минимума при 0.2445 ( 0,0021)Ht w λ= = . Разница между
величинами прогибов по линейной и нелинейной теории при 0.157t =  и 1.1275
составляет 33 %k = , а при 0.1275 22,6%t = − .

Заключение

Таким образом, основные результаты работы следующие:
1. Построена единая вычислительная схема решения краевых задач динамиче-

ского расчета гибких пластин методом конечных разностей. При постановке крае-
вых задач в перемещениях использована нелинейная теория Вольмира, причем в
динамических задачах учтено как нормальные, так и потенциальные инерционные
слагаемые уравнений движения.

2. Разработана автоматизированная система полного динамического расчета
гибких прямоугольных пластин с произвольными начальными и граничными ус-
ловиями. В основу системы положены стандартные программы образования и
решения больших систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, учитывающих динамическое состояние распределения операционной и
внешней памяти ЭВМ, вычисления расчетных величин и выдачи результатов на
печать.

3. Исследован характер сходимости метода конечных разностей и неявных
итерационных процессов решения систем нелинейных алгебраических уравнений
в зависимости от интенсивности внешней нагрузки, отношения ширины к толщи-
не пластины и граничных условий. Установлено, что значения прогибов, полу-
ченные М.С. Карнишиным [8], оказались завышенными. Скорость сходимости
итерационного процесса не зависит от количества узлов сетки. Применяемый ите-
рационный процесс позволяет получить результаты для широкого диапазона
больших прогибов.

4. Учет силы инерции сдвига, введенный А.С. Вольмиром, приводит к умень-
шению изгибных и увеличению мембранных расчетных величин.

5. Установлено, что с увеличением степени нелинейности задачи уменьшается
амплитуда изгибных расчетных величин и периода колебаний пластин.
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In this paper, a computational algorithm is developed on the basis of the finite difference
method for solving dynamic edge problems of the theory of flexible shells with account for shears
and rotary inertia.

Dynamic calculations of flexible plates is used in designing hulls of ships, aircraft, missiles,
and other technical objects, which, along with sufficient strength, should have the least weight
ensured by the use of lightweight plates and by reducing the margin of safety. The problem of
developing an automated system for solving problems of the theory of elasticity and plasticity
was first raised in the monograph by V.K. Kabulov. This work reveals the main problems of
algorithmization and indicates approaches for their machine solution.

In accordance with the analyzed problems, which arise during automated calculations of thin-
walled elements of mechanical engineering structures, it is reasonable to use a nonlinear dynamic
computational scheme for a flexible homogeneous isotropic linear elastic shell of arbitrary shape
and to take into account the effect of both shears and rotary inertia when describing the motion of
the shell. Such a model allows one to apply a sufficiently flexible and fast-acting scheme to
calculate a wide class of dynamic processes taking place within the plates and shells of different
shapes which are not over-limited in thickness and serve as significant parts of mechanical
engineering elements.

A number of dynamic differential equations of plate motion have been developed and tested.
Obviously, there is no need to build other algorithms to calculate flat plates when developing an
automated computational system.
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