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We consider the implementation of Boolean functions by circuits from unreliable func-
tional elements in a complete basis containing functions of three variables. We suppose
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Введение
Работа относится к одному из важнейших разделов математической кибернети-

ки — теории синтеза, надёжности и сложности управляющих систем. Актуальность
исследований в этой области обусловлена важностью многочисленных приложений,
возникающих в различных разделах науки и техники.
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К числу основных модельных объектов математической теории синтеза, сложности
и надёжности управляющих систем относятся схемы из ненадёжных функциональ-
ных элементов, реализующие булевы функции. Проблема построения оптимальных
по критериям надёжности и сложности схем из ненадёжных элементов является од-
ной из наиболее важных и в то же время трудных в теории синтеза управляющих
систем. Разработка специальных методов синтеза схем из ненадёжных функциональ-
ных элементов связана, главным образом, с выбранной математической моделью неис-
правностей. К основным моделям неисправностей относятся, например, инверсные и
константные неисправности на выходах элементов. В работе рассматривается задача
построения асимптотически оптимальных по надёжности схем в предположении, что
функциональные элементы подвержены неисправностям типа 0 на выходах.

Исторически сложилось так, что сначала исследовались инверсные неисправно-
сти функциональных элементов, реализующих булевы функции. Первые существен-
ные математические результаты, касающиеся синтеза надёжных схем из ненадёжных
элементов, получил Дж. фон Нейман [1]. Он предполагал, что элементы подверже-
ны инверсным неисправностям на выходах, когда функциональный элемент E с при-
писанной ему булевой функцией e(x̃), переходя в неисправное состояние с вероятно-
стью ε, 0 < ε < 1/6, реализует функцию ē(x̃). С помощью итерационного метода
Дж. фон Неймана произвольную булеву функцию можно реализовать схемой, вероят-
ность ошибки на выходе которой при любом входном наборе значений переменных не
превосходит c · ε (c—некоторая положительная, зависящая лишь от базиса, констан-
та), т. е. ненадёжность схемы сравнима с ненадёжностью одного элемента (такие схемы
в теории надёжности управляющих систем принято называть надёжными). С ростом
числа итераций сложность схемы при использовании метода Дж. фон Неймана увели-
чивается экспоненциально.

Любой метод синтеза схем из ненадёжных элементов характеризуется двумя важ-
ными параметрами: вероятностью ошибки на выходе схемы (ненадёжностью) и слож-
ностью схемы. Именно минимизации сложности схем, реализующих булевы функ-
ции, уделено главное внимание в работах Р.Л. Добрушина, С.И. Ортюкова [2, 3],
Д. Улига [4] и некоторых других авторов. Задача построения асимптотически опти-
мальных по надёжности схем из ненадёжных элементов, подверженных тем или иным
неисправностям, ни Дж. фон Нейманом, ни другими исследователями до появления
работ М.А. Алехиной не рассматривалась.

Н. Пиппенджер [5] в классическом базисе {x1&x2, x1 ∨ x2, x̄1} построил надёжные
схемы без существенного увеличения сложности в предположении, что все элементы
схемы ненадёжны, подвержены инверсным неисправностям на выходах.

С.В. Яблонский [6] рассматривал задачу синтеза надёжных схем в базисе {x1&x2,
x1∨x2, x̄1, g(x1, x2, x3)}. Он предполагал, что элемент, реализующий функцию голосова-
ния g(x1, x2, x3) = x1x2∨x1x3∨x2x3, абсолютно надёжный, а конъюнктор, дизъюнктор
и инвертор ненадёжные, подвержены произвольным неисправностям, ненадёжность
каждого из них не больше ε. Доказано, что для любого p существует алгоритм, кото-
рый для каждой булевой функции строит асимптотически оптимальную по сложности
схему, ненадёжность которой не больше p.

В. В. Тарасов [7] рассматривал задачу построения схем сколь угодно высокой на-
дёжности (когда ненадёжность схемы стремится к 0). Для базисов из ненадёжных
функциональных элементов с двумя входами и одним выходом он нашёл необходи-
мые и достаточные условия, при которых любую булеву функцию можно реализовать
схемой сколь угодно высокой надёжности.
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Позднее в работах В.В. Чугуновой, А.В. Васина, Д.М. Клянчиной и некоторых
других авторов решалась задача реализации булевых функций асимптотически опти-
мальными по надёжности схемами при различных неисправностях элементов.

Эта работа продолжает исследования, начатые в [8] для полного базиса {x̄1 ∨ x̄2},
элементы которого независимо друг от друга с вероятностью ε подвержены неисправ-
ностям типа 0 на выходах. Позднее задача синтеза асимптотически оптимальных по
надёжности схем при неисправностях типа 0 была решена [9] во всех полных непри-
водимых базисах из двухвходовых функциональных элементов, кроме одного. В этой
работе исследуются полные базисы, содержащие функции трёх переменных. Для каж-
дого из них найдено либо точное значение коэффициента ненадёжности, либо его верх-
няя оценка.

Аналогичная задача при инверсных неисправностях на выходах элементов решена
А.В. Васиным [10] во всех полных базисах, содержащих функции трёх переменных,
причём им найдены не только оценки коэффициента ненадёжности базиса, но и их
точные значения.

Ранее [11 – 16] при неисправностях типа 0 на выходах элементов найдены функции
трёх переменных (обозначим их множество через G) или пары функций, наличие ко-
торых в базисе гарантирует реализацию в этом базисе почти любой булевой функции
схемой с ненадёжностью, асимптотически равной ε при ε → 0 (такие базисы имеют
коэффициент ненадёжности 1).

Здесь исследованы все остальные полные базисы, содержащие функции трёх пере-
менных, при неисправностях типа 0 на выходах элементов. В каждом из этих базисов
найдены верхние оценки ненадёжности схем.

1. Необходимые понятия, определения и ранее известные результаты
Рассмотрим реализацию булевых функций схемами из ненадёжных функциональ-

ных элементов в полном конечном базисе B. Схема реализует функцию f(x1, . . . , xn),
n ∈ N, если при поступлении на входы схемы набора ãn = (a1, . . . , an) при отсутствии
неисправностей на выходе схемы появляется значение f(ãn). Предполагается, что все
функциональные элементы независимо друг от друга с вероятностью ε, ε ∈ (0, 1/2),
переходят в неисправные состояния типа 0 на выходах элементов. Эти неисправности
характеризуются тем, что в исправном состоянии функциональный элемент реализует
приписанную ему функцию, а в неисправном— константу 0.

Пусть Pf̄(ãn)(S, ã
n) — вероятность появления значения f̄(ãn) на выходе схемы S,

реализующей функцию f(x̃n) при входном наборе ãn. Ненадёжность схемы S равна
P (S) = max{Pf̄(ãn)(S, ã

n)}, где максимум берётся по всем наборам ãn. Надёжность
схемы S равна 1− P (S).

Пусть Pε(f) = inf P (S), где инфимум берется по всем схемам S из ненадёжных
элементов, реализующим функцию f(x̃n) в базисе B. Схему A из ненадёжных эле-
ментов, реализующую f , назовём асимптотически оптимальной (асимптотически

наилучшей) по надёжности, если P (A) ∼ Pε(f) при ε→ 0, т. е. lim
ε→0

Pε(f)

P (A)
= 1.

Замечание 1. При неисправностях типа 0 на выходах элементов любая схема,
содержащая хотя бы один функциональный элемент и реализующая отличную от кон-
станты 0 функцию, имеет ненадёжность не меньше ε при всех ε ∈ (0, 1/2) [9].

Полный конечный базис B будем называть базисом с коэффициентом ненадёжно-
сти k (k ∈ N), если в этом базисе любую функцию можно реализовать схемой, функ-
ционирующей с ненадёжностью асимптотически не больше kε при ε → 0 и найдется
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функция, которую нельзя реализовать схемой, функционирующей с ненадёжностью
асимптотически меньшей kε.

Для неисправностей типа 0 на выходах элементов доказана следующая
Теорема 1 [17]. В произвольном полном конечном базисе B любую булеву функ-

цию можно реализовать такой схемой S, что P (S) 6 3ε+ 27ε2 при всех ε ∈ (0, 1/960].
Из теоремы 1 следует, что при неисправностях типа 0 на выходах элементов любой

полный конечный базис B имеет коэффииент ненадёжности kB ∈ {1, 2, 3}.
Пусть P2(n) —множество всех булевых функций, зависящих от n переменных

x1, x2, . . . , xn. Тогда P2(3) —множество всех булевых функций, зависящих от перемен-
ных x1, x2, x3.

Булевы функции f1 и f2 назовём конгруэнтными, если одна из них может быть
получена из другой заменой переменных (без отождествления). Пусть X ⊆ P2(3).
Введём обозначение CongrX —множество всех функций, зависящих от переменных x1,
x2, x3, каждая из которых конгруэнтна некоторой функции множества X. Например,
Congr{1, x1, x1&x2} = {1, x1, x2, x3, x1&x2, x2&x3, x1&x3}. Обозначим:

G1 = Congr{xσ11 x
σ2
2 ∨ xσ11 x

σ3
3 ∨ xσ22 x

σ3
3 : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G1| = 8;

G2 = Congr{xσ11 x
σ2
2 ⊕ xσ33 : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G2| = 24;

G3 = Congr{xσ11 x
σ̄2
2 ∨ xσ22 x

σ3
3 : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G3| = 24;

G4 = Congr{x̄1x̄2, x̄1x̄2x̄3}, |G4| = 4;
G5 = Congr{x1 ⊕ x2 ⊕ a, x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ b : a, b ∈ {0, 1}}, |G5| = 8;
G6 = Congr{x̄1(x2 ⊕ x3 ⊕ a) : a ∈ {0, 1}}, |G6| = 6;

G7 =
6⋃
i=1

Gi, |G7| = 74;

G8 = Congr{xσ11 x
σ2
2 ∨ xσ̄11 x

σ̄2
2 x

σ̄3
3 : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G8| = 24;

G9 = Congr{xσ11 x
σ2
2 x

σ3
3 ∨ xσ11 x

σ̄2
2 x

σ̄3
3 ∨ xσ̄11 x

σ2
2 x

σ̄3
3 : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G9| = 8;

G10 = Congr{x̄1(xσ22 ∨ xσ33 ) : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {2, 3}}, |G10| = 12;
G11 = Congr{xσ11 x

σ2
2 x

σ3
3 ∨ xσ̄11 x

σ̄2
2 x

σ̄3
3 : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}}, |G11| = 4;

G∗i —множество всех функций, двойственных функциям множества Gi соответ-
ственно, i ∈ {8, 9, 10, 11}; |G∗i | = |Gi|;

G12 =
11⋃
i=8

(Gi ∪G∗i ), |G12| = 96;

G = G7 ∪G12, |G| = 170.
Ранее для неисправностей типа 0 на выходах элементов в работах [11 – 15] получены

результаты, которые можно сформулировать в виде теоремы 2.
Теорема 2 [11 – 15]. Пусть полный конечный базис B содержит функцию из мно-

жества G. Тогда любую булеву функцию в этом базисе можно реализовать такой схе-
мой S, что P (S) 6 ε+ 100ε2 при всех ε ∈ (0, 1/960].

В теореме 2, учитывая замечание 1, найдены базисы с коэффициентом ненадёжно-
сти 1.

Число функций в множестве G равно 170 и составляет примерно 0,664 от числа всех
функций из P2(3). Введём множества, содержащие остальные 86 функций из P2(3):

Θ = Congr{x1x
σ2
2 , x1x

σ2
2 x

σ3
3 , x1(x2⊕x3)σ1 , x1(xσ22 ∨xσ33 ) : σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}},

|Θ| = 34;
Θ∗1 = Θ∗ ∪ Congr{x̄1 ∨ (x2 ∼ x3)}, где Θ∗ —множество функций, каждая из
которых двойственна некоторой функции множества Θ, |Θ∗1| = 37;
Ω = Congr{x̄1 ∨ (x2 ⊕ x3), x̄1 ∨ x̄2, x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3}, |Ω| = 7;
Λ = Congr{0, 1, x1, x̄1}, |Λ| = 8.
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Таким образом, множества G,Θ,Θ∗1,Ω,Λ содержат все 256 булевых функций от
переменных x1, x2, x3, т. е. G ∪Θ ∪Θ∗1 ∪ Ω ∪ Λ = P2(3).

Теорема 3 [16]. Пусть полный базис B таков, что B ∩ Θ 6= ∅ и B ∩ Θ∗1 6= ∅.
Тогда любую булеву функцию в этом базисе можно реализовать схемой, ненадёжность
которой не больше ε+ 24ε2 при всех ε ∈ (0, 1/960].

В теореме 3, учитывая замечание 1, также найдены базисы с коэффициентом нена-
дёжности 1, но в отличие от теоремы 2 здесь требуется, чтобы базис содержал сразу
две функции определённого вида.

Замечание 2. Множество Θ сохраняет константу 0; множество Θ∗1 сохраняет кон-
станту 1.

Далее будем исследовать полные базисы B ⊆ P2(3) \G, для которых условия тео-
ремы 3 не выполнены. Для доказательства новых результатов приведём следующую
лемму:

Лемма 1 [10]. Пусть ψ ∈ Θ∗1. Тогда подстановкой переменных из ψ можно полу-
чить функцию вида x1 ∨ xb2, b ∈ {0, 1}.

2. Основные результаты
Теорема 4. Пусть полный базис B таков, что B ∩ Ω 6= ∅. Тогда любую булеву

функцию в этом базисе можно реализовать схемой, ненадёжность которой не больше
2ε+ 24ε2 при всех ε ∈ (0, 1/70].

Доказательство. Покажем, что из каждой функции множества Ω подстановкой
переменных можно получить функцию x̄1 ∨ x̄2:

1) Пусть φ(x1, x2, x3) = x̄1 ∨ (x2 ⊕ x3). Тогда φ(x1, x2, x1) = x̄1 ∨ (x2 ⊕ x1) = x̄1 ∨
∨ x̄1x2 ∨ x1x̄2 = x̄1 ∨ x1x̄2 = x̄1 ∨ x̄2.

2) Пусть φ(x1, x2, x3) = x̄1 ∨ x̄2 ∨ x̄3. Тогда φ(x1, x2, x1) = x̄1 ∨ x̄2.
С учётом результатов [9] теорема доказана.

Теорема 5. Пусть B —полный базис, B ⊆ (Θ∗1∪Λ). Тогда любую булеву функцию
в этом базисе можно реализовать схемой, ненадёжность которой не больше 2ε + 42ε2

при всех ε ∈ (0, 1/140].
Доказательство. Пусть базис B содержит некоторую функцию ψ из множе-

ства Θ∗1. По лемме 1 из функции ψ подстановкой переменных можно получить функ-
цию вида x1 ∨ xb2, b ∈ {0, 1}.

Поскольку множество Θ∗1 сохраняет константу 1 (замечание 2), а по условию ба-
зис B полный, то B содержит функцию из Λ, которая не сохраняет константу 1. Таких
функций две: x̄1 и константа 0. Возможны два варианта для параметра b:

1) b = 0, имеем функцию x1 ∨ x̄2, которая сохраняет константу 1. Кроме того,
базис B содержит хотя бы одну из функций: константу 0 или x̄1. В каждом из
этих случаев теорема верна [9];

2) b = 1, имеем функцию x1 ∨ x2. Кроме того, B содержит x̄1 или 0. В первом
случае (когда имеем x̄1), ссылаясь на [9], считаем теорему доказанной.
Рассмотрим второй случай, т. е. из ψ подстановкой переменных получили x1∨x2

и есть константа 0. Обе эти функции сохраняют константу 0, поэтому полный
базис B содержит не сохраняющую константу 0 функцию ϕ ∈ Θ∗1 (очевидно,
что ϕ и ψ различны). Множество таких функций ϕ с точностью до конгруэнт-
ности — это A = {x1 ∨ x̄2, x1 ∨ x̄2 ∨ x3, x1 ∨ x̄2 ∨ x̄3, x1 ∨ (x2 ∼ x3), x1 ∨ x̄2x̄3,
x̄1∨(x2 ∼ x3)} ⊂ Θ∗1. Нетрудно проверить, что из каждой функции множества A
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подстановкой переменных можно получить функцию x1∨ x̄2, а этот случай рас-
смотрен в п. 1 доказательства.

Теорема доказана.

Введём два множества Θ2 и Θ3, которые являются подмножествами множества Θ:
Θ2 = Congr{x1x̄2x̄3, x1(x2 ⊕ x3)σ1 : σ1 ∈ {0, 1}};
Θ3 = Congr{x1x̄2, x1x2x̄3, x1(x2 ∨ x̄3), x1(x̄2 ∨ x̄3)}.

Теорема 6. Пусть B —полный базис, B ⊆ (Θ2∪Λ). Тогда любую булеву функцию
в этом базисе можно реализовать схемой, ненадёжность которой не больше 2ε+ 400ε2

при всех ε ∈ (0, 1/1920].

Доказательство. Поскольку базис B полный, он содержит некоторую функ-
цию ψ из множества Θ2. Так как множество Θ2 сохраняет константу 0 (замечание 2),
то базис B содержит хотя бы одну функцию, которая не сохраняет константу 0. Таких
функций в множестве Λ две: x̄1 и константа 1. Следовательно, имеем четыре случая:

1) Базис B содержит функции x1x̄2x̄3 и x̄1. Отождествим переменные x2 и x3 и
получим функцию x1x̄2. В базисе {x1x̄2, x̄1} при ε ∈ (0, 1/160] теорема верна [9].

2) Базис B содержит функции x1x̄2x̄3 и 1. Подставим константу 1 вместо перемен-
ной x1 и получим функцию x̄2x̄3. Поскольку для ее реализации в рассматривае-
мом базисе требуется два элемента, в оценке ε+3ε2 (ε 6 1/160), доказанной в [9],
следует заменить ε на 2ε. В результате получим оценку 2ε+ 12ε2 при ε 6 1/320,
теорема верна.

3) Базис B содержит функции x1(x2 ⊕ x3)σ1 и x̄1. Подставим x̄1 вместо перемен-
ной x1 и получим функцию x̄1(x2 ⊕ x3)σ1 ∈ G6. Поскольку для её реализации
в рассматриваемом базисе требуется два элемента, в оценке ε+100ε2 (ε 6 1/960)
из теоремы 2 следует заменить ε на 2ε. В результате получим оценку 2ε+ 400ε2

при ε 6 1/1920, теорема верна.
4) Базис B содержит функции x1(x2⊕x3)σ1 и 1. Подставим 1 вместо переменной x1

и получим функцию (x2 ⊕ x3)σ1 ∈ G5. Поскольку для её реализации в рассмат-
риваемом базисе требуется два элемента, в оценке ε + 100ε2 (ε 6 1/960) из
теоремы 2 следует заменить ε на 2ε. В результате получим оценку 2ε + 400ε2

при ε 6 1/1920, теорема верна.
Теорема доказана.

Теорема 7. Пусть полный базис B содержит функцию x̄1 и B∩Θ3 6= ∅. Тогда лю-
бую булеву функцию в этом базисе можно реализовать схемой, ненадёжность которой
не больше 2ε+ 12ε2 при всех ε ∈ (0, 1/360].

Доказательство. Поскольку B ∩Θ3 6= ∅, имеем четыре случая:
1) Базис B содержит функции x1x̄2 и x̄1. В базисе {x1x̄2, x̄1} при ε ∈ (0, 1/360]

теорема верна [9].
2) Базис B содержит функции x1x2x̄3 и x̄1. Отождествим переменные x1 и x2 и

получим функцию x1x̄3. В базисе {x1x̄2, x̄1} при ε ∈ (0, 1/360] теорема верна [9].
3) Базис B содержит функции x1(x2∨x̄3) и x̄1. Подставим x̄1 вместо переменной x1,

затем отождествим переменные x1 и x2 и получим функцию x̄1x̄3. Поскольку
для её реализации в рассматриваемом базисе требуется два элемента, в оценке
ε + 3ε2 (ε 6 1/160), доказанной в [9], следует заменить ε на 2ε. В результате
получим оценку 2ε+ 12ε2 при ε 6 1/320, теорема верна.

4) Базис B содержит функции x1(x̄2∨x̄3) и x̄1. Подставим x̄1 вместо переменной x1,
затем отождествим переменные x2 и x3 и получим функцию x̄1x̄3. Поскольку
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для её реализации в рассматриваемом базисе требуется два элемента, в оценке
ε + 3ε2 (ε 6 1/160), доказанной в [9], следует заменить ε на 2ε. В результате
получим оценку 2ε+ 12ε2 при ε 6 1/320, теорема верна.

Теорема доказана.

Замечание 3. Перечислим (с точностью до конгруэнтных функций) полные
неприводимые базисы B ⊆ ((Θ\Θ2) ∪ Λ), не упомянутые в теореме 7: 1) {x1x2, x̄1};
2) {x1x̄2, 1}; 3) {x1x2x3, x̄1}; 4) {x1x2x̄3, 1}; 5) {x1(x2 ∨ x3), x̄1}; 6) {x1(x̄2 ∨ x̄3), 1}.

Замечание 4. Для полных базисов B ⊆ ((Θ\Θ2) ∪ Λ), не упомянутых в теоре-
ме 7 (в том числе и неприводимых из замечания 3), выполняется теорема 1, а значит,
коэффициент ненадёжности каждого из них не больше 3.

3. Выводы и рекомендации
В теоремах 4–7 исследованы полные базисы B ⊆ P2(3)\G, для которых условия

теоремы 3 не выполняются. Доказано, что если базис B удовлетворяет хотя бы одному
из условий:

1) B ∩ Ω 6= ∅;
2) B ⊆ (Θ∗1 ∪ Λ);
3) B ⊆ (Θ2 ∪ Λ);
4) полный базис B содержит функцию x̄1 и B ∩Θ3 6= ∅,

то любую булеву функцию можно реализовать схемой, функционирующей с ненадёж-
ностью, асимптотически не больше 2ε при ε→ 0. Следовательно, коэффициент нена-
дёжности каждого из этих базисов не больше 2.

Учитывая результаты всех теорем 1–7, можно предложить следующий алгоритм
получения оценки коэффициента ненадёжности kB полного базиса B ⊆ P2(3):

1. Найти B ∩G; если B ∩G 6= ∅, то kB = 1, в противном случае перейти к шагу 2.
2. Найти B ∩ Θ и B ∩ Θ∗1. Если оба множества непустые, то kB = 1, в противном

случае перейти к шагу 3.
3. Проверить, верно ли хотя бы одно из условий:

а) B ∩ Ω 6= ∅;
б) B ⊆ (Θ∗1 ∪ Λ);
в) B ⊆ (Θ2 ∪ Λ);
г) B содержит функцию x̄1 и B ∩Θ3 6= ∅.

Если «да», то kB 6 2. Если «нет», то kB 6 3.

Таким образом, для произвольного полного базиса, содержащего функции трёх
переменных, найдена верхняя оценка коэффициента ненадёжности.

Полученные в работе результаты справедливы в двойственных базисах при неис-
правностях типа 1 на выходах базисных элементов [18].
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