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Изучается задача приближенного восстановления функций по значениям их
преобразований Радона. В контексте компьютерного (вычислительного) по-
перечника на данном этапе научного исследования получены оценки снизу
для погрешности восстановления функций из пространств Соболева и Коро-
бова по значениям их преобразований Радона.
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Важную роль при проведении экспериментов (физических, химических, тех-
нических и т.п.), требуют выяснения вопросы типа: «Где разместить измеритель-
ные приборы (в каких точках снимать информацию)?; как по полученным данным
приближенно описать весь процесс (построение интерполяционной формулы)?;
какими приборами и в каком количестве пользоваться?; где эти приборы расста-
вить и как переработать полученные экспериментальные данные?» и т.д.

Математическую основу подобного рода проблем составляет постановка зада-
чи, впервые предложенная в 1996 году в работе [1] и окончательно сформулиро-
ванная в течение 1996−2003 гг. в работах [2−8] под названием «Компьютерный
(вычислительный) поперечник» (далее, К(В)П), с применением на отдельных кон-
кретизациях. Например, в случае Tf f=  общая задача в определении Компью-
терного (вычислительного) поперечника есть задача восстановления функций.
Конкретизация числовой информации в виде функционалов и алгоритмов их пе-
реработки порождает многочисленные постановки задач, исследованию которых
посвящен ряд работ (см. например, [1−10] и имеющуюся в них литературу). Наи-
более изученной является случай функционалов – значений функций в точках.
Здесь основная проблема заключается в построении сеток, оптимальных в том
или ином смысле. К таковым относятся сетки, предложенные Коробовым[11],
Фроловым[12], Смоляком[13] и Шерниязовым[14]. Разумеется, помимо значений
в точках, можно привлекать и другие функционалы. И здесь наиболее изученны-
ми являются тригонометрические коэффициенты Фурье (см. также работу авторов
[10], где использовались коэффициенты Фурье по системе Хаара). В данной рабо-
те, в продолжение уже известных точных порядковых оценок погрешности вос-
становления функции, исследуются аппроксимативные возможности других кон-
кретных вычислительных агрегатов – значений преобразований Радона. Обзор
основных сведений о преобразовании Радона может быть найден в монографиях
[15−20]. Одной из первых работ по приближению функций на основе значений их
некоторых преобразований Радона является работа Марра [21]. В ней найдено
                                                          
1 Данное исследование финансируется Комитетом по науке Министерства образования и науки Рес-
публики Казахстан (грант № AP05132938)
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значение наилучшего приближения преобразования Радона алгебраическими
многочленами. В работе [22] решается задача нахождения «интерполяционного»
многочлена (т.е. имеющего те же преобразования Радона, что и интерполируемая
функция) с минимальной L2-нормой. В работе [23] решается задача о возможно-
сти построения интерполяционных многочленов, в том же смысле что и в [22],
для гармонических функций и получена оценка сверху их погрешностей на неко-
тором классе гармонических функций. Отметим также серию работ [24−30, и
имеющуюся в ней литературу] об аппроксимации функций, которая близка к дан-
ной тематике. Здесь представлены результаты в виде оценки снизу для погрешно-
сти восстановления функций из пространств Соболева и Коробова по значениям
их преобразований Радона, полученные в ходе реализации грантового проекта
МОН РК №AP05132938 «Преобразование Радона в задачах дискретизации».

Постановка задачи и необходимые определения

Сформулируем конкретизированную постановку задачи, в рамках которой по-
лучены соответствующие результаты. Пусть даны нормированные пространства
X  и Y  числовых функций, определенных на множествах XΩ  и YΩ  соответст-
венно. Пусть F X⊂  и :Tf F Y→ . Для каждого целого положительного N  вы-

бирается набор функционалов ( )
1( ,..., ), ( ) : ( 1,..., )N

N jl l l l F j N= ⋅ → =^  и функция

1 1( ,..., ; ) : N
N N yϕ τ τ × Ω →^ ^ .
Каждую функциюTf Y∈  будем приближать в метрике Y  функцией

( )1( ),..., ( );N Nl f l f yϕ ,

построенной по числовой информации объема N , полученной о функции ( )f x
посредством функционалов 1,..., Nl l  и переработанной по правилу Nϕ .

Пусть ( ){ }( ) ,N
Nl ϕ  есть множество всевозможных пар ( )( ) ,N

Nl ϕ , состоящих из

набора N  функционалов ( )
1( ,..., )N

Nl l l=  и функции 1( ,..., ; )N N yϕ τ τ , и пусть

( ){ }( ) ,N
N ND l⊂ ϕ .

Положим

( )( ) 1
,

( ; , ) inf sup || ( ) ( ( ),..., ( ); ) ||
N

N N
N N Y N N Y

l D f F
D f F f x l f l f x

ϕ ∈ ∈
δ = − ϕ .  (1)

Задача К(В)П-1 заключается в получении оценок сверху и оценок снизу (жела-
тельно совпадающих с точностью до констант) для величины (1) (условия пред-
полагаются такими, что имеют смысл все формулируемые определения) – Ком-
пьютерного (вычислительного) поперечника по точной информации и в указании
вычислительного агрегата, реализующего оценку сверху.

Тем самым, имеем две самостоятельные задачи, одна из которых заключается
в получении оценок снизу погрешности восстановления всех вычислительных аг-
регатов из заданного множества ND , другая – в нахождении оценок сверху для
конкретных вычислительных агрегатов из ND  (построение которых, разумеется,
можно продолжить с точки зрения улучшения вычислительных характеристик).

Далее будут использоваться понятия оценки снизу и сверху, поэтому приведем
здесь необходимые сведения об используемых знаках.
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Через c(α, β,…) будем обозначать некоторые положительные величины, раз-
ные, вообще говоря, в разных формулах и зависящие лишь от указанных в скоб-
ках параметров.

Если { } 1N Na ∞
=  – последовательность положительных чисел и { } 1N Nb ∞

=  – произ-
вольная числовая последовательность, то запись 

, ,...N Nb a
α β
<<  означает, что найдет-

ся постоянная c(α, β,…), для которой при каждом целом положительном N вы-
полнено неравенство ( ), ,...N Nb c a≤ α β .

Если же { } 1N Na ∞
=  и { } 1N Nb ∞

=  – две последовательности положительных чисел,
то запись 

, ,...N Nb a
α β
;≺  означает, что одновременно выполняются соотношения

, ,...N Nb a
α β
<<  и 

, ,...N Nb a
α β
>> .

В более подробном изложении искомая задача К(В)П-1, заключаемая в доказа-
тельстве соотношения

( ); ,N N NYD Tf Fδ θ;≺ ,

состоит из двух задач, а именно, требуется найти такую положительную число-
вую последовательность { }Nθ , что выполнена

• Оценка снизу 1( ; , )N N Y ND f F Cδ ≥ θ : для некоторого числа 1 0С > , для по-
следовательности целых положительных N  и для всякого вычислительного агре-
гата ( )( ) ,N

Nl ϕ  из ND  найдется функция f F∈ , для которой

( )1 1( ) ( ),..., ( );N N NY
Tf y l f l f y C− ϕ ≥ θ ,

и одновременно
• Оценка сверху 2( ; , )N N Y ND f F Cδ ≤ θ : для некоторого 2 0С >  и для всякого

N  из достаточно плотной (в связи с необходимостью указания конкретного вы-
числительного агрегата) возрастающей последовательности целых положитель-

ных чисел найдутся вычислительный агрегат ( ) ( )( )
1, ( ),..., ( );

N
NN Nl l f l fϕ = ϕ ⋅  из

ND , такой, что для всякой функции f F∈  выполнено неравенство

( ) ( )1 1( ),..., ( ); .N NN Y
Tf y l f l f y C− φ ≤ θ

Конкретизация в ND  наборов функционалов 1,..., Nl l  и алгоритмов переработ-
ки числовой информации φN порождает многочисленные постановки задач.

В данной работе изучается следующая конкретизация задачи (1):

Через 2 2 2
1 2 1 2{ ( , ) :[ ] 1}U x x x R x x x= = ∈ = + ≤  обозначим единичный круг с

центром в начале координат, множества определены С  и Z  соответственно сле-
дующим образом:

( ) ( ){ }2 2
1 2 1 2, : 1 1,  , : 1 ,C p p= θ − ≤ ≤ θ = θ θ θ + θ =

( ) ( ){ }2 2
1 2 1 2

1Z , : 1 1,  , :  1
4

p p= θ − ≤ ≤ θ = θ θ ≤θ + θ ≤ .
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Для функции f , определенной на U , и ( , )t Cθ ∈  преобразованием Радона
( ; , )R f t θ  называется интеграл от f  вдоль отрезка

1 2 1 1 2 2: ( , ) { ( , ) : }I I t x x x x x t Uθ = = θ + θ = ∩ ,
а именно,

2

2

1
1 2 1 2 1 21

( , )

( ; , ) ( , ) ( , ) .
t

t
I t

R f t f x x ds f t s t s ds
−

− −
θ

θ = = θ − θ θ + θ∫ ∫

Заметим, что для случаев, рассматриваемых в данной работе, пределы интег-
рирования будут конечны, так как функции имеют ограниченный носитель.

Пусть ( )( ),  1q
X Y U X Y L U qΩ = Ω = = = ≤ ≤ ∞ , при q = ∞  под ( )qL U будем

иметь ввиду пространство ( )C U  всех непрерывных на U  функций.
В качестве оператора будем рассматривать единичный оператор Tf f=

ND  есть множество NR  всех пар ( )( ) ,N
Nl ϕ , состоящих из набора N  функ-

ционалов ( )
1( ,..., )N

Nl l l=  вида ( ) ( ); ,j j jl f R f t= θ  и функции 1( ,..., ; )N N xϕ τ τ ,

( )( ) ( )( )( ) ( )( )1
1 1; , ,..., ; , , ,..., ;N

N N N NR R f t R f t z z x= θ θ ϕ .

Таким образом, основной целью нашей работы является нахождение оценок
снизу для погрешности восстановления, т.е. для данной пары

( ) ( )( ) ( ){ }(1) ( )
1 1, ,..., , , ,..., ;N

N N Nt t z z xθ θ ϕ  – исходного вычислительного агрегата,

величины

( )

( ) ( )( ){
( )}

( ) ( )(1) ( )
1

1

(1) ( )
1

, ,..., , ,
,..., ;

( ; ; )

inf sup ( ; , ),..., ( ; , );
N

N

N N

N N U
N

N N Ut t f F
z z x

L

L

f F R

f R f t R f t x

∞

∞
θ θ ∈

ϕ

δ =

= − ϕ θ θ . (2)

В качестве функциональных классов рассматриваются классы Соболева

2 ( )rW U и Коробова 2 ( )rQ U .

Класс Соболева ( )( )2 0rW U r >  есть множество всех 1-периодических по каж-
дой переменной функций 1 2( ) ( , )f x f x x= , которые вместе со своими частными

производными до порядка r  включительно принадлежат 2 ( )L U  и для которых
выполнено неравенство

( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 21 2

1r

r r

W U L U r r
L U L U

f ff f
x x

∂ ∂
≡ + + ≤

∂ ∂
.

Также мы будем использовать пространство 2
2 [0,1]rW , состоящее из всех 1-

периодических по каждой переменной функций 1 2( ) ( , )f x f x x= , которые вместе
со своими частными производными до порядка  включительно принадлежат

[ ]22 0,1L и для которых выполнено неравенство
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[ ] [ ]
[ ] [ ]

2 22
2 2 22 2

0,1 0,1
1 20,1 0,1

1r

r r

W L r r
L L

f ff f
x x

∂ ∂
≡ + + ≤

∂ ∂
.

Класс Коробова ( )2
rQ U  есть сужение на круг U  функций из классов Коробо-

ва ( )2
2 0,1rE , под которыми понимается множество всех 1-периодических по каж-

дой переменной функций 1 2( ) ( , )f x f x x= , таких, что ее тригонометрические ко-
эффициенты Фурье

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2

2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

0,1

ˆ , , ,ˆ ,i m x m xf m f m m f x x e dx dx m m m Z− π += = ⋅ = ∈∫

удовлетворяют неравенству

( )
( )1 2

1 2

1ˆ , ,rf m m
m m

≤
⋅

где используется обозначение max(1, )u u= .

Основной результат и его доказательство

Нами доказана следующая
Теорема 1. Пусть дано число 1r > и 2 q≤ < ∞ . Тогда справедливы соотноше-

ния

( ) ( )

1
2 2

2( ; ; )N N U

r
r

L
WR f U N∞

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠δ >> ;  (3)

( ) ( )

1 1
2 2

2( ; ; ) q

r
r q

LN N U
W NR f U

⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠δ >> ;  (4)

( ) ( )

1
2

2( ; ; )N N U

rr
L

R Nf Q U ∞

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠δ >> ,  (5)

где константы в неравенствах (3) и(5) зависит только от r , а в (4) от r  и q .

Данная теорема для 2 ( )rW U  при 2q =  была доказана Ф.Натеррером в [20].
Доказательство. Для доказательства оценок снизу (3) и (4), достаточно пока-

зать, что для любых N  прямых 1,..., Np p  найдется функция ( )2
rg W U∈ , у которой

преобразования Радона вдоль этих прямых равны 0 и соответственно

( )

( )2

1
2 2 ;

r

U

U

r
L

W

g
N

g

∞ − +
�  (6)

( )

( )2

1 1
2 2q

r

r
L U q

W U

g
N

g

− + −
� .  (7)
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Существование такой функции следует из оценки снизу в теореме 1 из [10].
Действительно, там было показано, что для любых линейных функционалов

1 2,...,l l  найдется функция [ ]2
2 0,1rf W∈ , такая, что

[ ]2
20,1 1rWf ≤ ,

при некотором ( ) [ ]2
1 2, 0,1ζ = ζ ζ ∈

[ ]20,1

1
2 2( )
r

Lf f N∞

− +
>>ζ = ,

[ ] ( )20,1

1 1
2 2

q q

r
q

L L If f N
− + −

≥ � .

Здесь, мы в качестве функционалов 1 2,...,l l  возьмем значения интегралов
вдоль заданных N прямых:

( ) ( ), 1, ,
k

k
p U

l f fds k N
∩

= = …∫ .

Пусть функция g  есть сужение f  на область U . Стало быть, первое условие

0
kp D

gds
∩

=∫

выполняется тривиальным образом. Также легко проверить и другие условия.
Действительно, 2 ( )rg W U∈ и для некоторого числа ( )c c r= выполнено нера-

венство
( )2

r UWg c≤ ,  (8)

так как область U можно покрыть конечным числом единичных квадратов.
Далее отметим, что можно считать, что ( )1 2, Uζ = ζ ζ ∈ , так как если  Uζ ∉ , то

( )1 21 1, Uζ ζ − ∈− , это следует из несложных вычислений.

Имеем 1 20 1,0 1≤ ζ ≤ ≤ ζ ≤  и 2 2
1 2 1ζ + ζ > , стало быть

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 21 1 2 2 2 2 1 ζ − + ζ − = − ζ − ζ − ζ − ζ ≤ − ζ + ζ ≤ .

Следовательно, при необходимости, учитывая 1- периодичность функции f ,
получаем неравенство

( ) [ ]20,1

1
2 2
r

L LUg f N∞ ∞

− +
= � ,

что в совокупности с (8) дает нам выполнение неравенства (6).

Аналогично, в силу того, что 
21 1, 

2 2
U⎡ ⎤− ⊂⎢ ⎥⎣ ⎦

,

( ) [ ]
2

2

1 1
2 21 1, 0,1

2 2
q q q

r
q

L U L Lg f f N
− + −

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
≥ = � ,

что в совокупности с (8) дает нам выполнение неравенства (7).
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Таким образом, оценка снизу для классов Соболева доказана.
Для доказательства оценки снизу погрешности восстановления функций из

класса Коробова ( )2
rQ U  покажем, что имеет место вложение [ ]22

2 20,1r rW E⊂ .

Действительно, пусть [ ]22
2 0,1rf W∈ . Тогда, используя соотношения между коэф-

фициентами Фурье функций и ее производных, получаем

2
1 2

2 4
1 2 1 2

( , )

( , ) ( ) r

m m Z

f m m m m с
∈

⋅ + ≤∑ ,

отсюда следует, что

1 2 2
1 2

ˆ ( , )
( ) r

сf m m
m m

≤
+

.

Далее, используя неравенство о среднем арифметическом и среднем геометри-
ческом 2a b ab+ ≥ , имеем

2
1 2 1 2( ) 2 ( )r r rm m m m+ ≥ ⋅ + .

Таким образом,

2
1 2

1 2

( )ˆ ( , )
( )r
с rf m m

m m
≤

⋅
,

что означает справедливость вложения [ ]22
2 20,1r rW E⊂ .

Теперь воспользуемся оценкой снизу, полученной нами для случая восстанов-
ления из пространств Соболева. А именно, нами была построена функция

( )2
2

rg W U∈ , которая есть сужение некоторой [ ]22
2 0,1rf W∈  на область U , что в

силу определения означает ( )2
rg Q U∈ , и такая, что преобразования Радона вдоль

этих прямых равны 0 и
1
2

r

Lg N∞

− +
� .

Таким образом, получены оценки снизу для погрешности восстановления
функций из классов Соболева 2 ( )rW U  и Коробова 2 ( )rQ U  и теорема доказана.

Заключение

В Казахстане была поставлена задача К(В)П о нахождении оптимальных по-
рядков восстановления функций. Для многих конкретных случаев поставленная
задача была решена на основе оригинальных методов построения агрегатов при-
ближения вкупе с методами доказательств их неулучшаемости. Планируется на-
хождение оптимальных порядков задач восстановления функций по значениям
преобразования Радона функций из различных классов. Последующая вычисли-
тельная реализация имеет весьма широкую сферу применения в науке и технике,
в частности в компьютерной томографии. Основные результаты Проекта (проме-
жуточные) периодически обсуждались на научных семинарах Института теорети-
ческой математики и научных вычислений ЕНУ им. Л.Н. Гумилева.
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In this paper, we study the problem of function reconstruction by values of Radon transforms
within the framework of the Computational (Numerical) Diameter (C(N)D) approach. The
meaning of C(N)D is to solve two independent problems: obtaining lower bounds of the
reconstruction error by exact information and specifying the computing tool that implements the
upper bounds (preferably coinciding with the lower bound up to constants).

The C(N)D approach is a mathematical model of experiments for describing various processes
(physical, chemical, technical, etc.). An important role in setting up such experiments is played by
types of measuring instruments, which is reflected in C(N)D as types of functionals. The next
important point is the choice of location and balancing of instruments, i.e. selection of functionals’
parameters. The final step is to build an optimal computing tool using the obtained data.

The most studied types of functionals are function values at points and Fourier coefficients.
An important difference of this work from previously obtained results is the study of the
approximation capabilities of another type of functionals – Radon transforms, i.e. mathematical
model of the use of tomography and similar technologies.

This paper is devoted to obtaining lower bounds for the error in reconstructing functions from
Sobolev and Korobov spaces.
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