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Представлена методика определения напряженно-деформированного со-
стояния анизотропных тел вращения от одновременного действия поверхно-
стных и массовых сил. Теория представляет собой развитие метода гранич-
ных состояний. Особенность решения состоит в том, что след искомого уп-
ругого поля удовлетворяет одновременно поверхностным и массовым си-
лам, а не представляет собой сумму решений частных задач.
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Детали из современных материалов, такие, как эластомеры, поликристалличе-
ские металлы, керамика, а также композитные материалы, обладающие значи-
тельной анизотропией свойств, применяемые в конструкциях, механизмах и ма-
шинах, часто пребывают в сложных условиях нагружения. На тело, находящееся в
таких условиях, действуют поверхностные и массовые силы. Определение напря-
женно-деформированного состояния тел от совокупности таких воздействий, а
также в силу анизотропии упругих свойств материала, составляет актуальную на-
учную задачу.

Массовые силы рассматривались в работах различного направления механики.
Например, в работе [1] установлена зависимость между критическим состоянием
твердого тела, предшествующим разрушению, и взаимным влиянием угловых и
линейных деформаций друг на друга, что сопровождается высвобождением их
внутренней энергии. В работе [2] представлено численно-аналитическое решение
плоской задачи теории упругости с использованием метода взвешенных невязок в
форме метода граничного решения. Найдены распределения напряжений и сме-
щений в упругом теле, подверженном действию заданной системы объемных сил
и заданных напряжений или смещений на границах. Авторами [3] рассмотрена за-
дача о напряженно-деформированном состоянии твердого тела с учетом ползуче-
сти и находящегося под действием объемных сил. В [4] исследовались вынужден-
ные деформации в виде суммы воздействий поверхностных и объемных сил.
В работе [5] с использованием фиктивных расчетные схем, основанных на экви-
валентности воздействий в механике деформируемого твердого тела, получены
напряженно-деформированные состояния для балки на двух опорах, находящейся
под действием массовых сил; вращающегося тонкого круглого диска; плотины
треугольного поперечного сечения, находящейся под действием объемных
фильтрационных сил. В работе [6] представлены задачи теории упругости с за-
данными объемными и поверхностными силами в функциональных энергетиче-
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ских пространствах тензоров напряжений и деформаций; методом ортогональных
проекций решены конкретные задачи. Объемные силы рассматривались и в меха-
нике разрушения [7]: дается решение задачи механики разрушения о зарождении
трещин в металлическом круговом диске под действием объемных сил. Авторами
[8] для перемещений получено условие эквивалентности поверхностных и объем-
ных сил с использованием вариационного уравнения Лагранжа. Оценке вклада
гравитационных сил в возмущение напряженно-деформированного состояния уп-
ругого полупространства, вызванное шаровой неоднородностью упругих свойств,
расположенной на некоторой глубине посвящена работа [9]. В [10] приведено по-
строение поля перемещений для изотропного упругого тела, ограниченного кон-
центрическими сферами и находящегося под действием осесимметричных неста-
ционарных объемных сил. В работе [11] показано влияние силы тяжести на де-
формированное состояние идеальнопластического пространства, ослабленного
цилиндрической полостью, а в [12] получены точные аналитические решения за-
дач о равновесии толстостенных трансверсально-изотропных составных сфер с
жестко закрепленной границей и находящихся под действием массовых сил и
внутреннего давления. Для анизотропного стержня с одной плоскостью упругой
симметрии решена задача кручения с помощью метода граничных состояний [13].

Обратный метод определения напряженно-деформированного состояния изо-
тропных упругих тел от действия непрерывных непотенциальных массовых сил
приведен в работе [14].

Метод граничных состояний с участием объемных сил для изотропной среды
применен авторами [15]. В [16] разработана методика получения полнопарамет-
рических решений для анизотропных тел, где возникновение фиктивных массо-
вых сил являлось следствием применения метода Пуанкаре.

Метод граничных состояний относится к разряду энергетических методов.
C помощью метода минимизации полной энергии деформации, решена задача по
определению напряженно-деформированного состояния, возникающего при осад-
ке жесткопластической тонкой квадратной заготовки [17]. В работе [18] в осе-
симметричной постановке с помощью непрямого метода граничных состояний
показано решение уравнения Лапласа, а в [19] рассмотрены задачи контакта без
трения трансверсально-изотропного цилиндра в условиях одновременного дейст-
вия массовых и поверхностных сил.

В рамках настоящей работы предполагается развитие энергетического метода
граничных состояний на класс краевых задач теории упругости с массовыми си-
лами для трансверсально-изотропных тел вращения. Особенность искомого упру-
гого поля состоит в том, что его след одновременно удовлетворяет заданным ус-
ловиям на границе и внутри области, т.е. массовым силам, а не представляет со-
бой сумму отдельных полей в задаче эластостатики и в задаче определения на-
пряженно-деформированного состояния от действия массовых сил.

1. Постановка задачи

Рассматривается равновесие трансверсально-изотропного тела, ограниченного
одной или несколькими коаксиальными поверхностями вращения под действием
осесимметричных (не зависящих от угла θ  в цилиндрической системе координат
r , Q , z ) поверхностных усилий { , }r zp p=vp  и массовых сил { , }R Z=X , сим-
метрично распределенных относительно оси вращения z (рис. 1).
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Рис. 1. Трансверсально-изотропное тело вращения
Fig. 1. A transversely isotropic body of revolution

Решение поставленной задачи может быть проведено простым путем: сначала
решить краевую осесимметричную задачу механики от внешних сил, приложен-
ных к поверхности тела, затем отдельно решить задачу по определению упругого
состояния от массовых сил, а полученные упругие поля сложить. Однако в этом
случае сложно проводить анализ полученного результата исходя из теорий проч-
ности и жесткости. Возникает необходимость дискретно корректировать гранич-
ные условия в краевой задаче, что составляет непростую и трудоемкую задачу,
особенно если граница тела частично или полностью защемлена. Например,
естественно, что напряжения внутри тела, находящегося под действием сил
инерции со свободной границей, отличаются от напряжений в том же теле с
защемленной границей, вопрос состоит в том, каким образом происходит это
перераспределение.

Целью работы является развитие метода граничных состояний на класс крае-
вых осесимметричных задач теории упругости для анизотропных тел, в которых
упругое поле от массовых сил не просто суммируется с полем от внешней урав-
новешенной нагрузки, а входит в состав решения, позволяя получить то самое пе-
рераспределение напряжений от влияния граничных условий. Ее достижению от-
вечает система взаимосвязанных процедур: корректная постановка, обезразмери-
вание, выбор метода решения с построением определяющей теории, решение
конкретных задач.

2. Определяющие соотношения

В случае осесимметричной деформации тела вращения точки перемещаются
лишь в меридианных плоскостях и компоненты напряженно-деформированного
состояния не зависят от угла θ , т.е. напряжения rθτ , zθτ  и деформации rθγ , zθγ
равны нулю.

Для однородного трансверсально-изотропного упругого тела в цилиндриче-
ских координатах имеют место следующие соотношения [20].

Дифференциальные уравнения равновесия:
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Соотношения Коши:
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Обобщенный закон Гука:

[ ]1 ( )z z z r
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1 ( ) z
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ν

ε = σ − ν σ − σ ; (3)
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zr zr

zG
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Здесь u, w – компоненты вектора перемещений u вдоль оси r и z соответственно;
rε , θε , zε , zrγ  – компоненты тензора деформаций; rσ , θσ , zσ , zrτ  – компонен-

ты тензора напряжений; R, Z – компоненты вектора массовых сил X вдоль соот-
ветствующей оси; zE  и rE  – модули упругости соответственно в направлении
оси z и в плоскости изотропии; zν  – коэффициент Пуассона, характеризующий
сжатие вдоль оси r при растяжении вдоль оси z; rν  – коэффициент Пуассона, ха-
рактеризующий поперечное сжатие в плоскости изотропии при растяжении в этой
же плоскости; rG  и zG  – модули сдвига в плоскости изотропии и перпендику-
лярной к ней.

3. Метод решения

Для решения первой основной задачи теории упругости прибегнем к понятиям
метода граничных состояний (МГС) [21]. МГС является энергетическим методом
решения задач уравнений математической физики. Он показал свою эффектив-
ность в решении краевых задач теории упругости, как для изотропных, так и для
анизотропных сред, в решении задач термоупругости, гидродинамики идеальной
жидкости, динамики (колебаний) изотропных тел и др.

Основу метода составляют пространства внутренних Ξ  и граничных Г  со-
стояний:

{ }1 2 3, , ,..., ,...kΞ = ξ ξ ξ ξ ; { }1 2 3, , ,..., ,...kГ = γ γ γ γ . (4)
Внутреннее состояние определяется наборами компонент вектора перемеще-

ний, тензоров деформаций и напряжений:
{ , , }k k k

k i ij ijuξ = ε σ . (5)

Воспользуемся при построении решения основных задач механики уравнени-
ем Клапейрона [22], [23]:

0ij ij
V S V

dV dS dV+ − σ ε =∫ ∫ ∫vXu pu , (6)

где p  и vu  – векторы поверхностных усилий и перемещения точек границы.
Скалярное произведение в пространстве Ξ  внутренних состояний выражается

через внутреннюю энергию упругого деформирования (отсюда и принадлежность
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метода к классу энергетических). Например, для 1-го и 2-го внутренних состояний
тела, занимающего область V:

1 2
1 2( , ) ij ij

V

dVξ ξ = ε σ∫ , (7)

причем в силу тождества Бетти:
1 2 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) ij ij ij ij
V V

dV dVξ ξ = ξ ξ = ε σ = ε σ∫ ∫ .

Граничное состояние kγ , в отличие от традиционного { , }k k
k vi iu pγ = , опреде-

ляемого в [21], будем формировать наборами компонент вектора перемещения
точек границы viu , поверхностными усилиями ip  и массовыми силами iX
( 1X R= , 2X Z= ). Последнее условно в силу того, что массовые силы не относят-
ся к элементу поверхности тела:

{ , , }k k k
k vi i iu p Xγ = ; k k

i ij jp n= σ ; , 1, 2i j = , (8)

где jn  – компонента нормали к границе.

В пространстве граничных состояний Г согласно (6) скалярное произведение
выражает работу внешних сил по поверхности тела S  и работу массовых сил на
перемещениях iu  внутренних точек тела, например для 1-го и 2-го состояний:

1 2 1 2
1 2( , ) i vi i i

S V

p u dS X u dVγ γ = +∫ ∫ , (9)

причем в силу тождества Бетти и соотношения Клапейрона
1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 1( , ) ( , ) i vi i i i vi i i
S V S V

p u dS X u dV p u dS X u dVγ γ = γ γ = + = +∫ ∫ ∫ ∫ .

В случае гладкой границы и в силу единственности решения задач линейной
теории упругости оба пространства состояний являются гильбертовыми и сопря-
жены изоморфизмом. Каждому элементу kξ ∈ Ξ  соответствует единственный
элемент k Гγ ∈ , причем это соответствие взаимно-однозначное: k kξ ↔ γ . Это
позволяет отыскание внутреннего состояния свести к построению изоморфного
ему граничного состояния.

Основную сложность формирования решения в МГС составляет конструиро-
вание базиса внутренних состояний, который опирается на общее или фундамен-
тальное решение для среды; также возможно использование каких-либо частных
или специальных решений. Здесь предлагается несколько иная методика конст-
руирования базиса внутренних состояний, которая изложена ниже.

Для формирования определяющих соотношений базисы пространств состоя-
ний необходимо проортонормировать. Ортонормирование базиса пространства Ξ
осуществляется по разработанному рекурсивно-матричному алгоритму ортогона-
лизации [24], где в качестве перекрестных скалярных произведений принимается
(7). Алгоритм основан на процессе Грама – Шмидта, переписанном в форме, ис-
пользующей лишь перекрестные скалярные произведения элементов исходного
базиса, которые сведены в матрицу Грама. Если в процессе ортогонализации на
k-м шаге встречается некоторый элемент базиса внутренних состояний kξ , алго-
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ритм на этом шаге выдаст 0 (нулевое), если этот элемент является линейной ком-
бинацией элементов 1ξ , …, 1k −ξ . Для сохранения ортогональности выходных
элементов и для предотвращения деления на ноль при ортонормировании алго-
ритм делает проверку на нулевые элементы и исключает их. На их место идут
следующие элементы исходного базиса внутренних состояний и процесс повторя-
ется.

Ортонормированный базис Г  редуцируется из ортонормированного базиса
внутренних состояний при использовании (8) и (1).

Окончательно, проблема сводится к разрешающей системе уравнений относи-
тельно коэффициентов Фурье, разложения искомых внутреннего ξ  и граничного
γ  состояний в ряд по элементам ортонормированного базиса:

1
k k

k
c

∞

=
ξ = ξ∑ ; 

1
k k

k
c

∞

=
γ = γ∑

или в развернутом виде

1

k
i k i

k
p c p

∞

=
= ∑ ; 

1

k
i k i

k
u c u

∞

=
= ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
σ = σ∑ ; 

1

k
ij k ij

k
c

∞

=
ε = ε∑ ; 

1

k
i k i

k
X c X

∞

=
= ∑ . (10)

В случае первой основной задачи, где заданы массовые силы { , }R Z=X  и
усилия на границе { , }r zp p=p , коэффициенты Фурье kc  определяются из
выражения

k k
k

V S

c dV dS= +∫ ∫ vXu pu , (11)

где ku  и k
vu  – вектор перемещения в k-м базисном элементе базиса внутренних

(5) и граничных (8) состояниях соответственно.
Тестирование коэффициентов Фурье осуществляется подстановкой одного из

базисных элементов с соответствующими ГУ в качестве заданного, при этом
должны выполняться условия 1nc = , n – номер тестируемого элемента, остальные
коэффициенты Фурье должны равняться нулю.

4. Формирование базиса внутренних состояний

Авторами [20] с помощью метода интегральных наложений установлена зави-
симость между пространственным напряженным и деформированным состоянием
упругого трансверсально-изотропного конечного тела без полостей и определен-
ными вспомогательными двумерными состояниями, компоненты которых зависят
от двух координат z и y (переменных).

При установлении зависимости используется следующий прием. Упругое тело,
напряженное состояние которого требуется изучить, рассматривается как часть
некоторого бесконечного цилиндра с осью η , параллельной образующей цилинд-
ра. С телом связана система координат rzθ . Меридианное сечение тела совпадает
с плоскостью поперечного сечения бесконечного цилиндра с осями координат zy
(направление η  ⊥  плоскости zy, ось z общая для тела и цилиндра). Предполага-
ется, что цилиндр находится в некотором двумерном напряженном состоянии не
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меняющемся вдоль образующей. Компоненты этого состояния pl
yu , pl

zu , pl
yσ ,

pl
zσ , pl

zyσ , pl
ησ  определяют плоскую деформацию цилиндра в плоскости zy. Эти же

компоненты определяют напряженное состояние заданного упругого тела, так как
оно является частью цилиндра. Для того чтобы получить пространственное на-
пряженное состояние тела, рассматривается ряд цилиндров, отличающихся на-
правлением образующей или углом поворота относительно оси z. Последователь-
но представляя тело вырезанным из каждого такого цилиндра при m → ∞
(m – число цилиндров), образуется ряд напряженных состояний, суперпозиция ко-
торых и дает суммарное трехмерное состояние. Если напряженное состояние ка-
ждого цилиндра в процессе поворота не меняется, то трехмерное состояние тела
будет осесимметричным, не зависящим от координаты θ . Например, для компо-
ненты вектора перемещения w  трехмерного состояния имеет место выражение

1

1 ( )
m

pl
z k

k
w u

m =
= ∑ .

При переходе к пределу при m → ∞  сумма заменяется интегралом. При по-
следующей замене переменой интегрирования, окончательно связь между пере-
мещениями осесимметричной деформации и плоской деформации соответствую-
щего цилиндра имеет вид [20]

2 2

1 plr
y

r

u
u dy

r r y−

=
π −

∫ , 
2 2

1 r pl
z

r

u
w dy

r r y−

=
π −

∫ , 0v = . (12)

В работе [25] приведены выражения для напряжений осесимметричного со-
стояния через напряжения плоского вспомогательного состояния.

Для построения поля перемещений плоских вспомогательных состояний вос-
пользуемся системой многочленов y zα β , которую можно поместить в любую по-

зицию вектора перемещения ( ),pl y zu , образуя некоторое допустимое состояние

{ } { }{ },0 , 0,pl y z y zα β α β=u .

Перебор всевозможных вариантов в пределах nα + β ≤ , (n = 1, 2, 3 …) позво-
ляет получить множество плоских состояний. Далее, согласно (12), определяются
компоненты вектора перемещения ( ),r zu  пространственного осесимметричного
состояния и по цепочке (2), (3) определяются соответствующие тензоры деформа-
ций и напряжений, образуя конечномерный базис (5).

5. Решение задач для тел вращения

Тестовая задача. Апробацию предложенной методики проведем на исследо-
вании упругого состояния трансверсально-изотропного кругового в плане цилин-
дра из горной породы алевролита крупного темно-серого [22]. После процедуры
обезразмеривания параметров задачи, аналогия которой представлена в работе
[26], цилиндр занимает область {( , ) 0 1, 2 2}V z r r z= ≤ ≤ − ≤ ≤  и имеет упругие
характеристики материала: 6.21zE = ; 5.68rE = ; 2.29rG = 2.55zG = ; 0.22zν = ;

0.24rν = .
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В тестовой задаче предполагается подбор таких граничных условий, чтобы
была возможность получения строгого решения. Зададим следующие неуравно-
вешенные усилия на границе:

10; 1, 2, 0 1r zp p S z r= = − = − ≤ ≤ ;

20; 2, 2, 0 1r zp p S z r= = = ≤ ≤ ;

30, 1, 2 2S r z= = − ≤ ≤p ,

и компоненты массовых сил 0R = , 1/ 4Z = − , последняя определена как разница
главных векторов заданных сил, деленная на объем тела и направленная противо-
положно оси z.

После построения базиса внутренних состояний, процедуры его ортонормиро-
вания и исключения линейно зависимых элементов, базисный набор для компо-
нент вектора перемещения представлен в таблице (показано 5 элементов).

Ортонормированный базисный набор
компонент вектора перемещения

u w

1ξ 0 0.263 z

2ξ 0.18528r 0.10429 z−

3ξ 0 20.11427z

4ξ 0.15544rz 20.04374z−

5ξ 0.3983rz− 2 20.32323 0.01121r z+

Искомое состояние определено пятью членами ряда Фурье с соответствующи-
ми коэффициентами (11):

1 0.79167с = , 2 0.31287с = − , 3 0.15235с = , 4 0.05832с = − , 5 0.01494с = .
Решение определяется выражениями (10), является строгим и имеет вид

0.057971 0.0096618u r rz= − + ; 2 20.0048309 0.241546 0.0201288w r z z= + + ;

0rr r z zrθθ θ θσ = σ = σ = σ = σ = ; 1.5 0.25zz zσ = + ; 0R = ; 0.25Z = − .
Расчетная задача для цилиндра. Рассмотрим теперь для этого же цилиндра

первую основную задачу механики с внешними усилиями, имитирующими одно-
родное растяжение вдоль оси z и неоднородное вдоль оси r:

10; 1, 2, 0 1r zp p S z r= = − = − ≤ ≤ ;

20; 1, 2, 0 1r zp p S z r= = = ≤ ≤ ;

2
34 ; 0, 1, 2 2r zp z p S r z= − = = − ≤ ≤

и массовыми силами 2{ , }r z=X .
Сохранение той же геометрии и физических свойств материала, что и в тесто-

вой задаче, позволяет использовать уже построенный ортонормированный базис.
При решении использовался базис из 52 элементов. Приближенное решение име-
ет аналитический вид (приведем выражения для перемещений и массовых сил):
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3 5 7 2[479558 1273.25 791.76 156.23 12190.3u r r r r rz= − − + − +
3 2 5 2 7 2 4 3 4665 393.48 1.54 281.27 40.083r z r z r z rz r z+ − + − + +

5 4 6 3 6 5 5141.88 124.87 78.874 3.105 ] 10r z rz r z rz −+ + − + ⋅ ;

2 4 6[10005.1 11670.4 135.833 88.783w z r z r z r z= + + − +
8 3 2 3 4 3 6 38.0848 100 936.646 853.594 6.3186r z z r z r z r z+ + − + − +
5 2 5 4 5 7 2 7 5153.371 191.719 139 24.56 41.8 ] 10z r z r z z r z −+ − − − + + ⋅ ;

3 5 7 2[220.8 1183.54 445.856 3.0348 4.8617R r r r r rz= + − − − +
3 2 5 2 4136.936 43.05 28.8633r z r z rz+ − − − 3 4 6 335.207 10.0678 ] 10r z rz −+ ⋅ ;

2 4 6 3[995.247 104.925 70.404 11.599 21.853Z z r z r z r z z= + − − − −
2 3 4 3 5102.278 49.768 25.2473r z r z z− + + + 2 5 7 317.1775 5.5309 ] 10r z z −− ⋅ .

Следует отметить, что сходимость в направлении поверхностных сил наблю-
дается быстрее, чем в направлении массовых сил. Поверхностные силы восста-
навливаются с достаточной точностью уже при использовании 20 элементов бази-
са. Для достижения удовлетворительной точности в отношении массовых сил та-
кого количества используемых элементов недостаточно.

При практической реализации приема решения первой основной задачи для
цилиндра и его тестирования при различных видах функций заданных массовых
сил наблюдалась следующая особенность: если область интегрирования V сим-
метрична относительно плоскости 0z = , то сходимостью решения в части вос-
становления массовых сил обладают задачи с кососимметричной относительно
этой плоскости компонентой массовых сил Z , например , 1,3,5...nZ z n= = . Это
связано с видом базисных функций и, естественно, ограничивает круг рассматри-
ваемых задач.

Рассмотрим теперь задачу для тела вращения неканонической формы (рис. 2)
из того же материала, что и цилиндр. Исследуем распределение напряжений
внутри области от действия массовых сил 2{ ,0}r=X  при условии, что след этих
напряжений на границе равен нулю 0=p .

r

z

1
0

1

S 1

S 2

S 3

S 4

-1

-1

0.5-0.5

Рис. 2. Меридианное сечение тела вращения
Fig. 2. A meridian section of the body of revolution
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Сходимость решения сильно зависит от геометрии тела, поэтому для решения
данной задачи потребовался базис уже из 70 элементов; коэффициенты Фурье
приводить не будем. Проверка результата и оценка точности осуществляется со-
поставлением заданных ГУ с восстановленными в результате решения. На рис. 3
показаны массовые силы на участках 1S  и 2S . На графиках заданные ( ) и
восстановленные ( ) массовые силы изображены в масштабе. Например,
истинное значение R  на левом графике рис. 3, а равно значению на графике, ум-
ноженному на коэффициент κ .
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Рис. 3. Верификация массовых сил на участках границы:
а – на участке 1S , b – на участке 2S

Fig. 3. Verification of mass forces on the boundaries:
in the section (a) 1S and (b) 2S

Как видно из графиков, восстановленные массовые силы совпадают с задан-
ными в диапазоне определенной точности ( 10 %±  от значения заданной величи-
ны в любой точке на границе тела).

Компоненты вектора перемещения, имеющие полиномиальный вид, представ-
лены в виде изолиний (в явном виде необозримы) (рис. 4). В силу осевой симмет-
рии показана область 0 1, 1 1r z≤ ≤ − ≤ ≤ . Истинное значение показанной величи-
ны равно соответствующему значению на изолиниях, умноженному на κ .

Полученные упругие поля удовлетворяют уравнениям (1) – (3), а также урав-
нениям совместности деформаций [23].



106 Д.А. Иванычев

а b

Рис. 4. Компоненты вектора перемещения:
а – 2, 10u −κ = , б – 2, 10w −κ =

Fig. 4. Displacement vector components:
(а) 2, 10u −κ =  and (b) 2, 10w −κ =

Заключение

Таким образом, решение задач линейной теории упругости строится в виде ря-
дов, но совершенно не опирается на общее или фундаментальное решение. Здесь
задается зависимость вектора перемещения плоского вспомогательного состояния
от координат y zα β  и на его основе определяется вектор перемещения простран-
ственного осесимметричного состояния. Для такого вектора по соотношению
Коши определяется тензор деформаций, из закона Гука – тензор напряжений, из
фундаментального соотношения Коши – усилия на поверхности тела, а из уравне-
ния равновесия – массовые силы. То есть строится точное частное решение задачи,
соответствующее заданной в каждой точке тела функции перемещения. Переби-
рая nα + β ≤  (n = 1, 2, 3 …), строится множество точных частных решений задачи
линейной теории упругости: векторы перемещения ku , тензоры деформаций kε ,
тензоры напряжений kσ , векторы поверхностных сил k k= ⋅p n σ , векторы массо-
вых сил kX . Оставляя среди этих решений только линейно независимые и осуще-
ствляя их ортогонализацию в соответствии с соотношением (7), получаем базис,
по которому соответствующие векторы или тензоры разлагаются в ряды с одина-
ковыми коэффициентами (11). Поэтому изложенный подход является более ши-
роким, чем подход, основанный на общих или фундаментальных решениях [25].
В данном случае используется процедура ортогонализации, определяемая соот-
ношениями (7) и (9), позволяющая сразу строить решение задачи с заданными
массовыми и поверхностными силами, а не строить полное решение как сумму
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частного решения задачи при действии массовых сил и общего решения при дей-
ствии только поверхностных сил, как сделано, например, в работе [14].

Предложенная методика, однако, не является общей для любого класса рас-
сматриваемых областей (односвязных и многосвязных) и вида заданных функций
массовых сил. Скорость сходимости рядов зависит от граничных условий и усло-
вий внутри области, а также от геометрии тела.

Таким образом, метод граничных состояний показал свою эффективность в
решении первой основной задачи теории упругости для трансверсально-
изотропных тел вращения с массовыми силами. Результирующее упругое поле
имеет численно-аналитический вид, что позволяет легко проводить анализ полу-
ченных характеристик напряженно-деформированного состояния.
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The purpose of this work is to determine the stress-strain state of the anisotropic bodies of
revolution exposed to axisymmetric surface and mass forces. The problem is solved using the
method of boundary states. A theory for the construction of space bases of the inner and boundary
states conjugated with isomorphism is developed. Determination of the internal state is reduced to
a study of isomorphic boundary state. The elastic state components are represented as Fourier
series with quadrature coefficients. In the first fundamental problem of mechanics, determination
of the elastic state is reduced to the solution of an infinite system of algebraic equations.
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A particularity of this solution is that the pattern of the determined elastic field satisfies both the
conditions specified at the boundary and inside the body.

A rigorous solution to a test problem for a circular cylinder, as well as a solution to the
problem with inhomogeneous boundary conditions is presented. An elastic field is found in the
problem for the non-canonical body of revolution exposed to mass forces and zero boundary
conditions. The explicit and indirect indicators of problem solution convergence and a graphical
visualization of results are shown.
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