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ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОМЕРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ 

 

Получен критерий робастного качества управления для системы, состоящей из объекта управления со струк-

турными возмущениями и модального регулятора. На основе данного критерия разработан численный метод 

проверки робастного качества управления. Эффективность метода проиллюстрирована примером. 
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Технологические процессы, обладающие разнотемповыми составляющими, широко распро-

странены [1, 2]. Характерной особенностью моделей таких процессов является выделение в модели 

операторов так называемой «основной динамики», описывающей ту часть объекта управления, кото-

рая подлежит регулированию, и операторов «структурных возмущений» – к ним относят те части 

объекта управления, которые уже обладают свойствами устойчивости и заданного качества управле-

ния [3. С. 29–30]. При синтезе регулятора структурные возмущения, как правило, не учитывают,  

в результате в передаточной функции (ПФ) замкнутой системы возникает неопределенность. По-

скольку свойства устойчивости и качества управления системы определяются расположением полю-

сов ее ПФ, возникает вопрос: при каких операторах структурных возмущений в объекте управления 

замкнутая система еще сохранит свойства устойчивости (робастная устойчивость) и качества управ-

ления (робастное качество управления)? 

В схеме модального управления [3. С. 8–21; 4. С. 5–20] качество управления задается в виде 

области S на комплексной плоскости; область S определяет желаемое расположение полюсов ПФ. 

Следовательно, вопросы исследования (проверки) робастной устойчивости и робастного качества 

управления могут быть рассмотрены с единых позиций: требуется проверить, принадлежат ли корни 

заданного семейства полиномов области S. 

Проблема исследования робастной устойчивости и робастного качества управления широко 

представлена в литературе. Можно выделить три главных направления, в рамках которых решается 

данная задача: 1) принцип исключения нуля [5–9]; 2) теория H∞ [10–11]; 3) метод LMI [12–14]. Тем не 

менее общая формулировка критерия робастного качества управления (не зависящая от формы обла-

сти S) до сих пор не получена [9. С. 227]. 

В настоящей статье в развитие результатов, полученных в [9], разрабатывается метод проверки 

робастного качества управления. 

Далее приняты следующие обозначения:   – равно по определению; I – единичная матрица 

соответствующей размерности; T – транспонирование; * – комплексное сопряжение; j – мнимая еди-

ница; Rn, Cn – пространства n-мерных векторов  nxx  ,1x , коэффициенты которых соответственно 

вещественные или мнимые числа; s – комплексная переменная; S – область на C1; ∂S – граница обла-

сти S; int S – внутренняя часть области S; t – непрерывное время; iii tp dd  – оператор i-й степени 

дифференцирования по времени (0 ≤ i < ∞). 
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Пусть f(x) – комплекснозначная функция векторного аргумента x, определенная на области 

lRX  ; обозначим 

  ,max x
x

ff
X

     .min x
x

ff
X

  (1) 

«Полиномиальным оператором» степени l будем называть дифференциальный оператор вида: 

 ,),(
0

 


l

i

i
i pfplf  (2) 

где fi – постоянные коэффициенты (0 ≤ i ≤ l). 

В изображениях по Лапласу полиномиальному оператору (2) соответствует алгебраический по-

лином1 

,),(
0
 


l

i

i
i sfslf  

определенный на C1; здесь за s обозначена переменная преобразования Лапласа ( 1Cs ). 

«Интервальным дифференциальным оператором» степени l будем называть семейство диффе-

ренциальных операторов вида: 

       ,,,:,,,,
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
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где 

  lifffffffRF iliiiii
l ,0,0,0,,: 0001  

f  – 

область (многомерный параллелепипед) заданная в пространстве коэффициентов. 

Выполняя в (3) формальную замену p на s, получаем «интервальный полином» 
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Интервальный полином (4) можно представить в виде: 

      ,,,,,, 0 sFlfslfsFlf   (5) 

где    


l

i

i
i sfslf

0

00 ,   – «точечный» полином, а интервальный полином с симметричными интерва-

лами неопределенности коэффициентов  , ,f l F s   определится по формуле: 

      ,,,:,,,,
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i
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  lifffF iii ,0,,:  f . 

 

1. Синтез модального регулятора для линейных объектов управления со структурными  

возмущениями и постановка задачи проверки робастного качества управления 

 
Пусть линейный одномерный объект управления задан моделью вида: 

            ,,,,,,,,, tupBmbpWrwtypAnapVlv     n > m,   l > r, (6) 

здесь u – входной (управляющий) сигнал, y – выходной (управляемый) сигнал, a(n, A, p), b(m, B, p), 

v(l, V, p), w(r, W, p) – интервальные дифференциальные операторы вида (5) такие, что 

,10 na  ,0 na    ,10
0 v    ,00 v    ,10

0 w    .00 w  

                                                 
1 Полином f(l, s) может быть получен путем формальной замены в (2) оператора p на s. 
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Модель 

        ,,, 00 tupmbtypna   (7) 

принадлежащую семейству моделей (6), назовем «номинальной»; интервальные операторы a(n, A, p), 

b(m, B, p) – «основной динамикой»; операторы v(l, V, p), w(r, W, p) – «структурными возмущениями». 

Качество управления будем назначать в виде области S, определяющей допустимое расположе-

ние полюсов ПФ на C1. Предполагаем, что область S удовлетворяет условиям: расположена в ограни-

ченной части C1 слева от мнимой оси; односвязна; для любой точки Ss  также выполняется Ss * . 

Кроме того, исходя из смысла задачи, потребуем, чтобы операторы структурных возмущений 

v(l, V, p), w(r, W, p) удовлетворяли выражениям1 

   ,int Sv       .int Sw   (8) 

Поскольку требования к качеству управления выражены в корневых показателях качества, ре-

гулятор будем рассчитывать по схеме модального управления. Следуя методу синтеза модального 

регулятора (изложенному, например, в монографии [4. С. 5–20]), регулятор для номинальной модели 

(7) ищется в виде дифференциального уравнения (n – 1)-го порядка: 

            1, 1, , ,n p u t n p y t q p g t          ,1 nq    ,11  n  (9) 

здесь g – заданный программный сигнал. В схеме модального управления коэффициенты операторов 

β(n – 1, p) и α(n – 1, p) регулятора (9) рассчитываются из условия обращения в тождество уравнения 

          ,,1,,1,,12 00et. snsmbsnsnasna      ,1et.
12 na  (10) 

где aet.(2n – 1, s) – заданный характеристический полином эталонной системы управления (далее – 

«эталон»); выбор эталона ограничен условием 

   .intet. Sa   (11) 

Очевидно, что выбор полинома χ(q, s) не влияет на свойства робастной устойчивости и робаст-

ного качества управления, поэтому вопрос расчета полинома χ(q, s) в данной работе не рассматрива-

ется. 

Методика вычисления коэффициентов операторов β(n – 1, p) и α(n – 1, p) приведена в работе [3. 

С. 8–21], она сводится к решению системы из 2n – 1 линейных алгебраических уравнений относи-

тельно 2n – 1 неизвестных коэффициентов полиномов β(n – 1, s) и α(n – 1, s). Данная система одно-

значно разрешима, если корни полинома a0(n, s) не совпадают с корнями полинома b0(m, s). 

После замыкания исходного объекта (6) регулятором, синтезированным по схеме (9)–(11), не-

сложно получить следующее выражение для характеристического полинома замкнутой системы: 

    :,,,,,12,,,,,12 c.c. slnasWVBAlna wvba   

 ,,, WVB,A  wvba  (12) 

здесь 

        snsnaslvslna ,1,,,,,,,,,12c.
avwvba  

     .,1,,,, snsmbslw  bw  

Множество полиномов ac.(2n + l – 1, A, B, V, W, s) назовем «семейством характеристических по-

линомов» замкнутой системы. Множество 

   ,,:c. VB,Aa i  vba  

  12,1,0,,,,,12, c.  lnilnaW iwvbaw  

назовем «множеством корней» семейства характеристических полиномов (или «множеством полю-

сов» ПФ) замкнутой системы. 

Будем считать, что замкнутая система с характеристическим полиномом (12) обладает робаст-

ным качеством управления, если множество Λ(ac.) лежит внутри области S, т.е. выполнено условие  

                                                 
1 Выполнение выражений (8) легко проверить методами, изложенными в работе [15]. 
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  c. inta S   (13) 

(далее – условие робастного качества управления). 

При наличии структурных возмущений в объекте управления нельзя заранее гарантировать, что 

модальный регулятор, рассчитанный по формулам (9)–(11), будет обеспечивать выполнение условия 

(13). Таким образом, задача синтеза модального регулятора при наличии структурных возмущений в 

объекте управления состоит из следующих этапов: 

1) синтез модального регулятора для номинального объекта (7) по формулам (9)–(11); 

2) последующая проверка выполнения условия (13) для заданного семейства характеристиче-

ских полиномов (12) (задача проверки робастного качества управления). 

В следующем разделе изложен численный метод проверки робастного качества управления для 

семейства характеристических полиномов вида (12). 

 
2. Численный метод проверки робастного качества управления 

 
2.1. Критерий робастного качества управления 

 
Лемма 1. Пусть семейство полиномов (12) удовлетворяет условиям (8), (11). Тогда для того, 

чтобы для данного семейства было выполнено условие робастного качества управления (13) необхо-

димо и достаточно выполнения1 

  ,0 c. sA    ,Ss   (14) 

где 

    c. c. 12 1, : , ,A s a n l s A B, V W C        a b v w  – 

«геометрический образ» семейства полиномов (12) для точки Ss  . 

Доказательство. Рассмотрим произвольный полином, принадлежащий семейству (12). Изме-

нение количества корней этого полинома, лежащих внутри области S, может происходить только в 

том случае, когда хотя бы один из них (при вариациях векторов параметров Aa , Bb , Vv  и 

Ww ) пересечет границу области S и условие (14) будет нарушено. Что и требовалось доказать. 

Замечание 1. Полиномы, входящие в семейство (12), содержат произведения варьируемых па-

раметров, следовательно, область Ac.(s) на C1 может быть невыпуклой (и даже неодносвязной). Таким 

образом, непосредственное построение невыпуклой области Ac.(s) и последующая проверка выраже-

ния (14) представляют собой трудные задачи. Ниже мы получим достаточные условия робастного 

качества управления путем оценки расстояния от области Ac.(s) до точки (0, j0). 

Для точки Ss   такое расстояние равно (с учетом обозначений (1)) 

  ,,,,,,12c.


 slna wvba  

таким образом, выражение (14) принимает вид: 

  ,0,,,,,12c. 


slna wvba    .Ss   

Для выражения в левой части последнего неравенства справедлива оценка 

           


snasnaslvslvslna ,,1,12,,,,12 et.0c.
av  

            srwslvslvsnsmbsn ,,,,,1,,,1 00
vb  

         


snsmbsmbsrw ,1,,,,, 0
bw  

                                                 
1 Здесь и далее (там, где это не будет вызывать недоразумений) несущественные для рассуждений аргументы полиномов 

будем опускать. 
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         


snsnasnaslvslv ,1,,1,12,,, et.0
av  

         


srwslvslvsnsmb ,,,,,1,, 00
vb  

       .,1,,,,, 0 snsmbsmbsrw 


bw  

Приведенные рассуждения можно рассматривать в качестве нестрогого доказательства следу-

ющей теоремы. 

Теорема 1. Пусть семейство полиномов (12) удовлетворяет условиям (8), (11) и 

       ,021  sss     ,Ss   (15) 

где 

       


snaslvslvs ,12,,, et.0
1 v  

        ,,1,,,1,,1


 snsmbsnsna ba  

          


srwsrwslvslvs ,,,,,, 00
2 wv  

      .,1,,,0 snsmbsmb 


b  (16) 

Тогда для (12) выполнено (13). 

Технология проверки условия (15) изложена ниже. 

 
2.2. Методика проверки робастного качества управления 

 
Вычисление функций ρ1(s) и ρ2(s) в точке s сводится к решению четырех задач квадратичного 

программирования (далее – задач QP): 

  min,5,0 TT  kkkkkkkk eJ xqxCxx  ,4,1k  

 ,0ζxΞ  kkk
1 (17) 

где 

,1 vx       ,,,
T

11 lvv  x      ,,,
T

1
lss z  

     ,Re,,Re
T

1
lss φ       ,Im,,Im

T

1
lss ψ 2 

 ,,0
1 slv    ,,

T
2 bax   

  ,,,,,,
T

0102 mn bbaa   x  

    ,,1,,,1 1
2 snssn n  z  

    ,,1,,,1
T

snssn m    

 ,Re 22 zφ    ,Im 22 zψ    ,,12et.
2 sna      ,,

T
3 wvx   

  ,,,,,,
T

113 rl wwvv  x  

  ,,1,,1
T

3
rl ss,,ss,,  z  

 ,Re 33 zφ    ,Im 33 zψ      ,,, 00
3 srwslv    4 , x b  

  ,,,
T

04 mbb  x    ,,,,1
T

4
mss z  

                                                 
1 За 0 обозначен вектор-столбец, целиком состоящий из нулей. 
2 Далее за φk и ψk обозначены векторы, состоящие соответственно из вещественных и мнимых частей компонент вектора zk, 

1 ≤ k ≤ 4, что условно записывается в виде: φk = Re(zk), ψk = Im(zk). 
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 ,Re 44 zφ    ,Im 44 zψ    0

4 , ,b m s   

 
 










,4,3,2

,2,1,2
TT

TT

k

k

kkkk

kkkk
k

ψψφφ

ψψφφ
C  

    
    










,4,3,ImRe2

,2,1,ImRe2

k

k

kkkk

kkkk
k

ψφ

ψφ
q  

   ,ImRe 22
kkke   

а Ξk и ζk – матрицы и вектора блочного вида: 

  ,
T

IIΞ k    ,,
T

kkk xxζ   .4,1k  

Нетрудно убедиться, что выполняются 

,T
kk CC     ,0ke    .4,1k  

В обозначениях (17) функции ρ1(s) и ρ2(s) принимают вид: 

      ,*
22

*
111

2

1

2

1

xx JJs            ,,1*
44

*
332

2

1

2

1

snJJs   xx  (18) 

  ,minarg*
kkk f

kkk

xx
0ζx 

      .5,0 TT
kkkkkkkf xqxCxx   (19) 

Задача QP (19) относится к решенным. В случае ограничений в виде линейных неравенств эта 

задача может быть решена только численными методами. 

Теорема 1 и приведенные в данном разделе рассуждения являются основой для изложенного 

далее алгоритма проверки робастного качества управления. Итак, пусть: 

1) на ∂S задано множество точек 

   ,,1 niS,sn i      .n    

2) в каждой точке  nsi   для семейства полиномов (12) составлены задачи QP (17). 

 

Алгоритм проверки робастного качества управления 

1. В каждой точке  nsi   решить четыре задачи QP (17) и по формулам (18)–(19) вычислить 

значения ρ1(s) и ρ2(s). 

2. Проверить выполнение условия (15). Если условие (15) выполнено, значит для заданного  

семейства характеристических полиномов выполняется робастное качество управления, если нет – 

модальный регулятор следует рассчитывать по полной модели объекта управления (6). 

 
3. Пример проверки робастного качества управления 

 
Пусть объект управления задан моделью 

            typapapvpv ,1,2,2,2 00  

           ,,1,1,2,2 00 tupbpbpwpw   

здесь 

 0 22, 4 13;a p p p      0 1, 10,7 138,7;b p p   

     1, 0,5; 0,5 2; 2 ;a p p           1, 0,5; 0,5 0,5; 0,5 ;b p p      

 0 3 2 12, 4,4 10 1,33 10 1,00;v p p p       

 0 3 2 12, 4,2 10 1,29 10 1,00;w p p p       

     4 2 32, 5; 5 10 1;1 10 ;v p p p         

      .105,1;5,1105;5,2 324 pppw    
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Нули полиномов v0(2, s) и w0(2, s): 

    ,15,15 10 Cv         .16,15 10 Cw   

Требования к качеству управления задаются областью 

      ,ReIm,Re: 112  ssssS  

где η1 = 25, η2 = 2, μ = 1. Отметим, что множества Λ(v0) и Λ(w0) лежат внутри области S. 

Характеристический полином эталона выберем 

  .1257515,3 23et.  ssssa  

Для номинальной модели и эталона aet.(3, s) рассчитан модальный регулятор 

         .052,0182,0062,9 0 tgtyptup   

Семейство характеристических полиномов замкнутой системы 

              ssasasvsvsa ,1,1,3,2,2,5 et.0c.   

             ssbswswsvsv ,1,1,2,2,2,2 000   

         .,1,1,2,20 ssbswsw   (20) 

Рассчитав численно значения функции ρ(s) в точках ( 42n  ) на множестве Ω (граница области 

S), в результате получим, что значения ( ) [3,393; 8840,0]s  , т.е. для семейства полиномов (20) вы-

полнено условие (15) Теоремы 1. Следовательно, по Теореме 1 для семейства полиномов (20) выпол-

няется робастное качество управления. 

 

Заключение 

 

В настоящей статье получен критерий робастного качества управления для замкнутой системы 

управления, состоящей из линейного одномерного объекта управления со структурными возмущени-

ями и модального регулятора. Теорема 1 устанавливает критерий принадлежности множества корней 

для семейства характеристических полиномов заданной области S на комплексной плоскости. На ос-

нове данной теоремы разработан численный метод проверки робастного качества управления, состо-

ящий в решении четырех задач квадратичного программирования для каждой точки s на границе об-

ласти S. 
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Technological processes with multi-tempo components are quite widespread. A characteristic feature of the models of such pro-

cesses is the allocation in the model of operators of the so – called" basic dynamics", describing the part of the control object that is 

subject to regulation, and operators of" structural disturbances " - these include those parts of the control object that already have the 

properties of stability and a given quality of control. In the synthesis of the regulator structural perturbations, as a rule, do not take 

into account, as a result of the transfer function of a closed system there is uncertainty. Since the properties of stability and control 

quality of the system are determined by the location of the poles of its transfer function, the question arises: at what operators of 

structural disturbances in the control object the closed system will still retain the properties of stability (robust stability) and control 

quality (robust control quality)? 

In the modal control scheme, the control quality is given as an area S on the complex plane; area S determines the desired loca-

tion of the poles of the transfer function. Therefore, the questions of research (verification) of robust stability and robust control qual-

ity can be considered from a single point of view: is it necessary to check whether the roots of a given family of polynomials in the 

domain S? 

In the literature devoted to robust theory focuses on the problem of robust stability, and the problem of robust quality control 

fades into the background and is still not solved. The purpose of the study is to develop a robust control quality criterion for the case 

of structural disturbances in the control object model. Method: a theorem known as the "zero elimination principle" is generalized. 

The article provides a robust control quality criterion for a control system consisting of a control object with structural disturbances 

and a modal controller. Based on this criterion, a numerical method has been developed to check the robust quality of control. The 

proposed method is illustrated by an example. 
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