
Д.Я. Копать, М.А. Маталыцкий 

66 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2020               Управление, вычислительная техника и информатика               № 52 

 

 
УДК 519.872 

DOI: 10.17223/19988605/52/8 

  

Д.Я. Копать, М.А. Маталыцкий 

 

АНАЛИЗ В НЕСТАЦИОНАРНОМ РЕЖИМЕ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ G-СЕТИ  

С ОБХОДАМИ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ 

 

Проведено исследование открытой экспоненциальной сети массового обслуживания (СеМО) с однолиней-

ными системами массового обслуживания (СМО). СМО характеризуются наличием обходов, положительны-

ми заявками и возможностью поступления в них отрицательных заявок. В сеть поступает два независимых 

простейших потока заявок. Первый поток образуется из обычных (положительных) заявок, второй – из отри-

цательных заявок, поступление каждой из которых в систему уничтожает в ней ровно одну положительную 

заявку в очереди, если таковые в ней имеются. Отрицательные заявки не требуют обслуживания, обслужива-

ние положительных заявок в системах сети осуществляется в соответствии с дисциплиной FIFO. Положи-

тельные заявки с зависящей от состояния узла вероятностью при направлении в нее присоединяются к очере-

ди, а с дополнительной вероятностью мгновенно обходят ее и ведут себя в дальнейшем как обслуженные. 

Для решения системы разностно-дифференциальных уравнений (РДУ) для нестационарных вероятностей  

состояний сети, функционирующей в режиме насыщения, предложено использовать метод многомерных 

производящих функций. 

Ключевые слова: G-сеть с обходами систем заявками, нестационарные вероятности состояний, многомерная 

производящая функция. 

 

СеМО с положительными и отрицательными заявками были введены Э. Геленбе [1, 2]. Основ-

ное применение данной сети в качестве модели заключается в ее использовании при моделировании 

воздействия компьютерных вирусов на исполняемые программы, на сервер или локальный компью-

тер пользователя. В переходном режиме данная сеть была исследована в работе [3]. 

Экспоненциальная СеМО с обходами узлов заявками была введена в [4]. В этой работе показа-

но, что такая модель включает возможность обхода систем за счет ограничений на количество заявок 

или на предполагаемое время ожидания. В ней найдены стационарные вероятности состояний сети  

в форме произведения. В переходном режиме сеть с обходами была исследована в работе [5]. Приме-

нение сети с обходами связано, например, с возможностью клиента, прибывшего в сервисный центр 

информационной сети, не присоединяться к очереди по тем или иным причинам, а перейти в другой 

сервисный центр.  

В данной работе рассматривается открытая СеМО с отрицательными заявками и обходами уз-

лов положительными заявками, которые учитывают первые две особенности, причем обход систем 

обслуживания осуществляется только положительными заявками. В стационарном режиме они были 

исследованы в работе [6]. Ниже для нахождения нестационарных вероятностей состояний сети пред-

ложено использовать метод многомерных производящих функций. 

 

1. Система РДУ для вероятностей состояний 

 

Рассмотрим открытую экспоненциальную СеМО с однотипными заявками, состоящую из n од-

нолинейных СМО. Состояние сети в момент времени t описывается вектором размерности n + 1: 

   1 2( ) , ,..., ,nk k t k,t k k k t   , который образует цепь Маркова с непрерывным временем и счетным 

числом состояний, где состояние  ,ik t  означает, что в момент времени t в i-й СМО находятся ik  по-

ложительных заявок, 1,  i n . 
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В i-ю систему из внешней среды поступает простейший поток положительных заявок с интен-

сивностью 0i

  и простейший поток отрицательных заявок с интенсивностью 0i

 , 1,  i n . Все потоки 

заявок, которые поступают в сеть независимы. Длительности обслуживания положительных заявок в 

i-й СМО распределены по показательному закону с параметром i , 1,  i n . 

Положительная заявка, направленная в i-ю СМО извне или из другой системы, когда сеть нахо-

дится в состоянии k , с вероятностью ( ) ( )i

if k  присоединяется к очереди, а с дополнительной вероят-

ностью 
( )1 ( )i

if k  не присоединяется к очереди, считаясь мгновенно обслуженной (т.е. обходит 

СМО). 

Положительная заявка, обслуженная в СМО iS , с вероятностью 
ijp  направляется в СМО jS  

как положительная заявка, а с вероятностью 
ijp  − как отрицательная, и с вероятностью 

 0

1

1
n

i ij ij

j

p p p 



    уходит из сети во внешнюю среду (в СМО 0S ), ,  1,  i j n .  

Отрицательные заявки представляют собой особый тип заявок: они не обслуживаются и посту-

пают непосредственно в СМО (для них ( ) ( )i

if k  = 1), где уменьшают длину очереди на единицу, если 

число заявок в системе больше нуля, и не производят никаких изменений, если в СМО нет заявок. 

После указанных операций отрицательные заявки исчезают и в дальнейшем не оказывают влияния  

на сеть. 

Пусть  i k  – условная вероятность того, что заявка, поступающая в i-ю СМО, когда сеть 

находится в состоянии k , не будет обслужена ни одной из СМО и не изменит состояние сети;   ij k  – 

условная вероятность того, что положительная заявка, поступающая в i-ю СМО, когда сеть находится 

в состоянии k , впервые получит обслуживание в j-й СМО,  1,j n ;   ij k  – условная вероятность 

того, что заявка, прибывшая извне в i-ю СМО, когда сеть находится в состоянии k , впервые окажет 

воздействие на j-ю СМО как отрицательная заявка,  1,j n ;  i k  – условная вероятность того, что 

заявка, обслуживание которой в i-й СМО завершено, когда сеть находится в состоянии k , не будет 

больше обслужена ни в одной из СМО и уйдет из сети;  ij k  – условная вероятность того, что заяв-

ка, обслуживание которой в i-й СМО завершено, когда сеть находится в состоянии k , впервые после 

этого получит обслуживание в j-й СМО, ,  1,i j n ;  ij k  – условная вероятность того, что заявка, 

обслуженная в i-й СМО, когда сеть находится в состоянии k , впервые окажет воздействие на  

j-ю СМО, будучи при этом отрицательной, ,  1,i j n . 

На основании формулы полной вероятности получим: 

 

         0

1

1 ( ) 1
n

i

i i ij j ij j

j

k f k p p k p u k 



 
         

 
 , 1,i n ,  (1) 

 
   ( ) ( )

1

( ) (1 ( ))
n

i i

ij ij il lj
l

k f k f k p k



      , , 1,i j n , (2) 

 
     ( )

1

1 ( )
n

i

ij ij il lj
l

k f k p p k 



     
  

, , 1,i j n , (3) 

 
          0

1

1 2
n

i i ij j i ij j ij i
j

k p p k I p u k u k 



            
, 1,i n , (4) 
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   

1

n

ij il lj i
l

k p k I



    , , 1,i j n ,  (5) 

 
   

1

n

ij ij il lj i
l

k p p k I 



     , , 1,i j n , (6) 

где ij  – символ Кронекера, 
iI  – нулевой вектор размерности n, за исключением компоненты с номе-

ром i, которая равна 1, u(x) – единичная функция Хевисайда: 

 
1, 0,

0, 0.

x
u x

x


 


 

Пусть  ,P k t  – вероятность состояния сети k  в момент времени t. Нетрудно доказать следу-

ющую лемму. 

Лемма. Нестационарные вероятности состояний рассматриваемой СеМО удовлетворяют си-

стеме РДУ Колмогорова: 

 
             0 0

1

,
1 1  ,

n

i i i i i ii i i

i

dP k t
k u k u k k u k P k t

dt

 



         
    

   0

1 1

 ( ) ,  
n n

i ji i i i

i j

k I u k P k I t

 

        

     0 0

1 1

,
n n

i j ji i i i i i

i j

k I k I P k I t 

 

 
           

 
   

     
1 1

,
n n

j ji j i i j i

i j
j i

k I I u k P k I I t
 



         

 
   

1 1

,
n n

j ji j i j i

i j

k I I P k I I t
 

       .  (7) 

 

2. Нахождение вероятностей состояний и средних характеристик сети, 

функционирующей в режиме насыщения 

 

Будем считать, что все СМО сети функционируют в режиме насыщения, т.е. ( ) 0ik t   0t  , 

1,i n , тогда система (7) примет вид: 

 
           0 0 0

1 1 1

,
1 1  , ,  

n n n

i i i ii i i ji i i

i i j

dP k t
k k P k t k I P k I t

dt

  

  

              
      

     0 0

1 1

,
n n

i j ji i i i i i

i j

k I k I P k I t 

 

 
           

 
   

        
1 1 1 1

, ,
n n n n

j ji j i j i j ji j i j i

i j i j
j i

k I I P k I I t k I I P k I I t
   



               . (8) 

Для решения этой системы применим метод многомерных производящих функций. 

Обозначим через  ,n z t , где  nzzzz ,..,, 21 , n-мерную производящую функцию: 

 

1 2

1 2

1 2 1 2

0 0 0

( , ) ... ( , , .., , ) ... n

n

kk k

n n n

k k k

z t P k k k t z z z
  

  

       














n

i

k
i

k k k

i

n

ztkP
11 1 11 2

),(... , 1z , (9) 

суммирование берется по каждому ,ik от 1 до +∞, 1,i n , поскольку сеть функционирует в режиме 

насыщения. 
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Рассмотрим случай, когда условные вероятности            , , , , ,i ij ij i ij ijk k k k k k      ,
 

, 1, ,i j n  не зависят от состояний сети. Умножим (8) на 
1

l

n
k

l

l

z


  и просуммируем по всем возможным 

значениям lk  от 1 до  , 1,l n . Тогда получим: 

     
1 1

0 0

1 1 1 1 11 1

( , )
... 1 1  ... ,l l

n n

n nn
k k

l i i i ii i l

k k i k kl l

dP k t
z P k t z

dt

   
 

     

                

   
1 1

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 11 1

 ... ,  ... ,l l

n n

n nn n n n
k k

i ji i l i j ji i i i l

i j k k i j k kl l

P k I t z P k I t z
   

  

        

 
             

 
          

 

   
1 1, 1 1 1 , 1 1 11 1

 ... ,  ... ,l l

n n

n nn n
k k

j ji j i l j ji j i l

i j k k i j k kl l
i j

P k I I t z P k I I t z
   

      


                . (10) 

Рассмотрим суммы, входящие в правую часть соотношения (10):  

     
1

0 01
11 1 1 1 11

, ... , , ;l

n

nn n n n
k

i ji i l i i ji n
ji j k k il

j i

z t P k I t z z z t
 

 

    



               

 
1

0 0 0 02
1 1 1 1 1 11

1
( , ) ... , ( ) ( , ),l

n

nn n n n
k

i j ji i i i l i j ji i i n

i j k k i jl i

z t P k I t z z t
z

 
   

     

 
                

 
        

так как вероятности типа  1 2 1 1, ,..., ,0, ,..., 0,i i nP k k k k k    поскольку сеть функционирует в режиме 

насыщения; 

     
1

3
, 1 , 11 1 1

, ... , , ;l

n

nn n
k i

j ji j i l j ji n
i j i jk k l j

i j j i

z
z t P k I I t z z t

z

 

   

 

              

 
1

4
, 1 1 1 , 11

1
( , )  ... , ( , ).l

n

nn n
k

j ji j i l j ji n

i j k k i jl i j

z t P k I I t z z t
z z

 

   

              

Таким образом, для производящей функции получаем линейное однородное дифференциальное 

уравнение 

    0 0

1

( , )
[ 1 1  

n
n

i i i ii i

i

d z t

dt

 




          

 

0 0 0

j 1 1 1 1

1 1
 ( ) ] ( , )

n n n n
i

i i ji i j ji i i j ji j ji n

j j ji j i j
j i i j

z
z z t

z z z z

  

   
 

                   . (11) 

Общее его решение имеет вид: 

    0 0

1

( , ) exp{ [ 1 1  
n

n n i i i ii i

i

z t C  
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           
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j 1 1 1 1
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 ( ) ] }

n n n n
i

i i ji i j ji i i j ji j ji

j j ji j i j
j i i j

z
z t

z z z z

  

   
 

                  . (12) 

Предположим, что в начальный момент времени сеть находится в состоянии  1 2, ,..., ,0n   , 

0i  ,  1 2, ,..., ,0 1nP     ,  1 2, ,..., ,0 0nP k k k  , i ik  , 1,i n . Тогда начальным условием для 

уравнения (12) будет 1 2

1 1

( ,0) ( , ,..., ,0) l l

n n

n n l l

l l

z P z z
 

 

       . Используя его, получаем 1nC  . 

Таким образом, если в начальный момент времени СеМО находится в состоянии 

1 2( , ,..., , 0), 0n ix x x x  , 1,i n , то выражение для производящей функции ( , )n z t  (12) имеет вид: 
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z
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    

       
    

 

   ,  (13) 

где 

      0 0 0

1

exp 1 1  
n

i i i ii i

i

a t t 



 
          

 
 . 

Для нахождения вероятностей состояний сети преобразуем (13) к удобному виду. Разложим  

в ряд Маклорена входящие в него экспоненты и преобразуем полученные после этого произведения. 

Тогда справедливо следующее утверждение. 

Теорема. Выражение для производящей функции представимо в виде: 

   
 

1

1 1 1 1

0

0 0 0 0 0 0 0 0

,

n

i i i i

i

n n n n

l q r u

n

l l q q r r u u

z t a t t 

          

       


           

 0 0 0

11 1 1 1

1
  

! ! ! !

ii

i
i i i i i i

rq
n n n nn

l
l l q nr R u U

i ji i j ji i i j ji j ji i

ji j j ji i i i

λ z
l q r u

        
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     
                
       

    , (14) 

где 
1

n

i

i

R r


 , 
1

n

i

i

U u


 . 

С помощью полученного выражения для производящей функции можно найти вероятности со-

стояний рассматриваемой сети. Вероятность состояния  1 2, ,.., ,nP k k k t
 
является коэффициентом при

1 2

1 2 ,..., nkk k

nz z z  в разложении функции (9) в многократный ряд (14) при условии, что в начальный момент 

времени сеть находится в состоянии  1 2, ,..., ,0n   . 

 

Заключение 
 

В статье проведено исследование открытой экспоненциальной G-сети с обходами систем  

обслуживания положительными заявками, функционирующей в режиме насыщения. Для решения 

системы РДУ для зависящих от времени вероятностей состояний сети применуен метод многомер-

ных производящих функций. 
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The article deals with open Markov G-networks with bypass. Vector describing the state of the network we denote

   1 2( ) , ,..., ,nk k t k,t k k k t   , where ki is the number of positive customers in the i-th QS at time t. DDE system of Kolmogorov 

for state probability presented in form: 
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In case, when network operating under a saturation regime and conditional state probabilities  ,i k   ,ij k   ,ij k  ,i k  

 ,ij k   ij k  do not depend on k , the multidimensional generating function ( , )n z t  1 2
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has the form: 
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where       0 0 0
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exp 1 1  
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The non-stationary state probability  1 2, ,.., ,nP k k k t  can be found as the coefficient of multidimensional generating function in 

multiple series. 
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