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УДК 517.54
А.Н. Малютина, Б.В. Соколов

О РАВНОСТЕПЕННОЙ НЕПРЕРЫВНОСТИ КЛАССА ОТОБРАЖЕНИЙ
С (s, α)-УСРЕДНЕННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ

Для  отображений с (s, α)-усредненной характеристикой доказывается оценка искажения евклидова расстояния в шаре и
равностепенная непрерывность класса этих отображений.

Пусть nR  – евклидово n-мерное пространство,
n = 3, 4, 5, … , nх R∈ , ( )1 2, , ... , nx x x x= ,

( )
1

2 2 2 2
1 2 ... nx x x x= + + + , nВ − шар 1x < . Если

nD R⊂ − область, то через D∂  и D  обозначим со-

ответственно границу и замыкание области D в nR .

Пусть ( ) { }:rS y x D x y r= ∈ − = . Через

( )
,

, sup ( ) ( )
x y E

f E f x f y
∈

ω = −  обозначим колебание

отображения : nf D R→  на множестве Е D⊂ .
Определение 1. Будем говорить, что отображение

: nf D R→  принадлежит классу ( ),s
Кf Q Dα∈ , если

( )1
,locnf W D∈ – непрерывное, открытое, изолиро-

ванное отображение,  якобиан отображения
( ), 0J x f > почти всюду в D;
существует постоянная 0К > , такая, что при фик-

сированных ,s α , 1 ,
1

s R
n

< < ∞ α ∈
−

, интеграл

( ) ( ) ( )
( )

1

,
2

, , ,
1

s

s
s n

D

dxI f D x f r x D K
x

α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= λ ∂ ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ,

где  ( ) ( )
,

,

nf
x f

J x f
∇

λ = , ( ),r x D∂  – евклидово расстоя-

ние от точки х до границы D∂  области D.
Назовем отображение : nf D R→  отображением

с (s, α)-усредненной характеристикой ( ( ),sf Q Dα∈ ),

если ( ),s
Kf Q Dα∈  при каком-либо конечном 1К >

Известно [1], что , ,s pQ BLα α⊄  при

, pp n s
n p

< <
−

.

Определение 2. Функцию
( ) ( ) [ ): 0 , 0 ,k t +∞ → +∞

будем называть ядром, если она удовлетворяет сле-
дующим условиям:

k(t) непрерывна, не возрастает и ( )
0

lim
t

k t
→ +

= ∞ ;

( ) 1

0

nk t t dt− < ∞∫ .

Определение 3. Будем говорить, что отображение
: nf D R→  принадлежит классу ( ), ,s

Кf Q k Dα∈ , ес-
ли существует постоянная 1К > , такая, что при фик-
сированных ,s α , 1 ,s R< < ∞ α ∈ , интеграл

( )

( ) ( ) ( )
( )

,
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, ,

, ,
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s

s

s
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I f k D

dxx f r x D k x y K
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⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

для всех y D∈ , где ядро ( )k t  удовлетворяет условию

( )( )
1 1

11

0

n
ssk t t dt

∞ +α−
++ = +∞∫ , { , 0.

0, 0.
α α ≥α =

α <

Будем говорить, что отображение : nf D R→

принадлежит классу ( ), ,sf Q k Dα∈ , если

( ), ,s
Кf Q k Dα∈  при каком-либо конечном K .

Различные соотношения между классами
( ), ,s

КQ k Dα  и классами отображений с ограниченными

интегралами Дирихле и с ограниченным потенциалом
градиента см. в [1].

Мы опираемся на следующее утверждение, пред-
ставляющее собой модификацию хорошо известного
неравенства [2].

Теорема 1. Пусть

( ), ,s nf Q k Bα∈ , ( )1 1s n ⎛ ⎞α
> − +⎜ ⎟γ⎝ ⎠

, 0 1< γ < ,

и пусть { }rS  – семейство концентрических сфер с

центром в точке 0
nx B∈  и радиусом r ,

1 2
10
2

r r r≤ ≤ ≤ < . Тогда выполняется неравенство

( ) ( )2

1

1
1

1

,r ns s
r

s n
r

f S k r
dr

r

+

+ − +α

⎛ ⎞ω
≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

( ) ( )
2

0,
r

s n

B

C f r x B k x x dxα≤ ⋅ ∇ ⋅ ∂ −∫ ,

где ( ), rf S ′ω − колебание отображения f  на множе-

стве n
r rS S B′ = ∩ , С – постоянная, не зависящая от f.

Доказательство. Используя  лемму 2 [3]  и вклю-
чение ( )p n p pQ BL− ⊂ , p n< , будем иметь

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1
1 1,

r ns
s sq

r
r

I f S r k r dr+ += ω ≤∫

( ) ( )
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f
C r x B k x x J x f d

J x f

+ α + +
+

∇
≤ ∂ − σ∫ ,
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где ( )1 1q n s= + α − + , С − постоянная, не завися-
щая от f . Применяя к интегралу, стоящему в правой
части этого неравенства, неравенство Гельдера с по-

казателями 1
1

p
s

=
+

, 
1

sq
s

=
+

, получим

( )2 0,k
rI C V f x≤ ⋅ ,

где

( ) ( ) ( )
( )

2

02

1
1

0 0, ,
n
r

sk n s
r x

B x

V f x f r x B k x x dα += ∇ ⋅ ∂ ⋅ − σ∫ .

Следствие 1. В условиях и обозначениях теоре-
мы 1 для любого  0ε >  существует [ ]1 2,r r r∈ , такое,
что

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1

1
11

0, ,
ns r

s q ks
r r

r

f S k r r dr C V f x++ ′ω ⋅ ≤ + ε ⋅∫ ,

где 1
1

nq
s

= − + α
+

.

Определение 3. Непрерывное отображение
: nf D R→  называется монотонным, если для всякой

подобласти D′ , D D′ ⊂ , имеет место равенство
( ) ( ), ,f D f D′ ′ω = ω ∂ .
Тогда имеем следующую оценку искажения евк-

лидова расстояния внутри шара nВ  для монотонных
отображений класса , ( , )s nQ k Bα .

Теорема 2. Пусть f – монотонное отображение

класса ( ), ,s nQ k Bα , ( )1 1s n ⎛ ⎞α
> − +⎜ ⎟γ⎝ ⎠

, 0 1< γ <  и

пусть F – произвольный континуум, nF B⊂  . Тогда
для любых точек ,x x F′ ′′∈ , таких, что x x′ ′′− < σ ,

0 ( , )nr F B< σ < ∂ , справедливо неравенство

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

1 11

,
n

s
ns

s n
x

B

n ss

x x

C f r x B k x x d

f x f x
k t t dt

+

α

σ
+α− −+

′ ′′−

⎛ ⎞
⎜ ⎟′∇ ∂ − σ
⎜ ⎟

′ ′′− ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
,

где C – постоянная, не зависящая от f.
Доказательство. Пусть точки ,x x F′ ′′∈  таковы,

что 1x x r′ ′′− = < σ . Рассмотрим семейство концен-

трических сфер { }rS  с центром в точке x F′∈ и ра-

диусом [ ]1, ,r r r∈ σ . Так как каждая сфера семейства

{ }rS  содержится в шаре nB  и отделяет точки ,x x′ ′′

от границы шара nB , то, в силу следствия 1, для лю-
бого 0ε >  существует [ ]1,r r∈ σ , такое, что

( )
( ) ( ) ( )

( )

1

1 11

,

,
n

s
ns

s n
x

B
r

n ss

x x

C f r x B k x x d

f S
k t t dt

+

α

σ
+α− −+

′ ′′−

⎛ ⎞
⎜ ⎟′+ε ∇ ∂ − σ
⎜ ⎟

ω ≤⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
.  (1)

Отсюда, в силу монотонности f  и неравенства
(1), получаем

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )
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⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

так как  0ε >  произвольно, то утверждение теоремы
доказано.

Следствие 2. Если в условиях и обозначениях
теоремы 2  положить

( ) ( )
1

1 ns
sk t k t tβ−+= = ,   0 , 0s< β < − α α ≥ ,

то для любых точек ,x x F′ ′′∈ , таких, что

( )1 ,
2

nx x r F B′ ′′− < ∂  , выполняется неравенство

( ) ( )

( ) ( )
1

11, ,

n

s
s n ns sx

s ns
n s

B

f x f x

f x r x B d
С x x

x x

+
α α+β +⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠−

′ ′′− ≤

⎛ ⎞λ ∂ σ
⎜ ⎟ ′ ′′≤ −
⎜ ⎟′ −⎝ ⎠

∫

Следствие 3. Если в условиях и обозначениях

теоремы 2 положить ( ) ( )
1

1 1
ns

s s
sk t k t t

−α
+ +
−α= = , то для

любых точек ,x x F′ ′′∈ , таких, что

( )1 ,
2

nx x r F B′ ′′− < ∂  , выполняется неравенство

( ) ( )

( ) ( )
2

1, , 1ln .
n

s
s n ns s

x ns
n s

B

f x f x

f x r x B d
С

x xx x

+
α +

−

−

′ ′′− ≤

⎛ ⎞λ ∂ σ
⎜ ⎟≤
⎜ ⎟ ′ ′′−′ −⎝ ⎠

∫

Из следствия 3 получаем следующий результат о
порядке равностепенной непрерывности семейства
отображений класса ( ), ,s n

Кf Q k Bα
β∈ .

Теорема 3. Пусть { }F f= − семейство моно-
тонных отображений,

( ), ,s n
Кf Q k Bα

β∈ ,

 ( )1 1 , 0 , 0 1s n ⎛ ⎞α
> − + α ≥ < γ <⎜ ⎟γ⎝ ⎠

,

0
1

ns
s

< β < − α
+

.

Тогда для любых точек , nx x B′ ′′∈ имеет место
следующая оценка, равностепенная по классу  F :

( ) ( ) ( )
1

1
q

sf x f x С K x x+′ ′′ ′ ′′− ≤ ⋅ ⋅ − ,

где 2q
s ns

α + β
= − , С – некоторая постоянная, не зави-

сящая от отображения  f.



72

Cледствие 4. Если в условиях  и обозначениях
теоремы 3 ( )0 0f = , то для любой точки

nx B∈ справедлива следующая оценка роста отобра-
жения f :

( ) ( )
1

1
q

sf x С K x+≤ ⋅ ⋅ ,

где 2q
s ns

α + β
= − , а C – постоянная, не зависящая от f.

Следствие 5. Не существует монотонных отобра-
жений

( ), ,s n
Кf Q k Bα

β∈ ,

( )1 1 , 0, 0 1s n ⎛ ⎞α
> − + α ≥ < γ <⎜ ⎟γ⎝ ⎠

, 0
1

ns
s

< β < − α
+

,

шара  nB  на неограниченные области nD R⊂ .

Определение 4. Семейство { }F f=  непрерыв-

ных отображений : nf D R→  называется нормаль-
ным в D  , если любая последовательность { }nf ,
f F∈  содержит в себе равномерно сходящуюся
внутри подпоследовательность.

Теорема 4. Если

( ), ,s n
Кf Q k Bα

β∈ ,

( )1 1 , 0 , 0 1s n ⎛ ⎞α
> − + α ≥ < γ <⎜ ⎟γ⎝ ⎠

,

то семейство { }F f= монотонных отображений f

нормально в nB
Доказательство следует из теоремы 20.4 [4] и

следствия 2.
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