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С.А. Вековцева, Н.С. Дёмин

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ОДНОСЕКТОРНОЙ ЭКОНОМИКОЙ
ПРИ НАЛИЧИИ ВНЕШНИХ ИНВЕСТИЦИЙ. МОДЕЛЬ РАМСЕЯ

Проводится исследование задачи оптимального управления односекторной экономикой на конечном интервале времени
при наличии внешних инвестиций, когда управлением является норма накопления, а максимизируемым функционалом −
интегральное потребление с дисконтированием (модель Рамсея).

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть
1) k = K/L, c = C/L, y = Y/L, g = G/L –удельные от-

носительно трудовых ресурсов L основные фонды
(фондовооружённость), потребление, произведённый
продукт и скорость поступления внешних инвестиций;

2) μ > 0 – коэффициент амортизации основных
фондов, δ > 0 – коэффициент дисконтирования, λ – коэф-
фициент экспоненциального изменения трудовых ре-
сурсов и скорости поступления внешних инвестиций;

3) f(k) = F(K,L)/L = F(k,1), где F(K,L) – линейно-од-
нородная производственная функция, удовлетворяю-
щая неоклассическим условиям;

4) s – норма накопления.
Тогда задача максимизации удельного интеграль-

ного потребления на конечном интервале времени
[0,T] аналогично [2] является задачей оптимального
управления [4] следующего вида:

{0 ( ) 1}
0

[1 ( )] ( ( )) exp{ } max
T

s t
J s t f k t t dt

≤ ≤
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( ) ( ) ( ( )) ( )k t s t f k t k t g= − μ +� � ,  μ = μ + λ� ; (1.2)

k(0) = k0 > 0,  k(T) ≥ kT > 0. (1.3)
При доказательствах утверждений существенным

образом используется неоклассическое условие, кото-
рые относительно f(k) имеют вид [1]
f (k) ≥ 0, k ≥ 0;  f (0) = 0,  f (∞) = ∞,   f ′(k) > 0, f ′′(k) < 0,
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2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Соотношения принципа максимума Понтрягина
для задачи (1.1) – (1.3) имеют вид [4]

[ ( ), , ( )] [ ( ) ]H k t s t sf k k gψ = ψ − μ + +�

0 (1 ) ( ) ts f k e−δ+ψ − ; (2.1)
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−δ∂ ′ ′ψ = − = −ψ − μ − ψ −
∂

� � ; (2.3)

( ) 0Tψ ≥ , ( )[ ( ) ] 0TT k T kψ − = ; (2.4)

0( ) [ ; ( )] [0;0]t tψ = ψ ψ ≠ , [0, ]t T∈ , (2.5)

где ψ0 ={0;1}, т.е. константа ψ0 равна либо нулю, либо
единице.

Лемма 1. Если s(t) – оптимальное управление, то
1,   если ( ) 1,

( ) 0,   если ( ) 1,  
[0;1],  если ( ) 1.

q t
s t q t

q t

>⎧⎪= <⎨
⎪ =⎩

(2.6)

При этом переменная состояния k(t) и сопряжён-
ная переменная q(t)=eδtψ(t) на интервале [0, ]t T∈
подчиняются двухточечной краевой задаче

( )k sf k k g= − μ +� � , (2.7)

( ) (1 ) ( )q q s sq f k′= δ + μ − − +� � , (2.8)

0(0) 0k k= > , ( ) 0Tk T k≥ > , (2.9)

( ) 0q T ≥ , ( )[ ( ) ] 0Tq T k T k− = , (2.10)

причём исключается ситуация, когда s(t)≡1 на всём
интервале [0, ]t T∈ .

Доказательство. Последнее утверждение леммы
вытекает из того, что при  s(t)≡1 на всём интервале

[0, ]t T∈  критерий оптимальности J≡0, и задача теря-
ет смысл. Значение ψ0=0  отвергается, так как непо-
средственный анализ показывает, что при этом либо
нарушаются условия (2.4), (2.5), либо s(t)≡1, [0, ]t T∈ .
Тогда все соотношения леммы следуют из (1.2), (1.3),
(2.2) – (2.5) с учётом того, что  ψ0=1  и q(t)=eδtψ(t).

Дальнейшее решение задачи связано с анализом
свойств траекторий k(t) и q(t). Выделим на плоскости
{k, q} области знакопостоянства k�  и q� . Результат
сформулируем в виде леммы.

Лемма 2. 1) Пусть k gμ >� . Тогда, если q>1, чему

соответствует s(t)=1, то области знакопостоянства k�
и q�  имеют вид

0,    0k k k> < <� � ;     *0,     0q k k< < <� ;

0,    k  k k= =� � ;           *0,     q k k= =� ;

0,     k k k< >� � ;           *0,    q k k> >� .   (2.11)
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При  этом *k k< � и являются единственными кор-
нями соответственно уравнений

* :     ( )k f k′ = δ + μ� ; (2.12)

:     ( )k f k k g= μ −� � . (2.13)
2) Если q<1, чему соответствует  s(t)=0,  то облас-

ти знакопостоянства k�  и q�  имеют вид

0,     k k g< μ >� � ;        *0,     ( )q q q k< <� ;

0,    k  k g= μ =� � ;        *0,     ( )q q q k= =� ;

0,     k k g> μ <� � ;         *0,      ( )q q q k> >� . (2.14)
При этом кривая q* определяется соотношением

*( ) ( ) /( )q k f k′= δ + μ� (2.15)
и является монотонно убывающей функцией для
k≥k*, причём q(k*)=1.

3) Если k gμ <� , то при q>1 имеет место свойство

k� > 0, т.е. постоянный рост фондовооружённости k(t).
Доказательство. Пусть q>1. Тогда свойства (2.11)

следуют, с учётом того, что s=1, из (2.7), (2.8). Един-
ственность решений уравнений (2.12), (2.13) и утвер-
ждение три леммы следуют из неоклассических усло-
вий (1.4). Так как f′(k) – монотонно убывающая функ-
ция (см. (1.4)) и, согласно доказанному, ( )f k′ > δ + μ�
при 0<k< k*, то

∫ ∫ =μ+δ>′=
* *

0 0

* )~()()(
k k

dkdkkfkf

* * *( )k k k g= δ + μ > μ > μ −� � � . (2.16)

Так как f′′(k)<0 (см. (1.4)), т.е. f(k) – выпуклая
вверх функция, и, согласно доказанному, ( )f k k g>μ −�

при 0 < k < k*, то свойство *k k< � следует из (2.16).
Пусть q<1. Тогда свойства (2.14) следуют, с учё-

том того, что s=0, из (2.7), (2.8). Монотонное убыва-
ние q*(k) следует из (1.4), а свойство q(k*) = 1 – из
(2.12).

Лемма 3. Сопряжённая переменная q(t) является
неотрицательной на всём интервале [0, ]t T∈ .

Доказательство. Доказательство построим на
том, что предположение q(t)<0 будет противоречить
одному из условий трансверсальности, а именно: ус-
ловию q(T)≥0 (см. (2.10)). Поскольку, согласно (2.6),
s=0 при q<0, то q(t) подчиняется дифференциальному
уравнению ( ) ( )q q f k′= δ + μ −� � , общее решение кото-
рого имеет вид ( ) [ ( ) /( )] exp{( ) }q t f k D t′= δ + μ + δ + μ� � ,
где D – константа интегрирования. Отсюда следует,
что q(t) может быть отрицательной лишь при D < 0,
когда

( ) [ ( ) /( )]q t f k′= δ + μ −�  exp{( ) }D tδ + μ� . (2.17)

Согласно (2.17) и учитывая предположение q<0,
функция q(t) является монотонно убывающей, остава-
ясь при этом отрицательной, что противоречит пер-
вому условию трансверсальности (2.10). Данное про-
тиворечие и доказывает теорему.

Определение.  Точку X*=(k*;1) фазовой плоскости
(k;q) назовём особой.

Лемма 4. При условии μ� k > g особая точка
X* = (k*;1) является стационарным решением системы
(2.7), (2.8). Соответствующее значение s=s* определя-
ется эквивалентными формулами

*
*

*( )
k gs
f k

μ −
=
�

; (2.18)

* * *
*

* *
( )

( ) ( )
k f k k gs

f k f k
′ δ +

= − , (2.19)

причём 0< s*<1.
Доказательство. Условием существования ста-

ционарного решения системы (2.7), (2.8) является ус-
ловие 0k =� , 0q =� . Вместе с (2.7), (2.8) это условие
даёт нам соотношения sf(k) – kμ� +g = 0, (δ+μ� )q – (1 –
– s + sq) f′(k) = 0, которые в точке X*  принимают вид

* * *( ) 0s f k k g− μ + =� ; (2.20)

*( ) ( ) 0f k′δ + μ − =� . (2.21)
Согласно (2.12), соотношение (2.21) является тож-

деством. Тогда (2.18) следует из (2.20), а (2.19) – из
(2.12), (2.18). Свойство s*>0 очевидно, а свойство s*<1
следует из (2.16), (2.18).

Замечание 1.  Особая точка характеризуется тем,
что если траектория {k(t);q(t)} в момент времени t=t*

попадает в неё и если в этот момент управлению s
присвоить значение s*, т.е. положить s(t*)=s*,  то она
не выйдет из X*.  Состояние {s*;k*} может быть опре-
делено как стационарное состояние экономики, и дос-
тигается оно, согласно лемме 4, только если *kμ� >g,
т.е. если темп амортизации основных фондов при k=k*

превышает темп внешних инвестиций.
Проведённое исследование позволяет полностью

определить структуру оптимального управления.
Теорема 1. Если  kμ� >g, то

*

1,   если ( ) 1,
( ) 0,   если ( ) 1,  

0 s 1,  если ( ) 1,

q t
s t q t

q t

⎧ >
⎪= <⎨
⎪ < < =⎩

(2.22)

причём  s = s* только когда k = k*.

3. АЛГОРИТМ УПРАВЛЕНИЯ

На рисунке на плоскости {0≤k≤ k� ; q≥0} в соответ-
ствии с доказанными результатами изображены четы-
ре области с номерами I, II, III, IV и типовые траекто-
рии {k(t);q(t)}. В соответствии с леммой 2 свойства
знакоопределённости k�  и q�  в указанных областях

имеют следующий вид. Область I: k� >0, q� <0; область

II: k� >0, q� >0; область III: k� <0, q� >0; область IV:

k� <0, q� <0. При этом траектории, по которым можно

попасть в особую точку X*, обозначены 1
0Г  (с управ-

лением s=1) и 3
0Г (с управлением s=0),  а по которым

можно выйти из X* – соответственно 2
ТГ  ( с управле-

нием s=1) и 4
ТГ  (c управлением s=0). Остальные типы

траекторий обозначены как x1, x2, x3, x4, x5, x6.
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Замечание 2. Условие трансверсальности (2.10) с
учётом (1.3) означает следующее: q(t)≥0, если k(T)=kT;
q(t)=0, если k(T)>kT. Поскольку для произвольно вы-
бранного момента T обеспечение условия q(T)=0, оз-
начающего выход траектории {k(t);q(t)} в момент
времени t=T на границу q≡0, представляется малове-
роятным, то дальнейший анализ проводится при ус-
ловии k(T)=kT.

Сформулируем алгоритм управления, когда соот-
ношения между k0, kT, k* на интервале k∈ (0, k� ) могут
быть произвольными. Из рисунка следует, что в такой
общей ситуации нельзя реализовать цель управления
движением по траекториям  x1 – x6, а возможно лишь
движениями по траекториям 1

0Г , 3
0Г  , 2

ТГ  , 4
ТГ  с попа-

данием в особую точку X*(k*;1). Единственным усло-
вием является достаточно большое время функциони-
рования экономики T.

Алгоритм. 1) Заданному значению k0 подбирается
такое значение q0, чтобы {k0;q0}∈Г0 = 1

0Г ∪ 3
0Г ;

2) если k0<k*, то с управлением s=1 точка {k(t);q(t)}
переводится по траектории 1

0Г на интервале t∈ [0,t*) в
точку X*(k*;1); 3) если k0>k* , то с управлением s=0
точка {k(t);q(t)}переводится по траектории 3

0Г  на ин-
тервале t∈ [0,t*) в точку X*(k*;1); 4) в момент времени
t*, когда k(t*) =k*, управлению присваивается значение
s=s*, которое сохраняется в течение интервала
t∈ [t*,t**]; 5) если kT<k*, то с управлением s=0 точка
{k(t);q(t)} переводится по траектории 4

ТГ  на интерва-

ле t∈ (t**,T] в точку XT, в которой k(T) = kT ; 6) если
kT>k*, то с управлением s = 1 точка {k(t); q(t)} перево-
дится по траектории 2

ТГ  на интервале t∈ (t**,T] в точ-
ку XT, в которой k(T) = kT ; 7) выбор момента времени
t**осуществляется таким образом, чтобы время дви-
жения t�  по траекториям  2

ТГ  и 4
ТГ  удовлетворяло

условию t**+ t�  = Т.
Поскольку подобные движения, согласно приня-

той терминологии, являются движениями по магист-
рали, то сформулируем окончательный результат по
решению поставленной задачи в форме магистраль-
ной теоремы [1 – 3].

4. МАГИСТРАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА

Введём  следующие обозначения  (k1 < k2; τ1 < τ2;
t* < t**):

2
1 1 2

1

1( , ) ln k gT k k
k g

⎛ ⎞μ −
= ⎜ ⎟μ μ −⎝ ⎠

�
� �

; (4.1)

2

1

2 1 2( , )
( )

k

k

dkT k k
f k k g

=
− μ +∫ �

; (4.2)

2

1

0
1 2( , ) ( ( )) tJ f k t e dt

τ
−δ

τ

τ τ = ∫ ; (4.3)

* ***
* * ** ( )( , ) ( )t tf kJ t t e e−δ −δ= −

δ
. (4.4)

Теорема 2. При достаточно большом времени
управления T решение задачи  (1.1) – (1.3) имеет сле-
дующий вид:

1) Интервал  [0,T] разбивается на три интервала
времени, т.е. [0,T] =[0,t*) ∪ [t*,t**] ∪ (t**,T].

2) Управление s(t) является кусочно-постоянным с
тремя возможными значениями, а именно:
s(t)∈{0; s*;1}, где 0< s*<1 и s*определяется эквива-
лентными формулами (2.18), (2.19), а k* является
единственным корнем уравнения (2.12).

3) На внутреннем интервале времени t∈ [t*,t**] все-
гда s(t)≡s*, k(t)≡ k*, т.е. интервал [t*,t**] является ин-
тервалом стационарного состояния экономики.

4) На начальном интервале t∈ [0,t*)  s(t) =1, если
k0<k*, s(t)=0, если k0>k*, и происходит соответственно
возрастание либо убывание k(t) от k0 до k*.

5) На конечном интервале t∈ (t**,T] s(t)=1, если
kТ>k*, и s(t)=0, если kТ<k*, и происходит соответствен-
но возрастание либо убывание k(t) от k* до kТ.

6) Значения t*, t** и критерия качества J определя-
ются следующими формулами:

если  k0<k*, kТ<k* (магистраль I), то
t* = T2(k0,k*),  t**= T – T1(kT,k*); (4.5)
J = (1 – s*)J*(t*,t**) + J0(t**,T); (4.6)

если  k0<k*, kТ>k* (магистраль II), то
t* = T2(k0,k*),  t**= T – T2(k*, kT); (4.7)

J = (1 – s*)J*(t*,t**); (4.8)
если  k0>k*, kТ<k* (магистраль III), то

t* = T1(k*,k0),  t**= T – T1(kT,k*); (4.9)
J = J0(0,t*) + (1 – s*)J*(t*,t**) + J0(t**,T); (4.10)

если  k0>k*, kТ>k* (магистраль IV), то
t* = T1(k*,k0),  t**= T – T2(k*, kT); (4.11)

J = J0(0,t*) + (1 – s*)J*(t*,t**). (4.12)
Формулы для t*, t** получаются как время движе-

ния по траекториям 1
0Г , 3

0Г , 2
ТГ , 4

ТГ   в соответствии
с (2.7), (4.1), (4.2) и алгоритмом управления. Формулы
для J следуют из (1.1), (4.3), (4.4) в соответствии с ал-
горитмом управления. Остальные утверждения тео-
ремы следуют из алгоритма управления и из доказан-
ных результатов.
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5. ЗОЛОТОЕ ПРАВИЛО НАКОПЛЕНИЯ

Так как в каждый момент времени y(t) = f(k(t)) =
= i(t)+c(t) = s(t)f(k(t)) + (1 – s(t))f(k(t)) (основное произ-
водственное соотношение), то i*=s*f(k*) есть удельное
накопление на интервале стационарности, а f′(k*)k* –
удельный доход с капитала. Из (2.19) следует

* * * *( ) ( )i f k k k g′= − δ + . (5.1)
Перейдём к исходным ненормированным пере-

менным F, K, L, G. Формула (5.1) перепишется в виде
* * * * *[ ( , ) / ] ( )I F K L K K K G= ∂ ∂ − δ + . (5.2)

Формуле (5.2) дадим интерпретацию в форме «зо-
лотого правила накопления» (ЗПН) [2, 3].

Теорема 3 (ЗПН). На интервале стационарности
t∈ [t*,t**] накопление равняется доходу с капитала ми-
нус величина, равная δK*+G.

По теореме Эйлера [2]
( / ) ( / )F F K K F L L= ∂ ∂ + ∂ ∂ , (5.3)

где ( / ) KF K K Y∂ ∂ =  есть доход с капитала, а
( / ) CF L L Y∂ ∂ =  – доход с трудовых ресурсов.

Потребление на интервале стационарности
С* = (1 – s*)F(K*,L). Тогда из (2.19), (5.2), (5.3) следует

* * *( , ) / ( )С F K L L L K G⎡ ⎤= ∂ ∂ + δ +⎣ ⎦ , (5.4)

т.е. пришли к следующему результату.
Следствие. На интервале стационарности потреб-

ление равняется доходу с трудовых ресурсов плюс
величина, равная δK*+G.

Замечание 3. Проведённый анализ интервала ста-
ционарности t∈ [t*,t*] показал, что на нём внешние
инвестиции G полностью идут на потребление.

6. СЛУЧАЙ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ
ФУНКЦИИ КОББА – ДУГЛАСА

Пусть f(k)=Akα, где A>0, 0<α<1. Тогда имеет место
теорема 2, в которой

1
1* Ak
−α⎛ ⎞α

= ⎜ ⎟μ + δ⎝ ⎠�
; (6.1)

1* g As
A

α
α−⎛ ⎞αμ α

= − ⎜ ⎟μ + δ μ + δ⎝ ⎠

�
� �

; (6.2)

2

1

2 1 2( , )
k

k

dkT k k
Ak k gα

=
− μ +∫ �

; (6.3)

( )* ***
* * ** ( )( , ) t tA kJ t t e e

α
−δ −δ= −

δ
; (6.4)

*

0 *
0

0

(0, )
t

t tg gJ t A k e e dt
α

−μ −δ⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ �

� �
; (6.5)

**

0 ** ( )( , )
T

T t t
T

t

g gJ t T A k e e dt
α

μ − −δ⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ �

� �
. (6.6)

На  интервале t∈ [0,t*) в случае  k0<k*  k(t) находит-
ся как решение дифференциального уравнения

k Ak k gα= − μ +� � (6.7)
с начальным условием k(0)=k0 либо с конечным усло-
вием k(t*)=k*.

Если k0>k*, то s(t)=0 и k(t)  находится как решение
дифференциального уравнения k k g= −μ +� �  с началь-
ным k(0)=k0 либо конечным k(t*)=k* условиями.

Отсюда следуют два эквивалентных решения
** ( )

0( ) t t tg g g gk t k e k e−μ −μ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ μ μ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� �

� � � �
. (6.8)

На конечном интервале t∈ (t*,T] в случае kТ<k*

аналогичные вычисления дают
**( ) * ( )( ) T t t t

T
g g g gk t k e k eμ − μ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ μ μ μ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� �

� � � �
. (6.9)

Замечание 4. Интеграл вида (6.3) можно вычис-
лить при следующих значениях α: ½, ¼, ¾, ⅓, ⅔. На-
пример, при α = ½

1
2

1 1
2 1 2 1

2
2 2

( )1( , ) ln
( )

A k k gT k k
A k k g

− μ +
= +

μ − μ +

�
� �

1 22
2

12 22
2

2 ( ) 4
ln

4 2 ( ) 4

A k A gA

A g A k A g

⎡ − μ − + μ⎢+ −⎢μ + μ − μ + + μ⎢⎣

� �

� � � �

1 22
1

1 22
1

2 ( ) 4
ln

2 ( ) 4

A k A g

A k A g

⎤− μ − + μ ⎥− ⎥
− μ + + μ ⎥⎦

� �

� �
.
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